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Von  demselben  Verfasser  erschien  im  gleichen  Verlag: 

Methoden  zur  Theorie  der  ternären  Formen. 

[Xn  u.  210  S.]     gr.  8.     1889.     geh.  n.  ^  6.— 

Eine  Darstellung  der  Grundlagen  der  sogenannten  symbolischen 
Methoden  der  Invariantentheorie^  die,  nach  Ansicht  des  Verfassers^ 
bei  vielen  speciellen  Problemen  der  projektiven  Geometrie  das  ge- 
eignetste ^  jedenfalls  das  eleganteste  analytische  Hülfsmittel  bilden. 
Die  Theorie  der  von  Clebsch  und  Gordan  angegebenen  Reihen- 
entwickelungen wird  weitergeführt  und  der  Zusammenhang  mit  den 
Begriffsbildungen  der  Lie* sehen  Gruppentheorie  ausführlich  erörtert. 
Die  mitgetheilte  Theorie  der  Differentialgleichungen  der  Invarianten 
jüe  in  einen  einzigen  Ausdruck  zusammengefasst  werden^  geht 
wesentlich  hinaus  über  Untersuchungen,  die  später  von  S.  Lie  und 
6.  Scheffers  in  deren  ^^Vorlesungen  über  continuirliche  Gruppen" 
(Leipzig  1893)  veröffentlicht  worden  sind. 

Die  Beschränkung  auf  temäre  Formen  wurde  gewählt,  weil  die 
entsprechenden  Untersuchungen  über  quatemäre  und  höhere  Forjaen 
Mch  in  einem  zu  unvollkommenen  Zustande  befanden,  um  eine  zu- 
sammen&ssende  Darstellung  zu  gestatten  (wie  es  übrigens  noch  heute 
der  FaU  ist). 


Sphärische  Trigonometrie, 
orthogonale  Substitutionen  und  elliptische  Functionen. 

(Abhandlungen  der  Eönigl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften, 

Bd.  XX,  Nr.  n.     189S.) 

[148  S.]     Lex.-8.     1893.     geh.  n.  .^  5.— 

In  einem  ersten  Abschnitt  wird  aus  sphärischen  Dreiecken  eine 
Anzahl  von  endlichen  und  unendlichen  Gruppen  discreter  Substitutionen 
abgeleitet.  Es  wird  eine  Eintheilung  aller  sphärischen  Dreiecke  in 
zwei  Glassen  vorgenommen,  die  bereits  Gauss  bekannt,  ab^r  wieder  in 
Vergessenheit  gerathen  war. 

Der  zweite  und  dritte  Abschnitt  handeln  von  Darstellungen  ge- 
wisser goniometrischer  Functionen  der  Seiten  und  Winkel  eines  sphä- 


rischen  Dreiecks  durch  eindeutige  Functionen  unabhängiger  Parameter 
(also  Ton  der  sogenannten  üniformisirung  der  Formeln  der  splmrischen 
Trigonometrie). 

Im  jzweiten  Abschnitt  werden  unter  Anderem  die  Cosinus  der 
Seiten  und  Winkel  eindeutig  ausgedrückt  durch  die  Coefficienten  einer 
temären  orthogonalen  Substitution  und  damit  durch  die  zugehörigen 
Euler'schen  Parameter.  Daraus  ergiebt  sich  eine  Abbildung  der  sphä- 
rischen Dreiecke  auf  den  Punktraum^  in  deren  Theorie  die  sogenannten 
desmischen  Tetraeder  und  die  Eummer'sche  Configuration  auftreten, 
femer  eine  in  der  Ebene  ausfuhrbare  Construction  der  Winkel  aus  ge- 
gebenen Seiten  und  umgekehrt. 

Im  dritten  Abschnitt  wird  die  von  Lagrange  gefundene  Dar- 
stellung sphärischer  Dreiecke  durch  elliptische  Functionen  auf  ortho- 
gonale Substitutionen  übertragen,  im  Rahmen  der  Weierstrass 'sehen 
Theorie  auf  eine  elegantere  Form  gebracht,  imd  ausserdem  verall- 
gemeinert. Der  Zusammenhang  zwischen  den  Additionstheoremen  der 
Fimctionen  Qu,  (o{U,  SjW,  (o^u  wird,  auf  Grund  gruppentheoretischer 
Ueberlegungen,  zum  ersten  Male  vollständig  dai^elegt.  Die  drei- 
gliedrigen (Weierötrass'schen)  Additionstheoreme  —  256  an  der 
Zahl  —  werden  auf  16'  Familien  von  je  16  vertheilt,  und  alle  zu- 
sammen werden  durch  ein  übersichtlich  gebautes  System  von  linearen 
Gleichungen  dargestellt.  Zu  jeder  der  16  Famüien  gehört  ein  System 
von  Additionstheoremen  des  Jaco hinsehen  Typus,  das  aus  den  ge- 
nannten linearen  Gleichungen  durch  elementare  Eliminationen  her- 
vorgeht. 

Eine  Berichtigung  und  verschiedene  Ergänzungen  finden  sich 
Leipz.  Ber.  1895,  S.  553,  und  Amer.  Journal  of  Mathematics,  Bd.  16 
(1894),  S.  156. 
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YorTv^ort. 


In  der  yorliegenden  Schrift  wird  die  Frage  nach  der  constructiven 
Darstellung  und  Zusammensetzung  von  Dynamen^  d.  i.  von  Systemen 
TOD  Kräften,  die  an  einem  starren  Körper  angreifen,  als  Ausgangs- 
pnnkt  genommen  für  Untersuchungen  geometrischen  (und  also  rein 
theoretischen)  Inhalts. 

Im  ersten  Abschnitt  wird  gezeigt^  dass  die  aus  Lehrbüchern  der 
Mechanik  allgemein  bekannten  Sätze  über  Streckensysteme  ein  Glied 
(und  zwar  nicht  durchaus  in  jeder  Hinsicht  das  einfachste)  bilden  in 
einer  Kette  verwandter  Constructionen,  die  hier  zum  ersten  Male  yoII- 
ständig  und  mit  ausgeführten  Beweisen  vorgelegt  werden.  Die  ver- 
wendeten Hülfsmittel  sind  die  der  Elementargeometrie;  Jeder  wird 
der  Darlegung  folgen  können,  der  mit  guten  Schulkenntnissen  einige 
Uebung  im  geometrischen  Denken  verbindet,  solche,  wie  sie  etwa  durch 
Beschäftigung  mit  der  sogenannten  synthetischen  oder  der  darstellenden 
Geometrie  erworben  werden  kann. 

Der  zweite  Abschnitt  bringt  eine  algebraische  Begründung  derselben 
Theorie.  Die  Abfassung  ist  hier  ehrafl  kürzer,  besondere  Kenntnisse 
aber  werden  vom  Leser  ebenfalls  nicht  verlangt.  Wem  die  projective 
Geometrie  in  ihrer  analytischen  Gestalt  geläufig  ist,  der  wird  gut  vor- 
bereitet sein  zum  Studium  auch  dieses  Abschnittes,  dessen  Inhalt  zum 
Theil  wohl  geradezu  als  eine  Ergänzung  zu  den  vorhandenen  Lehr- 
büchern der  analytischen  Geometrie  wird  betrachtet  werden  können. 

Der  dritte  Abschnitt  behandelt  hauptsächlich  die  linearen  Systeme 
von  Dynamen.  Im  Zusammenhange  daniiit  werden  die  Anfänge  einer 
neuen  Art  von  Liniengeometrie  entwickelt.  Den  Schluss  bilden  An- 
wendungen auf  Eanematik.  Diese  weitergehenden  Untersuchungen 
haben  auf  einem  verhältnissmässig  engen  Raum  untergebracht  werden 
müssen:  Wir  wenden  uns  mit  ihnen  nur  an  geübtere  Geometer,  solche, 
die  mit  den  Hülfsmittehi  der  modernen  Analysis  und  namentlich  mit 
der  Handhabung  des  Gruppenbegriffs  genügend  vertraut  sind.  Doch 
wird  ein  Theil  des  Vorgetragenen  (z.  B.  §  29,  §§  36 — 40)  wohl  eben- 
falls nicht  schwer  zugänglich  sein. 


VI  Vorwort. 

Dem  Verfasser  sind  Betrachtungen  von  wesentlichem  Nutzen  ge- 
wesen, die  sich  auf  gewisse  Operationen  mit  Zahlenpaaren,  gewöhnlich 
sogenannten  complexen  Grössen,  beziehen.  Da  es  scheint,  dass  von 
dem  Grundgedanken  dieser  üeberlegungen  auch  ohne  Eingehen  auf 
Einzelheiten  und  in  allgemein  yerstandlicher  Weise  sich  Rechenschaft 
geben  lässt,  so  wollen  wir  dieses  noch  versuchen. 

Andere  complexe  Grössen  als  die  gemeinen  können,  wie  bereits 
Gauss  angedeutet  hat,  nur  begrenzte  Gebiete  nützlicher  Anwendung 
finden.  Sie  dienen  dann,  wie  in  der  Theorie  der  conformen  Abbildung 
schon  die  gemeinen  complexen  Grössen  selbst,  und  wie  (in  geringerem 
Maasse)  auch  die  Quatemionen,  nicht  zur  Erweiterung  irgend  eines 
Systems  geometrischer  Begriffe,  sondern  zur  Abkürzung  des  Calculs, 
zur  Verschmelzung  von  mehreren  häufig  zusammen  auftretenden  Glei- 
chungen in  eine  einzige.  Diese  Vortheile  sind  also  formaler  Natur, 
und  sie  mögen  daher  leicht  gering  angeschlagen  werden.  Die  erwähnte 
Zusanunenfassung  kann  aber  sehr  snggestiy  sein:  Es  können  dadurch 
Gesetzmässigkeiten  hervortreten,  die  sonst  nicht  so  leicht  bemerkt 
werden  würden  und  deren  Untersuchung  dann  Thatsachen  zum  Vor- 
schein bringt,  die  durchaus  nicht  mehr  formal  sind.  Eben  diesem 
Umstand  hat  der  Verfasser  z.  B.  die  Auf&ndung  mehrerer  der  im  ersten 
Abschnitt  angegebenen  geometrischen  Gonstructionen  zu  danken,  die 
dann,  aber  a/uch  erst  dann,  natürlich  sehr  wohl  mit  anderen  Hülä- 
mitteln  abgeleitet  werden  konnten. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  setzen,  dass  ein  Geometer,  der  nichts 
Besseres  zu  thun  wüsste,  auf  den  Gedanken  verfiele,  zu  einer  Erweite- 
rung des  Systems  der  ebenen  und  räumlichen  Geometrie  statt  der 
gemeinen  complexen  Grössen  oder  Zahlenpaare  deren  Ausartung,  näm- 
lieh  die  ebenfalls  aus  zwei  Einheiten  1,  s  abgeleiteten  Grössen  zu  ver- 
wenden, deren  Rechnungsregeln  durch  die  Gleichung  £*  =  0  (an  Stelle 
von  i*  =  —  1)  bezeichnet  sind*).  Dieser  Geometer  würde  dann,  bei 
gehöriger  Ausgestaltung,  zu  einem  System  abstnu^ter  Begriffe  kommen, 
das  sich,  wie  die  sogenannte  Geometrie  im  imaginären  Gebiet,  auf 
Mannigfaltigkeiten  von  vier  und  sechs  Dimensionen  bezöge.  An  Stelle 
der  oo*  oder  oo*  imaginären  Punkte  würden  cx)*  und  oo®,  sagen  wir 
„ideale  Punkte*'  treten.  Der  Operation  des  Verbindens  zweier  Punkte 
durch  eine  gerade  Linie  z.  B.  würde  eine  verwandte  abstracte  und  ana- 
lytisch  auszuführende  Operation  entsprechen  u.  s.  w. :  Zahlreiche  Ueber- 
einstimmungen   mit    dem    System   der   imaginären   Geometrie   würden 

*)  Mau  vergleiche  den  Artikel  über  complexe  Grössen  in  der  Mathematischen 
Encyclopädie,  Nr.  9,  S.  166.  Oder  auch  Eap.  X  in  der  Theoretischen  Arithmetik 
von  Stolz  und  G meiner  (Leipzig,  1902). 


Vorwort.  VII 

anfbreten^  aber  es  müssten  aoch  nicht  minder  zahlreiche  nnd  dabei 
sehr  tiefgreifende  Unterschiede  sich  zeigen.  Ein  Nutzen  der  ganzen 
Betrachtung  würde  unmittelbar  nicht  zu  erkennen  sein;  ja  Mancher 
dürfte  sie  wohl  so  öde  und  steril  finden  wie  nur  möglich. 

Wir  glauben  nun  nachweisen  zu  können^  dass  der  fragliche  Nutzen 
dennoch  yorhanden  ist^  dctss  nämlich  den  bezeichneten  Begriffssystemen 
eine  Realität  in  der  Erscheinungswett  entspricht.  Der  fingirte  Geo- 
meter  würde  thatsächlich  zwei  geometrische  Disciplinen^  die  lAnien- 
geometrie  und  die  Kinematik,  eine  Strecke  weit  entwickelt  haben,  nicht 
gerade  in  der  Richtung,  in  der  sie  bisher  ausgestaltet  worden  sind  — 
in  diesem  Falle  würde  seine  Bemühung  grösstentheils  entbehrlich 
sein  —  wohl  aber  in  einer  solchen,  die  als  eine  natürliche,  ja  vielleicht 
sogar  nothwendige  Weiterbildung  vorhandener  Ansätze  gelten  kann. 
Man  kann  nämlich  eindeutig  -  umkehrbar  den  idealen  Punkten  der  er- 
weiterten ebenen  Oeometrie  die  cx>^  geraden  Linien  im  Räume  und 
denen  der  erweiterten  räumlichen  Geometrie  die  co^  Lagen  eines  starren 
Körpers  zuordnen.  Der  idealen  Verbindungslinie  zweier  idealer  Punkte 
wird  dann  im  ersten  Falle  zugeordnet  die  gemeinsame  Normale  der 
entsprechenden  Geraden;  und  im  zweiten  entspricht  z.  B.  der  idealen 
Yerbindungsebene  dreier  idealer  Punkte  jene  schöne  von  Herrn  C.  Ste- 
phanos  gefundene  Figur,  nämlich  die  Lage  des  starren  Körpers,  aus 
der  drei  gegebene  durch  Umwendungen  um  gerade  Linien  hervorgehen. 
Das  Aufh-eten  von  Grenzfällen,  in  denen  diese  Constructionen  un- 
bestimmte Ergebnisse  liefern,  wird  in  der  Theorie  unseres  Geometers 
eben&Us  schon  vorgemerkt  sein,  und  er  wird  dafür  auch  die  im 
zweiten  Beispiel  schon  nicht  mehr  bekannten  analytischen  Kriterien 
zur  Hand  haben,  sammt  einer  genauen  Einsicht  in  die  Art  des  IJn- 
bestimmtwerdens.  Und  manche  bei  anderen  Untersuchungen  gefundene 
Figuren  werden  sich  alsbald  von  neuen  Seiten  zeigen  —  so  das  schon 
bei  den  verschiedensten  Gelegenheiten  zum  Vorschein  gekommene  Cylin- 
droid,  das  nun  die  Bedeutung  eines  Grundbegriffs  der  Liniengeometrie 
erhält,  oder  auch  jene  merkwürdigen  Paare  von  Strahlencongruenzen, 
deren  jede  aus  allen  gemeinsamen  Normalen  von  Strahlen  der  anderen 
besteht.  Und  zu  diesen  Figuren  werden  eine  Fülle  neuer  Gestalten 
treten,  die  aUe  in  den  Formeln  schon  bereit  liegen  und  nur  aus  der 
Puppenhülle  der  Abstraction  hervorzukommen  brauchen,  um  geometri- 
sche Eigenschaften  zu  offenbaren.  — 

Wie  aus  diesen  noch  etwas  formlosen  Gedanken  präcise  mathe- 
matische Probleme  und  Sätze  gebildet  werden  können,  wo  und  warum 
sodann  die  geschilderte  Methode  ihre  Schranken  findet,  und  durch  welche 
weiter  reichende  Methode  sie  deshalb  zu  ergänzen  ist,  das  muss  in  dem 
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Buche  selbst  nachgelesen  werden.  Wir  haben  uns  dort  in  der  Haupt- 
sache auf  die  Erweiterung  der  ebenen  Geometrie  beschränkt,  und  zwar 
haben  wir  auch  von  dieser  nur  die  projective  betrachtet;  denn  die  so 
entstehende  Art  von  Liniengeometrie  hat  besonders  einfache  Beziehungen 
zu  unserem  eigentlichen  Thema^  der  Geometrie  der  Dynamen^  \md  sie 
unterscheidet  sich  darin^  wie  es  scheint^  von  anderen  Arten  der  Linien- 
geometrie ^  die  demselben  Process  ihre  Entstehung  yerdanken.  Doch 
sind,  in  einem  Anhange^  die  verwandten  Betrachtungen  über  Kinematik 
wenigstens  noch  skizzirt  worden.  —  Von  der  soeben  geschilderten  Art 
der  Exposition  sind  wir  in  einer  Hinsicht  abgewichen.  Wir  haben 
nämlich  nicht  erst  eine  abstracte  Theorie  entwickelt^  um  nachträglich 
deren  Realisirbarkeit  zu  zeigen,  sondern  wir  haben  den  analytischen 
Apparat  von  vom  herein  in  organische  Verbindung  mit  den  zugehörigen 
Gonstructionen  gebracht.  — 

Die  projective  Geometrie  umfasst  bekanntlich  in  gewissem  Sinne^ 
ausser  der  Euklidischen ,  auch  die  Nicht-Evklidische  Geometrie.  Auf 
diese  letzte  ist  daher  das  besprochene  Erweiterungsprincip  ebenfalls 
anwendbar*).  Die  üebertragung  aus  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie 
bekannter  Schlüsse  auf  die  gewöhnliche  Liniengeometrie  und  Kine- 
matik hat  fär  die  mitgetheilten  Untersuchungen  eine  ganz  besondere 
Bedeutung  y  so  da^s  dem  Buche  auch  recht  wohl  der  Nebentitel  ,, An- 
wendungen der  Nicht-Euklidischen  Geometrie"  hätte  gegeben  werden 
können,  wenn  das  nicht  zu  irrigen  Annahmen  über  das  Maass  der  im 
Ganzen  vom  Leser  zu  verlangenden  Kenntnisse  führen  müsste.  Die 
sämmtlichen  Gonstructionen  unseres  ersten  Abschnittes  gehören  hier- 
her, als  das  werthvoUste  Besidtat  aber  erscheint  dem  Verfasser  die  im 
Anhang  vorgetragene  Anwendung  der  Nicht  -  Euklidischen  Geometrie 
auf  die  Ejnematik.  In  dieser  umfassenderen  und  wegen  ihrer  Be- 
ziehungen zur  Erscheinungswelt  besonders  wichtigen  Disciplin  finden 
Untersuchungen,  die  von  scharfsinnigen  Mathematikern  zu  ganz  anderen 
Zwecken  angestellt  worden  sind,  eine  wohl  ziemlich  unerwartete  und 
dennoch  ganz  unmittelbare  Verwerthxmg.  — 

Nach  Erscheinen  der  ersten  Lieferung  dieser  Schrift  ist  dem  Ver- 
fasser mehrfach  bemerkt  worden,  dass  die  etwas  ausgedehnte  Termi- 
nologie das  Eindringen  in   den  bearbeiteten  Gedankenkreis  erschwere. 

Die  Grundsätze,  nach  denen  jede  mathematische  Terminologie  zu 
bilden  ist,  hat  Gauss  in  den  Disquisitiones  circa  superficies  wie  folgt 
bezeichnet: 


*)  Ein  ähnliches  besteht  auch  im  Nicht  -  Euklidischen  Banme  selbst,  kommt 
alG||Br  hier  nicht  in  Betracht. 
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,,Qiiod  vero  attinet  ad  terminologiam,  imprimis  prospiciendnm 
esse  duzimuSy  ut  omnis  ambigaitas  arceatur ....  Sed  quidni  in 
yerbis  faciles  esse  liceret,  dummodo  res  non  sint  inanes^  neque 
dictio  interpretationi  erroneae  obnoxia?^ 

Die  Worte  also  sind  sdemlicli  gleichgültig,  die  Begriffe  aber  sollen 
deutlich  umgrenzt  sein,  verschiedene  Begriffe  sollen  jedenfalls  dort,  wo 
Missdentungen  nahe  liegen,  nicht  mit  denselben  Worten  bezeichnet 
werden,  nnd  das  Yerständniss  mathematischer  Sätze  soll  nicht  besondere 
Interpretationskünste  erfordern. 

Es  scheint  uns,  dass  man  sich  in  einigen  Gebieten  der  Geometrie 
Ton  diesen  Richtlinien  nicht  nur  ziemlich  allgemein,  sondern  auch 
sehr  weit  entfernt  hat,  und  dass  diese  Gebiete  dadurch  in  einen  höchst 
bedenklichen  Zustand  gerathen  sind.  Es  ist  das  ein  betrübendes  Ea- 
piteL  Ein  Bedürfiiiss  nach  praciser  Formulirung  geometrischer  Sätze 
scheint  Yon  Vielen  überhaupt  nicht  empfunden  zu  werden,  und  das 
Schlimmste  ist,  dass  die  Kritik  —  sobald  es  sich  um  Geometrie  handelt  — 
an  Tagen  Behauptungen  selbst  dann  keinen  Anstoss  zu  nehmen  pflegt, 
wenn  sie  in  Lehrbüchern  und  massenhaft  auftreten.  Es  gilt  aber 
Bacon's  Wort: 

Citius  emergit  yeritas  ex  errore  quam  ex  confusione. 

Es  ist  doch  wohl,  in  der  Sprache  Saccheris  zu  reden,  ein 
Makel  am  schonen  Leibe  der  Geometrie  —  viel  störender  als  der,  auf 
den  dieses  Wort  gemünzt  war  — ,  wenn  unzähligen  ihrer  Sätze  ein 
klarer  Sinn  überhaupt  nicht  zukommt  Kann  man  ja  auch  in  vielen 
Fallen  wohl  errathen,  was  „gemeint"  ist,  so  werden  doch  in  anderen 
nicht  minder  zahlreichen  besondere  Untersuchungen  erforderlich  sein. 
Ganze  Gruppen  von  Behauptungen  können  nur  als  Probleme  ge- 
würdigt werden  nach  diesem  Schema:  „Wie  müssen  die  Begriffe  um- 
grenzt und  die  sonstigen  Voraussetzungen  gefasst  werden,  damit  diese 
oder  jene  Glasse  ungefähr  das  Richtige  treffender  Sätze  einen  deutlichen 
Sinn  und  ausserdem  einen  möglichst  umfangreichen  Gültigkeitsbereich 
erhalte?«*) 

Wenn  einmal  nicht  nur  Einzelne,  sondern  die  Mehrzahl  der  Geo- 
meter  sich  zu  der  Ansicht  entschliessen  werden,  dass  mit  der  so- 
genannten Erledigung  eines  nicht  einmal  gehörig  bezeichneten  allge- 
meinen Falles  noch  nicht  „alles  Wesentliche«  gethan  ist,  und  wenn  dann 
das  nöthige  Reinigungswerk  auch  auf  diesem  Gebiete  ernsthaft  in  Angriff 


*)  Wir  denken  diese  Art  von  üeberlegUDg  demnächst  an  dem  Beispiel  von 
8.  Lie's  Geometrie  der  Kreise  und  Kugeln  durchzufahren.  Ein  anderes  Beispiel 
findet  man  im  vorliegenden  Buche  behandelt. 


X  Vorwort. 

genommen  werden  wird  —  dann  wird  man  wohl  noch  öfter  eine  Ver- 
mehrung der  zu  unterscheidenden  Begriffe  und  also  auch  eine  Er- 
weiterung des  terminologischen  Apparats  nöthig  finden.  Denn  Dank 
den  geringen  Schwierigkeiten,  die  die  neuere  Geometrie  zum  Theil  am 
Anfange  bietet  (oder  vielleicht  auch  nur  zu  bieten  scheint)  —  einem 
Umstände,  der  leider  auch  die  Einmischung  von  vielen  Unberufenen 
veranlasst  hat  —  ist  man  zu  einem  ungeheuren  und  nicht  leicht  zu 
beherrschenden  Gestaltenreichthum  vorgedrungen.  Und  dieser  wird  noch 
vermehrt  werden  müssen  durch  Ausartungen  zahlreicher  Figuren,  die, 
wie  in  der  Functionentheone  die  singulären  Stellen,  den  Charakter  der 
verschiedenen  Mannigfaltigkeiten  bestimmen. 

Gegenwärtig  allerdings,  wo  noch  vielfach  eine  —  gewiss  oftmals 
werthvolle  —  blosse  Orientirung  oder  ein  durch  Vertuschen  von 
Schwierigkeiten  ermöglichtes  Scheinverständniss  als  völlig  genügend 
erachtet  wird,  können  Versuche  zu  schärferer  Fassung  und  gründlicherer 
Behandlung  gewisser  Probleme  kaum  auf  viel  Interesse  und  noch 
weniger  auf  Nacheiferung  rechnen*).  Wir  haben  uns  gleichwohl  red- 
lich darum  bemüht,  durch  sorgfältige  Erklärung  der  Begriffe,  durch 
genaue  Bezeichnung  der  Voraussetzungen  und,  wo  es  nöthig  schien, 
auch  durch  das  Studium  der  bisher  allzuoft  im  Dunkeln  gehaltenen 
Grenzfälle,  wirkliche  Eenntniss  des  behandelten  Stoffes  zu  erlangen 
und  zu  vermitteln.  Dass  es  uns  thatsächlich  auch  gelungen  sein  sollte, 
die  bei  Untersuchungen  über  Geometrie  häufigen  Selbsttäuschungen 
überaU  zu  vermeiden,  das  sagen  wir  damit  nicht,  und  wir  wagen  es 
auch  nicht  zu  glauben.  Doch  wird  ein  Fortschritt  hoffentlich  zu 
erkennen  sein.  —  Dass  in  Bezug  auf  die  Terminologie  hier  und  da 
des  Guten  zuviel  gethan  sein  mag,  woUen  wir  übrigens  gerne  zugeben. 
Zahlreich  sind  indessen  die  Eunstausdrücke  jedenfalls  nicht,  die  ohne 
sonderlichen  Schaden  hätten  wegbleiben  können.  Das  beigefügte  alpha- 
betische Inhaltsverzeichniss  wird  die  Unbequemlichkeit  wohl  minder 
empfindlich  machen.  — 

Möchte  es  uns  gelungen  sein,  etwas  zu  sagen,  das  gesagt  zu 
werden  verdient.  Und  möchten  Andere  es  der  Mühe  werth  halten,  die 
vorgetragenen  Gedanken  weiter  zu  entwickeln  und  von  den  UnvoU- 
kommenheiten  zu  befreien,  deren  Beseitigung  wir,  wie  uns  wohl 
bewusst  ist,  nicht  ganz  haben  erreichen  können.    Zu  besonderer  Freude 

*)  Man  beachte  z.  B.  die  Zufriedenheit,  mit  der  Herr  E.  EOtter  in  seinem 
Referate  über  synthetische  Geometrie  (Leipzig  1901,  S.  120)  die  üblichen  Lösungen 
der  Apollonischen  Berührungsaufgabe  bespricht.  (Eben  dieses  Problem  hatte  der 
Yer&sser  als  ein  Beispiel  ausgewählt,  um  daran  das  unzulängliche  gewisser  her- 
kömmlicher Methoden  zu  zeigen:  Math.  Ann.  Bd.  49,  1S97,  S.  497—499,  589—541.) 
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aber  würde  es  dem  Verfasser  gereichen^  wenn  es  ihm  vergömit  sein 
sollte^  in  jüngeren  Fachgenossen  die  Ueberzengang  lebendig  zu  machen^ 
dass  man  dem  Stoffe  der  Geometrie  noch  viele  neue  Seiten  wird  ab- 
gewinnen können,  und  dass  in  der  Mathematik  überhaupt  neben  dem 
Studium  einzelner  Disciplinen,  das  nur  allzuleicht  den  Charakter  der 
Schulrichtung  annehmen  kann,  ebensosehr  eine  Betrachtung  des  oftmals 
wunderbaren  Zusammenhangs  noth  thut,  den  die  einzelnen  Forschungs- 
gebiete unter  einander  haben.  Wie  beschränkt  auch  immer  die  Thätig- 
keit  des  Einzelnen  bleiben  möge,  wir  Alle  werden  den  Blick  auf  das 
Ganze  richten  müssen,  wenn  das  Ganze  durch  unsere  Arbeit  gefordert 
werden  solL  — 

Wo  sonst  verwandte  Gedanken  aufgetaucht  sind  und  von  welcher 
Seite  der  Verfasser  bei  seinem  Unternehmen  eine  Anregung  erfEkhren 
hat,  das  hat  er,  nach  bestem  Wissen,  im  Texte  selbst  dargelegt. 
(Vgl.  S.  207,  208-,  227,  228;  439,  440.)  Hier  sei  dem  dort  Gesagten 
noch  hinzugefügt,  dass  die  unserem  ersten  Abschnitte  zu  Grunde 
hegende  Uebertragung  des  Parallelogramms  der  Kräfte  auf  die  Nicht- 
Euklidische  Geometrie  auch  von  Herrn  A.  P.  Kotjelnikoff  auf- 
gefanden  und,  wie  es  scheint,  ebenfalls  zu  weiteren  Folgerungen  ver- 
werthet  worden  ist.  Sein  in  rassischer  Sprache  abgefasstes  Werk 
{Theorie  der  Vedoren^  Kasan  1899)  ist  nahezu  gleichzeitig  mit  des  Ver- 
fassers erster  Mittheilung  über  diese  Construction  erschienen. 

Einen  sehr  schätzbaren.  Beitrag  zu  der  vorliegenden  Schrift  hat 
ein  Zuhörer  des  Verfassers,  Herr  stud.  W.  Vogt  geliefert.  Die  Figuren 
43 — 45,  deren  zwei  auf  der  beigegebenen  Tafel  vereinigt  sind,  und 
die  einen  besonderen  Schmuck  des  Ganzen  bilden,  sind  Reproductionen 
von  solchen,  die  von  ihm,  mit  dankenswerther  Unterstützung  des  Cura- 
toriums,  für  das  Mathematische  Seminar  der  Universität  Greifswald 
gezeichnet  worden  sind.  Auch  die  Figur  46  zu  zeichnen  hat  Herr 
Vogt  die  Freundlichkeit  gehabt. 

Seinem  Freunde  Fr.  Engel  ist  der  Verfasser  für  das  Interesse  ver- 
pflichtet, mit  dem  er  die  besprochenen  Untersuchungen  zur  Zeit  ihrer 
Entstehung  begleitet  hat.  Einige  Ermunterung  that  noth  angesichts 
der  Aufnahme,  die  —  im  Grossen  und  Ganzen  —  selbst  die  Begriffs- 
bildnngen  eines  S.  Lie,  namentlich  bei  deutschen  Geometern,  gefunden 
haben. 

Die  Verlagsbuchhandlung  hat  das  nicht  genug  zu  dankende  Ent- 
g^enkommen,  mit  dem  sie  alle  Wünsche  ihrer  Autoren  zu  erfüllen 
bestrebt  ist,  auch  dem  Verfasser  gegenüber  an  den  Tag  gelegt. 

Greifswald,  im  October  1902. 
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Einleitung. 

Wo  immer  das  Bedürfniss  hervorgetreten  ist;  anschanlicli  die  Regeln 
fOr  die  Zusammensetzung  von  Kräften  aufzufassen,  die  an  einem  Punkte 
oder  einem  starren  Körper  angreifen,  da  hat  man  sich  der  Darstellung 
dieser  Kräfte  durch  Stücke  gerader  Linien  bedient.  Man  findet  daher 
in  Lehrbüchern  der  Mechanik  einen  eigentlich  der  Geometrie  zuzu- 
rechnenden Abschnitt,  der  —  nach  der  üblichen  Ausdrucksweise  —  von 
der  ^^geometrischen  Addition"  dieser  Linientheile,  oder,  wie  wir  —  nach 
einem  Vorschlage  H.  Orassmann  des  Jüngeren  —  lieber  sagen  wollen, 
dieser  Stäbe  handelt*).  Eine  Ausnahmestellung  nehmen  in  dieser  von 
Poinsot  und  Möbius  begründeten  Theorie  die  Systeme  von  Krafken 
ein,  die  man  als  Kmftepaare  zu  bezeichnen  pflegt,  wiewohl  sie  nicht 
nothwendig  gerade  als  Systeme  von  zwei  Kräften  gedacht  werden 
müssen.  Diese  können  als  örenzfälle  einzelner  Kräfte  angesehen  wer- 
den, weshalb  man  sie  diesen  auch  schon  unter  dem  Namen  Drehhräfte 
angereiht  hai  Sie  haben  einfachere  Eigenschaften  als  Kräfte  gewöhn- 
licher Art,  die  wir  wohl,  ohne  ein  Missverständniss  befürchten  zu  müssen, 
jenen  Drehkräften  als  Zugkräfte  werden  gegenüberstellen  dürfen.  Eine 
geometrische  Figur  nun,  die  sich  der  Figur  des  Stabes  als  örenzfall 
unterordnete,  und  die  zur  Darstellung  der  Drehkräfbe  brauchbar  wäre, 
giebt  es  nicht.  Man  muss  daher  verwickeitere  Figuren  von  höherem 
XJnbestimmtheitsgrade  benutzen,  die  Stähepaare]  und  diese  können  erst 
nachtraglich  wieder  durch  einfachere  Gebilde  ersetzt  werden^  die  soge- 
nannten Vectoren,  Linienstücke,  die  nicht,  wie  die  Stäbe,  nur  auf  ihren 
geradlinigen  Trägem,  sondern  überhaupt  parallel  zu  sich  selbst  ver- 
schoben werden  dürfen. 

So  ausserordentlich  zweckmässig  nun  die  besprochene  Darstellung 
der   an   einem   starren  Körper  wirkenden   Kräfbe   durch   geometrische 


♦)  Vgl.  W.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  2.  Aufl.  Leipzigs 
1879.  E.  Bndde,  Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und  starren  Systeme.  Berlin, 
1890.    P.  Appell,  Trait^  de  M^canique  rationelle.   Paris  1898. 
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Figuren  ohne  allen  Zweifel  isi^  nnd  so  thoiicht  es  wäre,  sie  etwa  durch 
eine  andere  ersetzen  zu  wollen,  so  liegt  doch  schwerlich  ein  zureichen- 
der Ornnd  vor,  wamm  man  ansschliesslich  nnr  dieses  eine  Mittel  der 
Yersinnlichung  verwenden  sollte.  Allerdings  wird  Mancher  überhaupt 
kein  Bedürfhiss  nach  einer  zweiten  Yorstellungsweise  empfinden,  so 
z.  B.  der  Techniker,  dem  es  auf  die  Leichtigkeit  des  Zeichnens  an- 
kommt. Indessen  kann  eine  Erweiterung  unserer  Vorstellungen  nie- 
mals schädlich  sein,  und  Niemand  kann  im  Voraus  sagen,  was  fßr 
Folgerungen  sich  aus  einer  neuen  ÄDSchauuDg  schliesslich  werden  ziehen 
lassen.  Jedenfalls  wird  dem  Geometer  die  Frage  erlaubt  sein,  ob  sich 
nicht  vielleicht  bei  einer  anders  gearteten  Beziehung  von  Kräften 
zu  geometrischen  Gestalten  eine  noch  grössere  Harmonie  zwischen 
Begriff  und  Bild  erreichen  lässt,  so  dass  die  Unterordnung  der  Dreh- 
kräfte unter  die  Zugkräfte  an  den  Figuren  unmittelbar  zur  Erschei- 
nung kommt. 

Freilich  müsste  eine  solche  Zuordnung,  die  sich  in  mannigfacher 
Weise  würde  ersinnen  lassen,  noch  weitere  Eigenschafken  haben,  wenn 
sie  auch  nur  ein  theoretisches  Interesse  bieten  sollte:  Sie  dürfte  nicht 
allzuweit  hergeholt  sein  und  dürfte  nicht  zu  gekünstelten  Constructio- 
nen  Anlass  geben.  Vor  allem  aber  müsste,  wie  die  Figur  des  Stabes, 
so  auch  die  neue  Figur  mit  der  Kraft  selbst  invariant  verknüpft  sein, 
sie  dürfte  keine  Beziehung  enthalten  zu  einem  Coordinatensystem. 

Es  giebt  nun  wirklich  nicht  nur  ein  Seitenstück  zur  Figur 
des  Stabes,  das  diesen  Anforderungen  zu  genügen  scheint,  sondern 
sogar  deren  zwei:  Der  Keil,  die  Figur  zweier  Ebenen,  und  der  Quirl, 
die  Figur  eines  Punktes  und  einer  Ebene,  beide  können  in  der  ge- 
wünschten Weise  zur  Darstellung  der  Zugkräfte  wie  der  Drehkräfte 
benutzt  werden,  und  ebenso  auch  zu  deren  Zusammensetzung:  An 
Stelle  des  Parallelogramms  der  Stäbe  (Kräfte)  treten  neue  Figuren  von 
nicht  geringerer  Einfachheit,  das  Keiltrapez  (§  4),  sowie  das  Quirlvierflach 
und  das  Quirltrapez  (§  8),  von  denen  die  erste  sogar  in  noch  etwas 
weiterem  Umfange  anwendbar  ist  als  das  Stäbeparallelogramm. 

Man  kann  aber  noch  weiter  gehen. 

Die  der  Drehkraft  übergeordnete  Zugkraft  ist  selbst  wieder  ein 
besonderer  Fall  des  allgemeinen  von  sechs  Constanten  abhängigen 
Systems  von  Kräften,  der  Dyname*).  Diese  Dyname  wird  geometrisch 
dargestellt   durch   ein  vielgestaltiges   Gebilde,    eine  sogenante  formale 


•)  De»  „Torsors"  englischer  und  französischer  Mathematiker.  Wir  verwen- 
den die  ältere  (auf  Plücker  zurückzufahrende)  Bezeichnung  Dyname,  und  brau- 
chen dann  das  Wort  Torsor  in  einem  anderen  Sinne. 
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geometrische  Summe*)  von  Stäben  oder  von  Stäben  und  Stäbepaaren, 
und  zwar  am  einfachsten  durch  die  Summe  eines  Stabes  und  eines 
Stabepaares ^  die  beide  den  yerschiedenen  Bedürfhissen  des  Physikers 
und  Geometers  entsprechend  durch  weitere  Forderungen  noch  näher 
bestimmt  werden  können.  Wird  sich  nun  dieser  Begriff  der  formalen 
Summe,  der  im  Gründe  doch  keine  einheitliche  Vorstellung  von  der 
Dyname  giebt,  nicht  vermeiden  lassen?  Wird  man  nicht  auch  der 
Dyname  seibat  eine  geometrische  Figur  awyrdnen  können,  von  ähnlicher 
Einfachheit  wie  die  Figur  des  Stabes?  Und  wird  es  dann  nickt  mög- 
lich sein,  Dynamen  in  der  Art  constructiv  zusammenzusetzen ,  wie  man 
bisher  Zugkräfte  mit  gemeinsamem  Angriffspunkte  oder  Drehkräfte  zu- 
sammensetzen konnte? 

Auch  diese  weitergehenden  Fragen  lassen  sich  in  bejahendem 
Sinne  beantworten,  und  zwar  wiederum  auf  mehrere  verschiedene  Arten. 
Wir  werden  drei  Lösungen  dieser  natürlich  nicht  völlig  bestimmten 
Aufgabe  kennen  lernen  (§  7,  §  10,  §  11).  Die  dabei  zu  benutzenden 
Figuren  sind  Paare  gerader  Linien,  sie  lassen  also  an  Einfachheit 
wohl  Nichts  zu  wünschen  übrig;  und  auch  die  Constructionen,  die  die 
Zusammensetzung  der  Dynamen  vermitteln,  sind,  wie  wir  zu  glauben 
wagen,   so  einfach,  als  man  es  erwarten  kann. 

Nicht  geringeres  Interesse  als  die  gemeinten  Constructionen  selbst 
haben  vielleicht  geometrische  Sätze,  die  auf  dem  Wege  zu  ihnen  sich 
darbieten,  oder  sich  doch  an  sie  anschliessen  lassen.  ,Wir  werden 
namentlich  dahin  gelangen,  den  bekannten  Zusammenhang  zwischen 
Systemen  von  Kräften  und  infinitesimalen  (unendlich  kleinen)  Bewe- 
gungen auf  die  Geometrie  der  endlichen  Bewegungen  auszudehnen,  und 
zwar  werden  wir  ebenfalls  drei  verschiedene  Arten  solchen  Zusammen- 
hanges kennen  lernen  (§  6,  §  9,  §  13),  von  denen  die  erste  und  dritte 
als  Erweiterungen  des  erwähnten  bekannten  Satzes  angesehen  werden 
können. 

Der  Verfasser  ist  zu  den  bezeichneten  Ergebnissen  ursprünglich 
auf  dem  Umwege  über  die  Nicht-EuMidische  Geometrie  gekommen,  die 
überhaupt  (und  zwar  auf  mehrere  Arten)  in  ausgedehntem  Maasse  für 
die  elementare  wie  auch  für  die  algebraische  und  Differentialgeometrie 
des  Euklidischen  Raumes  nutzbar  gemacht  werden  kann.*  Aus  metho- 
dischen Gründen,  und  weil  wir  möglichst  allgemein  verständlich  zu 
sein  wünschen,  verwenden  wir  jedoch  hier  nur  elementargeometrische 
Begriffe,  abgesehen  von  einigen  Zusätzen,  die  zum  Yerständniss  des 
Ganzen  nicht  nöthig  sind,  und  vom  Leser  überschlagen  werden  können. 

*)  Formelle  Summe  nach  H.  Grassmann;  Heteraptische  Summe  nach 
E.  Bndde. 
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Wir  recapituliren  zonächst^  i^  §  1;  ^^  elementarsten  Sätze  ans 
der  Geometrie  der  Bewegung.  Dieser  Gegenstand  wird  sodann  weiter 
behandelt  in  §2;  dessen  Inhalt,  abgesehen  von  den  zum  Theil  ver- 
änderten Beweisen ;  einer  älteren  Abhandlung  des  Verfassers  entnom- 
men ist.  In  §  3  endlich  stellen  wir  die  Hauptsätze  aus  der  Geometrie 
der  Stäbe  zusammen.  Der  mit  diesen  Dingen  bekannte  Leser  möge 
diese  einleitenden  Paragraphen  doch  nicht  ganz  überschlagen^  da  in 
ihnen  mehrere  sonst  nicht  übliche  Begriffe  und  Bezeichnungen  erklärt 
werden,  die  weiterhin  zur  Verwendung  kommen. 

§1. 

Bas  Linienkreuz.     Die  Bewegungen. 

In  der  Geometrie  der.  Bewegung  schon  tritt  eine  geometrische 
Figur  auf,  die  für  unsere  Untersuchung  eine  principielle  Bedeutung 
hat,  und  für  die  wir  daher  einen  besonderen  Namen  in  Vor- 
schlag bringen,  das  Linienkreuz.  Wir  nennen  eigentliches  Linien^ 
kreuz  den  Inbegriff  einer  eigentlichen  (im  Endlichen  verlaufenden) 
Geraden  und  der  uneigentlichen  (d.  h.  unendlich  fernen)  Geraden,  in 
der  sich  alle  zu  der  ersten  Geraden  senkrechten  Ebenen  durchdringen, 
eine  Figur  also,  die  von  irgend  einem  Baumpunkte  aus  gesehen  die 
Form  eines  Kreuzes  mit  rechtem  Winkel  darbietet.  Die  erste  der 
beiden  Geraden  soll  die  Hauptaxe.  die  andere  die  N^)enaxe  des  Linien- 
kreuzes heissen,  jede  eigentliche  Gerade  aber,  die  beide  Axen  triffst, 
oder  also  die  Hauptaxe  senkrecht  schneidet,  eine  Querlinie  des  Kreuzes. 
Ein  eigentliches  Linienkreuz  ist  hiemach  durch  seine  Hauptaxe  allein 
schon  bestimmt;  ist  dagegen  nur  die  Nebenaxe  durch  ein  Büschel 
paralleler  Ebenen  gegeben,  so  kann  man  die  Hauptaxe  noch  willkür- 
lich wählen  innerhalb  des  Bündels  der  zu  jenen  Ebenen  senkrechten 
Geraden.  Ein  solches  durch  seine  Nebenaxe  gegebenes  Linienkreuz 
mit  unbestimmter  Hauptaxe  soll  ein  uneigentliches  lAnienkreuz  heissen^ 
Querlinie  dieses  Kreuzes  aber  jede  eigentliche  Gerade,  die  seine  Neben- 
axe trifft,  d.  h.  in  einer  Ebene  des  genannten  Büschels  verläuft.  £in 
uneigentliches  Linienkreuz  besteht  also  aus  einer  unbestimmten  Geraden 
eines  Parallelenbündels,  verbunden  mit  einer  bestimmten  zu  aUen 
diesen  Geraden  orthogonalen  uneigentlichen  Geraden.  Es  hat  cx>^ 
Querlinien,  während  ein  eigentliches  Linienkreuz  nur  deren  cx>^  besitzt. 

Linienkreuze,  deren  Hauptaxen  parallel  sind,  oder  also  Linien- 
kreuze,  deren  Nebenaxen  zusammenfallen,  sollen  i^oroZ^  genannt  werden. 
Parallele  und  zugleich  uneigentliche  Linienkreuze  sind  also  identisch. 

Zwei  Linienkreuze  Jiaben  immer  mindestens  eine  gemeinsame  Quer'- 
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linie.  Sind  sie  eigentlich  und  nicht  parallel^  so  haben  sie  nur  eine 
einzige  Querlinie  gemein;  in  den  übrigen  Fällen,  deren  Beschreibung 
wir  nicht  für  nöthig  halten,  giebt  es  unendlich  viele  gemeinsame  Quer- 
linien  zweier  Linienkreuze.  Ferner  geht  durch  jeden  eigentlichen  Punkt 
mindestens  eine  Querlinie  eines  gegebenen  Linienkreuzes,  und  in  jeder 
eigentlichen  Ebene  ist  mindestens  eine  solche  enthalten,  ausgenommen 
in  dem  Falle,  wo  das  Linienkreuz  eigentlich  und  die  Ebene  zu  dessen 
Hanptaxe  parallel  ist. 

Irgend  stwei  von  einander  verschiedene  eigentliche  Gerade  X,  ^  6^- 
sHmmen  immer  ein  Linienkreuz  (von  dem  sie  Querlinien  sind). 

Sind  nämlich  die  Geraden  3E,  D  nicht  parallel,  so  sind  sie  Quer- 
linien eines  einzigen  eigenüichen  Linienkreuzes  (imd  ausserdem  eines 
einzigen  uneigentlichen  Linienkreuzes,  das  uns  hier  indessen  nicht  inter- 
essirt).  Sind  sie  aber  parallel,  so  sind  sie  Querlinien  zunächt  (von  oo^ 
nneigentlichen  und)  von  oo^  eigentlichen  Linienkreuzen;  und  diese 
letzten  sind  alle  (zu  einander  und)  zu  einem  bestimmten  uneigenÜichen 
Linienkreuz  parallel,  dessen  Nebenaxe  die  Schnittlinie  zweier  in  X  und 
D  auf  der  Verbindungsebene  von  3E  und  ^  senkrecht  errichteter 
Ebenen  ist. 

N^ach  diesen,  wie  inan  finden  wird,  für  das  Folgende  nützlichen 
Erklärungen  recapituliren  wir  kurz  die  weiterhin  zu  benutzenden  Eigen- 
schaften der  Bewegungen. 

Eine  jede  beliebige  Bewegung  (eines  starren  Körpers)  kann  be- 
kanntUch  aufgefasst  werden  als  eine  Schraubung,  d.  h.  als  eine  Drehung 
um  eine  eigentliche  Gerade,  mit  einem  gewissen  Drehungswinkel  2d',  ver- 
bunden mit  einer  Schiebung  längs  dieser  Axe,  wobei  jeder  Punkt  parallel 
zur  Axe  um  eine  gewisse  Strecke  2  iy,  die  Schieimngsgrösse  der  Schraubung, 
fortrückt.  Schiebungsgrösse  und  Drehungswinkel  sind  sowohl  positiver 
als  negativer  Werthe  fähig;  indem  wir  aber  der  Axe  der  Schraubung 
eine  bestimmte  Richtung  beilegen,  entscheiden  wir  über  das  Vorzeichen 
Ton  2ri,  und  damit  in  bekannter  Weise  auch  über  den  positiven  Sinn 
einer  Drehung  um  die  Axe.  Der  Drehungswinkel  29"  ist  also  nach 
solcher  Entscheidung  mod.  2^  bestimmt  (modulo  2n,  d.  h.  bis  auf  ein 
nicht  näher  anzugebendes  ganzzahliges  Vielfaches  von  2;c),  der  halbe 
Drehnngswinhel  d'  ist  mithin  mod.  st  bestimmt. 

Unter  den  oo^  Bewegungen  sind  die  folgenden  hervorzuheben,  da 
sie  in  kinematischer  Hinsicht  eine, Sonderstellung  einnehmen: 

1)  Die  oo^  Drehungen,  gekennzeichnet  durch  die  Bedingung  17  =»0. 
Jede  Drehung,  und  nur  eine  Drehung,  kann  (auf  cx>^  Arten)  dargestellt 
werden  als  Folge  zweier  Spiegelungen  an  Ebenen,  die  sich  in  einer 
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eigentlichen  Geraden  schneiden,  und  die  den  halben  Drehungswinkel 
^^  einschliessen.  Sind  q>j  tp  zwei  durch  die  Drehung  S  einander  zu- 
geordnete  Ebenen,  und  «>  eine  geeignete  unter  den  beiden  winkelhalbi- 
renden  Ebenen  Ton  9)  und  ^l  (vgl.  §  2),  so  kann  die  Drehung  mit 
5=  {y}{a)}  =  {a>){9}'}   oder  besser  mit 

s=  [^>,  cd}  =  {o,  9  I 

bezeichnet  werden,  wenn  nämlich  z.  B.  {cd}  die  Spiegelung  an  der 
Ebene  cd,  und  {9>}{c>}  =  {9>7G>}  die  Aufeinanderfolge  der  beiden 
Spiegelungen  an  den  Ebenen  9,  (d  bedeutet.  Die  entgegengesetzte,  mit 
iS^^  zu  bezeichnende  Drehung  ist  dann  gegeben  durch 

Wir  werden,  wie  es  auch  sonst  üblich  ist,  da  wo  Missverstand- 
nisse  nicht  entstehen  können,  das  Wort  Drehung  gelegentlich  auch  in 
einem  weiteren  Sinne  brauchen,  und  unter  diesen  Begriff  die  weiter- 
hin (unter  4)  aufzuführenden  Schiebungen  einbeziehen. 

2)  Die  cx>*  (vom  Verfasser  so  genannten)    Umschraubungen ,   ge- 

kennzeichnet  durch  die  Congruenz   'O'  nJ:  —  mod.  x .     Es  sind  das  die 

Bewegungen,  die  die  uneigentlichen  (unendlich  fernen)  Punkte  „involu- 
torisch'^  transformiren,  d.  h.  durch  eine  Transformation  von  der  Periode 
zwei.  Sie  können  auch  erklart  werden  als  die  von  der  identischen 
Transformation  (Nr.  5)  verschiedenen  Schraubungen,  die  alle  Ebenen 
der  Schraubenaxe  in  Ruhe  lassen  und  die  in  diesen  Ebenen  enthalte- 
nen Punktfelder  umlegen.  Eine  jede  Umschraubung  ergiebt,  zweimal 
hinter  einander  ausgeführt,  eine  Schiebung  (Nr.  4);  sie  entsteht  durch 
Zusammensetzung  einer  der  (unter  Nr.  3)  sogleich  zu  erklärenden  üm- 
wendungen  mit  einer  Schiebung  längs  der  ümweudungsaxe.  Eine  um- 
schraubung kann  ferner  immer  (und  zwar  auf  <x>^  Arten)  dargestellt 
werden  durch  die  Aufeinanderfolge  einer  Spiegelung  {g}  an  einem 
Punkte  $,  und  einer  Spiegelung  {(o)  an  einer  Ebene  co,  oder  durch 
die  zuletzt  genannte  Spiegelung,  und  eine  darauf  folgende  Spiegelung 
an  einem  Punkte  £': 

S=  {!,«,)  =  {a,,|'). 

Die  Punkte  |,  £'  liegen  dann  auf  der  Axe  der  Umschraubung,  und  die 
Ebene  o  steht  auf  der  Sehne  ||'  in  deren  Mitte  senkrecht.  Die  Um- 
schraubungshöhe  2ri  ist  natürlich  die  Länge  |£'  der  genannten  Sehne. 
Umgekehrt  ist  die  Folge  einer  Spiegelung  an  einem  Punkt  und  einer 
Spiegelung  an  einer  Ebene  stets  eine  Umschraubung. 

Die  Umschraubungen   nehmen,   wie  sich   im   Folgenden  deutlich 
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zeigen  wird,  in  der  Geometrie  der  Bewegung  eine  ganz  ebenso  aus- 
gezeichnete Stellung  ein^  wie  die  Drehungen*). 

3)  Die  oo^  involtäarischen  Bewegungen  oder  Umwendungen,  die 
Bewegungen  y  die  die  Periode  zwei  haben.  Sie  sind  gekennzeichnet 
durch  das  gleichzeitige  Bestehen  der  beiden  unter  1)  und  2)  angeführ- 
ten Relationen  iy  =  0,  -^  ^  ^  mod.  jt.     Eine  Umwendung  ist  also  die 

Folge  zweier  mit  einander  vertauschbarer  Spiegelungen  an  zwei  auf 
einander  senkrechten  Ebenen^  oder  auch  an  einem  Punkt  und  an 
einer  mit  diesem  Punkte  vereinigt  liegenden  Ebene.  Eine  Umwendung 
kann  endlich  auch  selbst  als  eine  Spiegelung  betrachtet  werden,  näm- 
lich als  die  Spiegelung  an  der  Umwendungsaxe;  sie  ist  durch  diese 
ihre  Äjae,  also  durch  eine  beliebig  anzunehmende  eigentliche  Gerade, 
bereits  völlig  bestimmt. 

4)  Die  oo'  Schiebungen,  die  aus  der  Mannigfaltigkeit  aller  (reeUen) 
Bewegungen  durch  die  einzige  Congruenz  d'  ^:0  mod.  n  abgeschieden 
werden  können.  Es  sind  das  die  Bewegungen,  die  alle  uneigentlichen 
(imendlich  fernen)  Punkte  einzeln  in  Buhe  lassen.  Jede  Schiebung  ist 
Folge  zweier  Spiegelungen  an  Punkten,  und  umgekehrt.  Als  Schrau- 
bung aufgefasst  hat  eine  von  der  identischen  Bewegung  (Nr.  5)  ver- 
schiedene Schiebung  eine  Axe,  die  unbestimmt  ist  in  dem  durch  die 
Richtung  der  Schiebung  bezeichneten  Bündel  paralleler  Geraden;  als 
Drehung  (s.  oben)  betrachet  hat  sie  dagegen  eine  bestimmte  unendlich 
ferne  Axe,  die  uneigentliche  Schnittlinie  der  Ebenen  senkrecht  zu  der 
Richtung  der  Schiebung. 

5)  Die  identische  Transformation  (Bewegung),  die  alle  geometri- 
schen Gebilde  in  Buhe  lässt. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  mit  jeder  von  der  identischen  Trans- 
formation verschiedenen  Bewegung  ein  völlig  bestimmtes  Linienkreuz  ver- . 
hunden  ist.     Dieses  woUen  wir  als  Träger  der  Bewegung  bezeichnen, 

Ist  nämlich  die  Bewegung  keine  Schiebung,  so  ist  sie  eine  Schrau- 
bung um  eine  bestimmte  Axe,  und  diese  ist  die  Hauptaxe  eines 
bestimmten  eigentlichen  Linienkreuzes.  Ist  die  Bewegung  aber  eine 
Schiebung,  so  hat  sie,  als  Schraubung  aufgefasst,  eine  unbestimmte 
Äxe,  die  als  gleichfalls  unbestimmte  Hauptaxe  eines  einzigen  uneigent- 
lichen Linienkreuzes  angesehen  werden  kann,   desselben  Linienkreuzes, 


*)  Das8  dieser  Umstand  in  bisherigen  Bearbeitungen  der  Kinematik  nicht 
hervortritt,  liegt  znm  Theil  daran,  dass  man  sich  meist  auf  die  Betrachtung  der 
infinitesimalen  (unendlich  kleinen)  Bewegungen  beschränkt  hat,  die  naturlich  nie- 
mals Umschraubungen  sein  können,  zum  Theil  aber  auch  daran,  dasa  die  in  Be- 
tracht kommenden  Sätze  nicht  mit  der  gehörigen  Präcision  formulirt  worden  sind. 
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dessen  Nebenaxe  als  Drehungsaxe  der  Schiebung  auftritt^  wenn  man 
diese  als  Grenzfall  einer  Drehung  betrachtet. 

Da  eine  Schiebung ,  wie  gesagt^  auch  als  eine  Schraubung  um 
eine  eigentliche  Gerade  betrachtet  werden  kann^  so  wird  es  unter 
Umstanden  zweckmässig  sein,  als  „Träger  einer  Schidmng  im  weiteren 
Sinnef^  irgend  ein  eigentliches  Linienkreuz  gelten  zu  lassen,  dessen 
Hauptaxe  die  Bichtimg  der  Schiebung  hat. 

Jede  Bewegung  kann  mm,  in  mehrfacher  Weise,  durch  die  Auf- 
einanderfolge zweier  der  genannten  besonderen  Bewegungen  erzeugt 
werden;  und  von  diesen  Erzeugungen  ist  die  einfachste  und  wichtigste 
die  durch  zwei  auf  einanderfolgende  ümwendungen. 

Jede  Bewegung,  die  keine  Schid)ung  ist,  kann  auf  oo^  Arten  als 
Folge  zweier  Ümwendungen  dar  gestellt  werden  ^  und  jede  von  der  iden- 
tischen Transformation  verschiedene  SchiAung  auf  oo^  Arten, 

Die  beiden  Umwendungsaxen  X,  ^  sind  Querlinien  des  Trägers  der 
Bewegung;  sie  schiiessen  den  mod.  x  bestimmten  halben  Drehungswinkel 
9'  ein,  und  ihr  kürzester  Abstand  ist  die  halbe  Schidmngsgrösse  rj*). 

Ist  also  die  Bewegung  eine  ümschraubung  oder  insbesondere  eine 
ümwendung,  so  kreuzen  oder  schneiden  sich  die  Geraden  de,  ^  unter 
rechtem  Winkel;  in  jedem  andern  Falle  ist  der  Winkel  d'  von  X  und  ^ 

mod.  st  von  —  yerschieden.     Ist  die  Bewegung  eine  Schiebung,  so  sind 

die  Geraden  3E,  ^  unter  einander  parallel  und  senkrecht  zur  Richtung 
der  Schiebung.  In  jedem  Falle  kann  die  Gerade  X  oder  auch  D  als 
Querlinie  des  Trägers  der  Bewegung  willkürlich  angenommen  werden: 
Damit  ist  dann  die  Darstellung  der  Bewegung  als  Folge  zweier  üm- 
wendungen Yollkommen  bestimmt.  Stellen  wir  die  ümwendung  um 
,  die  Gerade  3E  durch  das  Zeichen  { X }  dar,  und  die  Aufeinanderfolge 
zweier  ümwendungen  um  Axen  X  und  ^  durch  das  Zeichen 

so  wird  die  Beziehung  zwischen  zwei  Paaren  von  ümwendungen, 
die  dieselbe  Bewegung  erzeugen,  ausgedrückt  durch  die  symbolische 
Gleichung 

Die  ümwendungen  können,  wie  zuerst  Halphen  bemerkt  hat,  zur 
Zusammensetzung  zweier  beliebiger  (endlicher)  Bewegungen  8,  T  be- 


*)  Vgl.  hier  und  im  Folgenden:  H.Wiener,  ,,Die  Zusammensetzung  zweier 
endlicher  Schraubungen  zu  einer  einzigen*',  Leipz.  Ber.  1890,  S.  ISj^'und  „Zur 
Theorie  der  Ümwendungen",  ebenda  S.  71. 
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nutzt  werden.  Da  nämlich  zwei  beliebige  Linienkreuze  mindestens 
eine  gemeinsame  Querlinie  ^  haben^  so  kann  man  S  und  T  immer  in 
die  Form  setzen 

—  zu  unterscheiden  von  TiS  =={?),  8,  X,  ?)}  und  von  T-^S-^  = 
{3,  S}  —  ist  dann  die  aus  S  und  T(in  dieser  Reihenfolge)  zusammen- 
gesetzte Bewegung.  Träger  dieser  neuen  Bewegung  ST  ist  das  nach 
dem  obigen  Satze  (S.  5)  zu  den  Geraden  3E  und  3  gehörige  Linienkreuz. 
Haben  zwei  Bewegungen  denselben  Träger  (im  tveüeren  Sinne  des 
Wortes;  s.  oben)^  oder  haben  sie  beide  uneigentliche  Träger,  so  sind 
sie  vertauschboTy  in  Zeichen,  es  ist  dann 

ST  =  TS. 

Es  sind  also  je  zwei  Schiebungen  vertauschbar,  und  ebenso 
Schraubungen  um  dieselbe  Axe,  insbesondere  auch  Drehungen  um 
eine  gegebene  Axe  und  Schiebungen  längs  dieser  Axe.  Ausserdem 
sind  noch  vertauschbar  ümwendungen  um  einander  senkrecht  schnei- 
dende Axen.  Zwei  solche  ümwendungen  ergeben  zusammengesetzt 
wieder  eine  ümwendung,  deren  Axe  die  Axen  der  beiden  ersten  recht- 
winklig schneidet. 

Die  Zusammensetzung  der  Paare  von  Ümwendungen  kann  in  sehr 
einfacher  Art  dazu  benutzt  werden,  den  oben  angeführten  Hauptsatz 
zu  beweisen,  dass  jede  Bewegung  eine  Schraubung  ist.  Wenn  man 
nämlich  von  den  ümwendungen  ausgeht,  so  ergiebt  sich  sogleich,  dass 
jede  Folge  beliebig  vieler  ümwendungen  als  Folge  zweier  ümwendungen 
dargestellt  werden  kann.  Da  jede  solche  Folge  ersichtlich  eine  Schrau- 
bnng  ist,  so  hat  man  nur  noch  zu  zeigen  ^  dass  jede  Bewegung  eine 
Folge  von  ümwendungen  ist.  Dies  ist  leicht  einzusehen;  man  kann 
sogar  sofort  alle  Folgen  von  zwei  ümwendungen  angeben,  die  hinter- 
einander ausgeführt  eine  beliebig  vorgelegte  Bewegung  erzeugen. 

Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  einige  auch  bei  anderen  Unter- 
suchungen nützliche  Bezeichnungen  einführen:  Wir  nennen  Speer  eine 
orientirte,  mit  bestimmter  („positiver^^)  Richtung  ausgestattete  Gerade. 
Speere  sollen  paraUel  heissen,  wenn  ihre  Geraden  es  sind;  wir  nennen 
sie  syntaktisch  y  wenn  überdies  die  bezeichneten  Richtungen  überein- 
stimmen, antitaktisch  im  entgegengesetzten  Falle.  Antitaktische  Speere, 
auf  derselben  Geraden  gelegen,  mögen  entgegengesetzt  genannt  werden: 
Der  eine  geht  aus  dem  anderen  durch  Umkehrung,  nämlich  durch  einen 
Wechsel  der  positiven  Richtung  der  Geraden  hervor. 

Ii^eird  zwei  nicht  parallele  Speere  bestimmen  zwei  gerade  Linien, 
die  wir   als   die  eigentliche  und  die  uneigentliche   WitAelhalbirende  der 


10 


DaB  Lioienkrenz.    Die  Bewegungen. 


beiden  Speere  unterscheiden  können.  Diese  Oeradea  stellen  beide  auf 
der  gemeinasmen  Normale  der  Geraden  der  beiden  Speere  in  deren 
Mitte  senkrecht,  und  die  eigentliche  Winkelhftlbirende  halbirt  flberdiea 
den  bis  auf's  Vorzeichen  und  mod.  2n  bestimmten  Winkel  der  beiden 
Speere,  die  aneigentUche  aber  den  zugehörigen  Nebenwinkel.  Sind  die 
beiden  Speere  syntaktisch  (antitaktisch) ,  so  wird  ihre  uneigentlicbe 
(eigentliche)  Winkelhalbirende  in  leicht  anzugebender  Weise  unbestimmt 
Ist  S*  eine  eigentliche  und  3t**  eine  uoeigentliche  Winkelhalbirende 
der  Speere  3£,  3c',  so  bringt  die  Umwendung  |X*)  den  Speer  3£  mit  £' 
zur  Deckung,  die  Umwendung  ( S.** )  aber  lässt  aus  3t  den  Speer  her- 
Torgehen,  der  dem  Speer  3c,'  ent^gengesetzt  ist;  und  es  ist  klar,  dass 
keine  anderen  Umwendnngen  existiren,  denen  diese  Eigenschaften  zu- 
kommen.    Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist  der  Satz: 

„Wenn  eine  Bewegung  einen  Speer  umkehrt,  so  ist  diese  Be- 
wegung eine  Umwendung  um  eine  Äxe,  die  die  Gerade  des  Speeres 
senkrecht  schneidet" 

Es  sei  nun  vorgelegt  eine  Bewegung  S,  die  die  Gerade  X  mit  der 
Geraden  3E',  und  die  auf  der  ersten  gelegene  Beihe  von  PnnkteaXj^,x^,... 
mit  der  Reihe  der  Punkte  x,' , 
x^, .  .  .  von  3£'  zur  Deckung 
bringt.  Wird  dann  die  Ge- 
rade 3£  durch  den  Process  der 
Orientirung  in  einen  Speer  ver- 
wandelt, so  wird  damit  auch 
die  Gerade  'S.'  orientirt  und  in 
einen  bestimmten  Speer  -ver- 
wandelt,  sobald  man  feeteetzt, 
das«  die  Langen  a;,!,  u.  s,  w. 
den  entsprechenden  Längen 
ajj'a:,'  u.  s.  w,  auch  dem  Vor- 
zeichen nach  gleich  sein  sollen. 
Man  kann  nun,  nach  Obigem, 
wenigstens  eine  Umwendung  um 
eine  Gerade  0  angeben  —  eine 
uneigentlicheWinkelhalbirende 
von  3£  und  3£ '  —  die  den  Speer  3£ 
>eer  zur  Deckung  bringt;  dann  aber 


mit  dem  3E'  entg^engwetzten 


.  ^tA^•,^a„  »«4-..A 
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Dass  man  auf  diese  Art  alle  Darstellungen  der  Bewegung  S  als 
Folge  zweier  ümwendungen  erhält^  liegt  auf  der  Hand.  Die  Bestim- 
mung der  benutzten  Geraden  O  erfolgt  übrigens  durch  eine  rationale 
Construction,  die  aus  den  Darlegungen  des  nächsten  Paragraphen  wird 
entnommen  werden  können. 

Ist  die  Bewegung  8  schon  als  Folge  zweier  Ümwendungen  dar- 
gestellt, so  findet  man  die  eigentliche  Winkelhalbirende  dl*  zweier  zu- 
sammengehöriger Geraden  dl,  dl'  im  Allgemeinen  so:  Man  construirt 
die  Querlinie  U  des  Tragers  von  S,  die  auf  3E  senkrecht  steht.  Ist 
dann  S  =  { U,  D } ,  also  { D }  =  { U }  S,  so  ist  0  die  uneigentliche  Winkel- 
halbirende von  X  und  dl',  und  damit  ist  dann  ohne  Weiteres  auch  die 
eigentliche  Winkelhalbirende  X*  gegeben,  deren  Lage  natürlich  unab- 
hängig ist  Yon  der  der  Geraden  3E  willkürlich  beigelegten  Orientinmg. 
Yen  einer  Betrachtung  gewisser  Grenzfälle  glauben  wir  der  Kürze  halber 
absehen-  zu  dürfen.  (Man  vergleiche  hierzu  die  beigegebene  Figur  1.) 

Eine  bekannte  Folgerung  aus  unseren  Sätzen,  die  wir  noch  zu 
verwenden  haben  werden,  ist: 

„Wenn  eine  Bewegung  einen  eigentlichen  Punkt  in  Buhe  lässt, 
so  ist  diese  Bewegung  eine  Drehung  um  eine  diesen  Punkt  ent- 
haltende Axe.^^ 

Dag^en  kann  eine  Bewegung,  die  eine  eigentliche  Ebene  in  Buhe 
lässt,  von  zweierlei  Beschaffenheit  sein:  Sie  ist  entweder  eine  Drehung 
am  eine  Axe  senkrecht  zu  der  gegebenen  Ebene,  im  besonderen  Fall 
auch  eine  Schiebung,  oder  sie  ist  eine  ümschraubung  um  eine  in  der 
Ebene  enthaltene  Aze.  Im  letzten  Falle  wird  die  Ebene  umgelegt^  d.  h. 
ein  in  ihr  angenommener  positiver  Drehungssinn  wird  umgekehrt,  im 
ersten  nicht. 

Hervorgehoben  werden  muss  noch,  dass  durch  die  voi^etragene 
Zusammensetzung  endlicher  Bewegungen  mit  Hülfe  von  ümwendungen 
die  Frage  nach  der  Zusammensetzung  infinitesimaler  Bewegungen  noch 
mcht  erledigt  ist.  Denn  die  Figur  zweier  windschiefer  Geraden,  die 
einen  „unendlich  kleinen'^  Winkel  einschliessen,  und  einen  ebensolchen 
Abstand  haben,  wird  nicht  ohne  Weiteres  als  Constructionselement 
verwendet  werden  dürfen.  Man  wird  verlangen  müssen,  diese  Figur 
durch  andere  Figuren  zu  ersetzen,  die  nicht  die  Vorstellung  eines 
Orenzübei^ngs  einschliessen,  und  mit  deren  Hülfe  man  infinitesimale 
Bewegangen  durch  solche  Constructionen  zusammenfügen  kann,  die  im 
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§2. 

OoUineationen  und  Correlationen,  die  mit  einer  Bewegung 

verbunden  sind*). 

Die  für  das  Folgende  grundlegenden  Sätze^  zu  derer  Ableitung 
wir  uns  jetzt  wenden^  sind  nicht^  wie  der  Hauptsatz  des  Yorigen  Para- 
graphen^ allgemeingültig,  sondern  sie  sind  Ausnahmen  unterworfen. 
Es  wird  für  unsere  Zwecke  genügen,  nur  den  sogenannten  allgemeinen 
Fall  zu  besprechen;  wir  werden  aber  jedesmal  genau  angeben,  worin 
dieser  allgemeine  Fall  besteht. 

Wir  setzen  ssuerst  voraus,  dass  die  zu  hetrachtende  Betvegu/ng  S  keine 
ümschriwbung  ist 

Denken  wir  uns  S  wieder  auf  zwei  Arten  .  als  Folge  von  üm- 
wendungen  dargestellt, 

S={U,D1  =  {D,U'}, 

und  richten  wir  diese  Darstellung  so  ein,  dass  die  mit  U  bezeichnete 
Gerade  einen  beliebig  angenommenen  eigentlichen  Punt  x  enthält 
(s.  Fig.  1),  so  können  wir  von  diesem  Punkt  auf  die  Gerade  D  eine 
Senkrechte  fällen,  mit  dem  Fusspunkt  in  x,  und  wir  können  diese  Senk- 
rechte um  sich  selbst  verlängern.  Der  gefundene  Endpunkt  x\  das 
Spiegelbild  von  x  in  Bezug  auf  O,  liegt  dann  auf  der  Geraden  U',  und 
er  geht  aus  x  durch  die  Bewegung  S  hervor,  was  wir  durch  das  Zeichen 

x[S\x' 

ausdrücken.  Die  Mitte  x  der  Sehne  xx'  liegt  nicht  auf  der  Axe  der 
Schraubung  S,  es  sei  denn,  dass  x  selbst  schon  auf  dieser  Axe  ent- 
halten ist;  denn  andernfalls  würden  die  Geraden  0,  U  gegen  die  Vor- 
aussetzung einen  rechten  Winkel  einschliessen.  Nehmen  wir  statt 
eines  der  Punkte  x,  x  dep  Punkt  3"  als  willkürlich  gegeben  an,  so 
können  wir  leicht  wieder  die  zugehörigen  Punkte  Xy  x'  finden:  Man 
lege  die  mit  0  bezeichnete  Querlinie  des  Trägers  S  durch  x^  errichte 
in  X  senkrecht  auf  0  eine  Ebene,  und  bringe  diese  mit  den  zu  O  ge- 
hörigen Umwendungsaxen  U  und  U'  zum  Schnitt. 

Jeder  eigenäiche  Punkt  x  ist  cdso  Mitte  einer  einzigen  Sehne  xx'; 
die  ZusammengehörigJceit  der  Punkte  x,  Xy  x'  definirt  zwei  Transfor- 
mationen (Zuordnungen)  Xj,  %2  ^  Punkte  des  Baumes,  deren  erste  x 
in  X,  und  deren  zweite  x  in  x'  üherführt,  so  dass 

x[%,]x[%^]x'y     x'[%^-']x{%r']x. 


*)  S.  des  Verfassers  Abhandlang  ^^Yon  den  Bewegungen  und  Umlegungen*^ 
Math.  Ann.  Bd.  89  (1891)  S.  441  u.  ff. 
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Legen  wir  nan  durch  den  Punkt  ^  ii^nd  eine  Oerade  X^  und  be- 
zeichnen wir  mit  TJ  die  ümschraubung  um  die  Axe  £,  die  o;  mit  x' 
zur  Deckmig  bringt;  dann  kann  nach  einem  im  vorigen  Paragraphen 
angeführten  Satze  _        

gesetzt  werden^  wo  D  und  D'  Drehungen  bedeuten  um  Axen,  die  durch 
X  und  x'  gehen.  Denn  nachdem  man  den  Punkt  x  durch  U  mit  x' 
zur  Deckung  gebracht  hat,  kann  man  durch  Drehung  um  eine  durch  x' 
gehende  Axe  di'  überhaupt  jeden  Punkt  y  mit  dem  ihm  durch  S  zu- 
geordneten Punkt  y'  zur  Deckimg  bringen«  Die  Punkte  der  Axen  3E 
und  X'  der  beiden  Drehungen  D  und  D'  bleiben  bei  diesen  Drehimgen 
in  Ruhe,  sie  nehmen  also  schon  bei  der  ümschraubung  U  ihre  End- 
lagen ein.  Durchlauft  daher  der  Punkt  x  eine  Gerade  31,  so  durch- 
laufen die  Punkte  x  und  x'  ebenfalls  gerade  Linien  X  und  X,\  und 
zwar  beschreiben  sie  auf  diesen  Oeraden  Punktreihen  (x\  (x'\  die  unter- 
einander congruent  und  zu  der  Punktreihe  (x)  ähnlich  sind:  Die  Pro- 
jection  der  Sehne  xx'  auf  die  Axe  3E  hat  ja  eine  constante  Länge  gleich 
der  Schiebungsgrösse  der  ümschraubung  U,  (Man  vergleiche  die  Figur  1, 
die  den  besonderen  Fall  zur  Anschauung  bringt,  in  dem  die  x  enthaltende 
Querlinie  D  des  Trägers  von  S  auf  der  Geraden  3E  senkrecht  steht.) 

Eine  Transformation  der  Punkte  des  Raumes,  die  aus  jeder  geraden 
Punktreihe  wieder  eine  solche  hervorgehen  lässt,  nennt  man  eine  Coh 
lineatian,  oder  eine  coUineare  Transformation*);  wenn  überdies  aus 
jeder  Punktreihe  eine  zu  ihr  ähnliche  Punktreihe  hervorgeht  (so  dass 
die  uneigentlichen  Punkte  nur  untereinander  vertauscht  werden),  so 
heisst  die  Collineation  affin  oder  eine  Affinität.  Wir  haben  also  den 
Satz  begründet: 

Die  Transformationen  %i,  %^  sind  coUinear,  und  überdies  affin. 
Zerlegt  man  die  Beivegung  8  auf  aMe  möglichen  Arten 


in  eine  Drehung  und  eine  nach- 
folgende ümschraubung,  so  entspricht 
der  Drehungsaxe  36  die  Umschrau- 
hungsaxeH  in  der  Transformation  %^ : 


in  eine  ümschraubung  und  eine 
nachfolgendß  Drehung,  so  entspricht 
der  ümschraubungsaxe  3£  die  Dreh- 
ungsaxeH'  in  der  Tra/nsformaiion  X^ : 

Die  Drehungs-  oder  ümschraubungsaae  hann  in  jedem  Falle  (als 
eigentliche  Gerade)  belidng  angenommen  werden;  damit  ist  dann  die  Zer- 
legung bestimmt. 


•)  Wir  erklären  diese  Ausdrücke,  da  wir  Werth  darauf  legen,  alle  vor- 
kommenden S&tze  elementar -geometrisch  zu  begründen,  und  uns  also  nicht  auf 
<iie  der  projeetiven  Geometrie  angehörigen  allgemeineren  Theorien  zu  stützen. 
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Eine  wichtige  Er^nzung  dieses  Satzes  enthält  die  folgende  nahe- 
liegende Bemerkung: 

Die  Affinitäten  S^^,  %^  sind  vertauschhar,  sie  erzeugen  in  beiderlei 
Eeihenfolgen  ausgeführt  die  Bewegung  8: 

um  die  Richtigkeit  dieser  symbolischen  Gleichung  einzusehen^ 
braucht  man  nur  die  durch  die  Forderung 

bestimmten  Punkte  x',  x"  zu  betrachten;  da  offenbar  x  durch  S  in  x' 
übergeht;  so  hat  man 

x{8}x\     x{Z^}x'{%,)x% 

woraus  die  Behauptung  folgt. 

Betrachten  wir  das  Paar  zugeordneter  Geraden  de,  di'  als  gegeben, 
so  gehört  zu  diesen  stets  eine  bestimmte  eigentliche  Winkelhalbirende 
3£*:  diese  ist  zu  der  jetzt  von  ans  betrachteten  Geraden  3E  parallel. 
(S.  Fig.  1.) 

Wir  untersuchen  nun  weiter  eine  Eb^ne  u  und  die  ihr  durch  S 
zugeordnete  Ebene  u'y  zwei  Ebenen  also,  die  in  der  Beziehung  stehen 

u[8}u\ 

Denken  wir  uns  die  erste  Ebene  orientirt,  d.  h.  denken  wir  uns 
etwa  ein  in  ihr  gelegenes  Dreieck  mit  einem  bestimmten  Umlaufssinn 
versehen  (womit  zugleich  einer  jeden  Normale  der  Ebene  eine  he- 
stimmte  Richtung  zugeordnet  wird),  so  ist  damit  auch  die  zweite 
Ebene  orientirt,  durch  den  entsprechenden  Umlaufssinn  des  ent- 
sprechenden Dreiecks.  Die,  wenn  u  und  u  nicht  gerade  parallel  sind, 
völlig  bestimmten  beiden  WiiM,halbirenden  (winkelhalbirenden  Ebenen) 
zweier  solcher  orientirter  Ebenen  zeigen  nun  ein  verschiedenes  Ver- 
halten: Projiciren  wir  die  beiden  betrachteten  Dreiecke  orthogonal 
auf  die  eine  Winkelhalbirende  u^  so  entstehen  Dreiecke  von  gleichem 
Umlaufssinn,  projiciren  wir  sie  auf  die  andere  Winkelhalbirende  u,  so 
entstehen  Dreiecke  von  entgegengesetztem  Umlaufssinn.  Wir  können 
also  die  Ebenen  u  und  u  allgemein  als  eigentliche  und  uneigentliche 
Winkelhalbirende  der  orientirten  Ebenen  u,  W  unterscheiden.  Wenn  nun 
die  Ebenen  u,  u\  und  also  auch  die  in  ihnen  gelegenen  Punktfelder,  wie 
wir  angenommen  haben,  durch  ein  Paar  entgegengesetzter  Bewegangen 
8  und  Sr^  einander  zugeordnet  sind,  so  lassen  sich  diese  beiden  Winkel- 
halbirenden rational  trennen.  Zerlegt  man  nämlich  8  in  eine  Drehung 
und  eine  mit  dieser  vertauschbare  Schiebung  (§  1),   so  erkennt   man 


yerbtinden  mit  einer  Bewegung.  15 

sofort^  dass  die  uDeigentliohe  Winkelhalbirende  u  immer  parallel  ist  zur 
Aie  der  Schraubung  5;  u  ist  dann  die  Ebene,  die  in  der  Schnittlinie 
Yon  u  und  u'  auf  der  Ebene  u  senkrecht  steht.  Da  wir  angenommen 
haben,  dass  S  keine  XJmschraubung  ist,  so  kann  es  nicht  vorkommen, 
dass  die  orientirten  Ebenen  u,  u  antUaktisch  sind,  d.  h.  parallel  sind 
und  zu  entgegengesetzten  Orientirungen  gehören.  Ihre  eigentliche  Winkel- 
halbirende u  ist  daher  immer  völlig  bestimmt:  Denn  wenn  die  Ebenen 
u  und  u  in  dem  soeben  durch  seinen  Gegensatz  erklärten  Sinn  syn- 
taktisch sein  sollten,  so  ist  als  eigentliche  Winkelhalbirende  natürlich 
die  Ebene  anzusehen,  deren  Punkte  von  beiden  Ebenen  u,  u  entgegen- 
gesetzt gleiche  Entfernungen  haben. 

Eine  in  der  Ebene  u  beliebig  angenommene  eigentliche  Gerade  X 
ist  nun  offenbar  Axe  einer  einzigen  Drehung  D,  die  u  mit  u'  im  um- 
gekehrten Sinne  zur  Deckung  bringt,  so  also,  dass  ein  beliebig  an- 
genommener Drehungssinn  von  u  in  den  Drehungssinn  von  u  über- 
geht, der  entgegengesetzt  ist  dem  durch  8  bestimmten  Drehungssinn 
von  u.  Um  dann  8  als  Folge  zweier  Transformationen  darzustellen, 
deren  eine  die  gefundene  Drehung  D  ist,  hat  man  entweder  vor  D  eine 
Umschraubung  um  eine  in  u  gelegene  Axe  3£,  oder  nach  D  eine  üm- 
schraubung  um  eine  Axe  X'  in  w'  auszuführen.  (Vgl.  S.  11).  '  Nach 
dem  angeführten  Satz  über  die  Axen  solcher  Drehungen  und  XJmschrau- 
bongen  folgt  jetzt: 

Jede  eigenÜiche  Ebene  u  ist  eigentliche  WifAdhaJbirende  eines  eineigen 
Paars  zugeordneter  Ebenen  u,  u\ 

Die  Zuordnung  zwischen  den  Ebenen  u,  u,  u  wird  herbeigeführt 
durch  die  bereits  definirten  Transformationen  3^,  2^1,  derart,  dass 

Man  achte  darauf,  dass  die  Transformationen  %j^,  %^  hier  in 
anderer  Reihenfolge  auftreten,  als  in  der  zu  ihrer  Definition  benutzten 
Formel 

Dreht  sich  die  Ebene  u  um  die  beliebig  angenommene  Gerade  X, 
so  drehen  sich  die  Ebenen  u  und  u'  um  die  vermöge 

bestLmmten  Geraden  X,  de,'.  Ist  3E  insbesondere  identisch  mit  einer 
Querlinie  D  des  Tragers  der  Bewegung  5,  so  fallen  X  und  X'  mit  den 
zu  D  gehörigen,  durch  die  Forderung 

S  =  {U,D)  =  {D,U'} 
bestimmten  Qaerlinien  U,  W  zusammen. 
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Die  letzte  Bemerkung  Ahrt  zu  einer  sehr  ein&clien  Constructüm 
der  beiden  Ebenen  u,  u',  die  eine  g^diene  Miene  u  ew  eigenäichen 
WitÜcdhalMrenden  haben,  einer  Construction,  die  allerdinge  nur  dann 
anwendbar  ist,  wenn  u  Qaerlinien  des  Triers  von  S  enthalt:  ^Han 
sudie  eine  solche  Querliuie  O  auf,  and  beetimme  den  uneigent- 
lichen Pankt  der  Ebene  u,  in  dem  sieh  die  zu  C  senkrechten  Qe- 
raden  schneiden.  Verbindet  man  sodann  diesen  nneigentlichen  Punkt 
mit  U  und  U'  durch  Ebenen,  so  sind  diese  die  gesachten  Ebenen  u,  u'." 


In  der  That,  nehmen  wir  an,  dass  S  keine  Schiebung  ist,  und  dass  die 
Ebene  u  auf  der  Schraubungsaxe  von  S  nicht  senkrecht  steht,  so  giebt 
es  in  «  eine  einzige  Querlinie  D  des  Trägers  von  8  (s.  Fig.  2),  and 
die  Ebene  u  schneidet  die  zugehörigen  Querlinien  U,  U'  in  zwei 
eigentlichen  Punkten  x,  x',  deren  Verbindungslinie  aaf  O  senkrecht 
steht  und  von  D  in  x  halbirt  wird.  Nennen  wir  dann  m,  m'  die  beiden 
Ebenen,  die  die  Sehne  xx'  mit  U  und  U'  verbinden,  so  kommt  bei 
der  Umweodang  { O  j  die  Ebene  h,  als  Verbindungsebene  von  U  und 
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/mit  der  Ebene  u',  der  Verbindungsebene  von  U'  und  x  zur  Deckung; 
kl  der  nachfolgenden  Um  Wendung  {U'}  kommt  dann  schliesslich  jeder 
Paukt  mit  dem  ihm  durch  S  zugeordneten  Punkt  zur  Deckung,  u  aber 
bk'M  in  Rahe,  oder  wird  vielmehr  umgekehrt,  u  und  u  stehen  also 
ia  der  Beziehung  u[S\u,  und  u  ist  die  eigentliche  Winkelhalbirende 
dieser  beiden  Ebenen. 

Dass  der  Satz  in  der  ausgesprochenen  Form  auch  in  den  beiden 

bei  der  Beweisf&hrung  ausgeschlossenen  Fällen  gültig  bleibt,  liegt  auf 

der  Buid. 

Wir  machen  nunmehr  eine  andere  Voraussetzung,  nämlich  die, 
flass  die  Bewegung  S  keine  Drehung,  und  insbesondere  auch  keine 
Stkiebung  iä. 

Wir  betrachten  wieder  eine  Sehne  xx',  und  legen  durch  deren 
Mitte  X  eine  Ebene  u  senkrecht  zu  ihr;  wir  nennen  diese  Ebene  kurz 
die  Somudd)ene  der  Sehne  xx\  Wird  nun  in  u  eine  Gerade  S  be- 
liebig angenommen,  so  ist  diese  die  Axe  einer  einzigen  Drehung,  die 
kn.  Pankt  x  mit  x'  zur  Deckung  bringt.  Die  Bewegung  S  entsteht 
dann,  wenn  man  entweder  vor  dieser  Drehung  eine  andere  um  eine 
ixe  i  ausführt,  die  den  Punkt  x  enthält  oder  nachher  eine  geeignete 
Drehung  um  eine  durch  x'  gehende  Axe  X'.     Wir  behaupten  nun: 

,J)urchlauft  die  Qerade  £  das   Geradenfeld  u,   so  durchlaufen  die 
Geraden  S  und  X'  die  Geradenböndel  x,  a;'." 

In  der  That,  wird  eine  Gerade  Hi  des  Bündels  x  beliebig  angenom- 
men, so  ist  damit  auch  die  zugeordnete  Gerade  H'  gegeben.    Es  seien 
nun  y  und  y'  zwei  andere  zugeordnete  Punkte  von  HL  und  X',  und  es 
sei  H  die  Schnittlinie  der  Ebene  u  mit  der  Normalebene  v  der  Sehne  yy\ 
Es  leuchtet    zunächst   ein,  dass  diese   Schnittlinie  immer  eine  völlig 
bestimmte  eigentliche  oder  uneigentliche  Gerade  ist.    Würden  nämlich 
S  und  V  zusammenfallen,  so  würden  x  und  y  bei  der  Spiegelung  an  u  =  t; 
in  x'  und  y'  übergehen;   8  wäre  dann  die  Folge  der  Spiegelung  an  ü 
und  einer  Spiegelung  an  einer  anderen  Ebene,  die  durch  x'  und  y'  ginge; 
S  wäre  also  eine  Drehung,  gegen  die  Voraussetzung. 

Nun  muss  bei  der  Drehung  um  3E,  die  a?  mit  rc'zur  Deckung 
bringt,  auch  y  mit  y'  zur  Deckung  kommen.  Denn  ist  £  eine  eigent- 
liche Gerade,  und  sind  z^,  z^  zwei  auf  dieser  angenommene  Punkte,  so 
sind  alle  Kanten  des  Tetraeders  xyz^z^  an  Länge  gleich  den  ent- 
sprechenden Eanten  des  Tetraeders  xy'z^z^.  Beide  Tetraeder  sind 
also  entweder  congruent  oder  symmetrisch;  symmetrisch  aber  können 
sie  nicht  sein,  da  sie  dann  durch  die  Spiegelung  an  der  Ebene  u  in- 
einander übergehen   müssten   (was   nach  Obigem   ausgeschlossen   ist). 

Study,  Geometrie  der  Dynamen.  2 
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Also  kann  man  x  und  y  durch  eine  Drehung  um  £  mit  x'  und  y'  zur 
Deckung  bringen.  Dass  der  hiermit  bemeaene  Satz  auch  auf  den  aos- 
geschlosaenen  Grenzfall  anagedehnt  werden  kann,  iat  leicht  zu  sehen. 
Wir  betrachten  nunmehr  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  Punkte 
X,  x'  und  der  Ebene  ü. 

Wir  bemerken   zuerst,   daaa  wir  statt   der  Sehne  xx'  auch  deren 
Kormalebene  ü  hätten  willkürlich   geben   können:     Es   muss   nur  an- 
genommen werden,  dass  diese  Ebene  znr  Aze  der  Schraubung  S  nicht 
parallel    ist.      Man    kann    dann    sofort    die    zugehörigen    eigentlichen 
Paukte  X,  x'  finden:  Man  bestimme  eine  Querliuie  O  des  Trägers  Ton  S, 
die  in  u  verEuft;  die  durch 
die   zugehörigen   Geraden  U 
und  U'  (s.  oben)  senkrecht 
zu  u  gelegten  Ebenen  schnei- 
U    den  dann  C  in  x,  und  damit 
sind  dann  die  auf  U  und  U' 
gelegenen  Pimkte  x,  x'  un- 
mittelbar    gegeben.      ( Vgl. 
Fig.  3.) 

Wir  haben  also  bis  jetzt 


Jede  eigentliche  ( un- 
eigentliche) Gerade  ?  ist  Axe 
einer  völlig  bestimmten  Dreh- 
ung (Schiebung),  die  zusam- 
men mit  einer  Toi^henden 
oder  nachfolgenden  Drehung 
(woraus  im  besonderen  Falle 
eine  Schiebung  herrorgehen 
p,    ,  kann)  um  eine  Axe  3£  oder  3E' 

die  Bewegung  S  erzeugt  Es 
ist  also  mit  der  Bew^^g  S  eine  gewisse  Zuordnung  oder  Trans- 
formation T  der  geraden  Linien  des  Kaumes  verbunden,  die  in  dop- 
pelter Weise  durch  die  Beziehung  zwischen  den  betrachteten  Geraden 
X,  3f,  X'  erklärt  werden  kann: 

X{T}t[T}r. 
Dreht  sich  die  Gerade  X.  (oder  auch  3£)  um  einen  eigentlidien  Punkt  x, 
so  beschreibt  die  zugeordnete  Gerade  X  (X')  eine  Ebene  u,  die  nicht 
parallel  ist  zur  Axe   der  Schraubung  S;   durchläuft   die  gegebene  Ge- 
rade, die  nach  Belieben  mit  3c  oder  mit  3t'  identificirt  werden  kann,  das 
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Strahlenfeld  einer  solchen  Ebene  u,  so  dreht  sich  die  entsprechende 
Gerade  S  oder  31'  wieder  um  einen  eigentlichen  Punkt^  den  zu  der 
Ebene  S  gehörigen  Punkt  x\  (In  derselben  Weise  wird  auch,  wie  sich 
zeigen  Issst,  einem  uneigentlichen  Punkt  x  eine  Ebene  u  parallel  zur 
Aie  von  S,  und  dieser  Ebene  wieder  ein  uneigenÜicher  Punkt  x'  zu- 
geordnet.) Die  Transformation  T  der  Geraden  des  Eaumes  kann  also 
auch  aufgefasst  werden  als  eine  Zuordnung  zwischen  Punkten  x  und 
Ebenen  u,  oder  auch  als  eine  Zuordnimg  zwischen  Ebenen  u  und 
Punkten  x\ 

Man  nennt  eine  derartige  Zuordnung  von  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen  des  Baumes  zu  Ebenen,  Geraden  und  Punkten  eine  dualistische 
(aach  reciproke)  Transformation,  besser  eine  corrdative  Transformation 
oder  Correlation.    Wir  können  daher  unser  Ergebniss  so  ausdrücken: 

Jede  bdiebige  Ebene  u,  die  nickt  aur  Axe  der  Schraubung  8 
paraüd  ist,  ist  Normalebene  einer  eirmgen  Sehne  xx\  deren  Endpunkte 
^enäiche  Putikte  sind. 

Dem  Punkt  x  entspricht  die  Ebene  u  in  einer  getvissen  Corrdation  T, 
und  der  Ebene  u  der  Punkt  x'  in  eben  dieser  Correlation  T,  die  daher ^ 
ztoeimal  hintereinander  angewendet,  die  Bewegung  S  erzeugt: 

x{T]u[T]x, 

Jede  belidnge  eigentliche  (u/neigentliche)  Gerade  H  ist  Axe  einer  vöUig 
bestimmten  Drehung  (Schid)ung),  die  ssusammen  mit  einer  vorhergehenden 
Drehung  um  eine  Axe  3E,  oder  einer  nachfolgenden  Drehung  um  eine 

Axe  X'  (die  beide,  wenn  S  parallel  ist  zur  Axe  von  S,  in  Schidmngen 
übergehen)  die  Bewegung  S  erzeugt. 

Die  Geraden  X,  5,  3£'  werden  einander  durch  die  Correlation  T  zu- 
geordnet: _ 

3E{T}5{T}r. 

Wie  man  zu  gegebener  Ebene  u  die  Punkte  x^  x'  finden  kann, 
haben  wir  oben  gesehen  (Fig.  3).  Daraus  ergiebt  sich  unmittelbar  die 
Construction  der  Geraden  3E,  3£',  die  zu  einer  Geraden  3E  gehören.  In 
dem  besonderen  Falle,  wo  diese  Construction  illusorisch  wird,  erhält 
man  eine  einfachere  Construction. 

Wir  setzen  nunmehr  drittens  voraus,  dass  die  Bewegung  S  weder 
eine  TJmschraubung,  noch  eine  Drehung  (Schiebung)  ist 

unter  dieser  engeren  Voraussetzung  existiren  die  affinen  Colli- 
neationen  2^^,  %^    und  die   Correlation   T  gleichzeitig.     Wir  können 
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also  jetzt  diese  Transformationen  zu  neuen  Transformationen  der  Punkte, 
Geraden  und  Ebenen  des  Baumes  zusammensetzen.  Unter  den  so  ent- 
stehenden Transformationen,  die  theils  Collineationen,  theils  Correlationen 
sind,  befindet  sich  insbesondere  auch  die  Zuordnung  zwischen  der  Mitte  x 
und  der  Normalebene  u  einer  Sehne  xx' .  Die  Zuordnung,  die  aus  dem 
eigentlichen  Punkte  x  die  eigentliche  Ebene  Ü  hervorgehen  lässt,  ist 
nun  zunächst  eine  Correlation 

833  =  3;r'  T  =  T%f^ ; 

sie  ist  aber  *  eine  Correlation  von  besonderer  Art ,  da  die  irgend 
einem  Punkte  x  vermöge  993  zugeordnete  Ebene  u  stets  den  Punkt  x 
selbst  enthält.  Eine  derartige  Correlation  hat  die  wichtige  Eigenschaft, 
zweimal  hintereinander  angewendet  zur  identischen  Transformation  zu 
führen,  sie  ist,  wie  wir  sagen,  involutorisch.  Lassen  wir  nämlich  einen 
Punkt  y  eine  den  Punkt  x  enthaltende  Gerade  X  <«  S  der  Ebene  u 
durchlaufen,  so  wird  sich  die  durch  ^{3B}(;  bestimmte  Ebene  v  um 
eine  Gerade  drehen,  die  in  der  Ebene  u  liegt,  und  dabei  wird  diese 
Ebene  fortwährend  durch  den  Punkt  y  gehen;  d.  h.  die  Ebene  v  dreht 
sich  um  die  Gerade  X  »=»  £  selbst.  Mit  anderen  Worten:  Wenn  der 
Punkt  y  die  Ebene  u  durchläuft,  so  dreht  sich  die  zugehörige  Ebene  v 
um  den  Punkt  x.  Dass  dies  eintreten  muss,  kann^  man  in  unserem 
besonderen  FaUe  auch  so  einsehen:  Die  Gerade  X  =  £  ist  die  Axe  einer 
völlig  bestimmten  Umwendung,  die  zusammen  mit  einer  vorhergehenden 
oder  nachfolgenden  Drehung  die  Bewegung  S  erzeugt;  durchläuft  daher 
der  Punkt  y  die  XJmwendungsaxe,  so  wird  sich  die  Normalebene  v  der 
zugehörigen  Sehne  yy'  um  eben  diese  Axe  drehen. 

Die  Zuordnung  S93  ist  also  identisch  mit  der  ihr  entgegengesetzten 
Transformation  SS3~^,  eine  Beziehung,  die  man,  bei  Bezeichnung  der 
identischen  Transformation  mit  1,  durch  die  symbolische  Gleichung 

auszudrücken  pflegt;  zugleich  ergiebt  sich  für  SB  eine  neue  Darstellung 
durch  T,  Ii,  Ij: 

Eine  Correlation  der  hier  betrachteten  Art  nennt  man  ein  NuU- 
System  y  die  Ebene  u,  die  einem  gegebenen  Punkt  x  entspricht,  dessen 
NtilUbene,  und  den  Punkt  x,  der  einer  Ebene  u  zugeordnet  wird,  den 
Nullpunkt  dieser  Ebene  U.  Die  oo'  Geraden,  die  bei  der  Transformation 
des  Nulls jstems  sich  selbstj&ugeordnet  werden,  also  in  unserem  Falle 
die  Umwendungsaxen  X "»  BE,  heissen  Leitlinien  des  Nullsystems;  ihre 
Gesammtheit   bildet    einen    sogenannten  linearen  Liniencompiex,   oder^ 
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nach  Herrn  B.  Sturm 's  Ausdruck^  ein  jErewinäe  (Strahlengewinde). 
Wir  können  also  sagen: 

Die  Zuordnung  sswisclhen  den  Mitten  x  und  den  Nantmlebenen  u 
der  Sehnen  xx'  ist  die  eines  Nullsystems 

SB  =  Xr"^  T  =  T-^%^  =  T%f-^  =  2:3^-1; 

das  mgekörige  Gewinde  ist  der  Ort  aller  Axen  von  Umwendungen,  die 
zusammen  mit  einer  vorhergehenden  oder  nachfolgenden  Drehung  die  Be- 
tpegung  S  erzeugen. 

Wie  man  zu  gegebenem  Punkt  x  die  Nullebene  u  oder  zu  ge- 
gebener Ebene  7  den  Nullpunkt  x  zu  construiren  hat^  ist  nach  dem 
Vorhergehenden  klar.  Fällt  der  Punkt  x  auf  die  Axe  der  Schraubung  Sy 
so  steht  die  Ebene  u  auf  eben  dieser  Axe  senkrecht^  und  umgekehrt 
Leicht  erkennt  man,  dass  es  nur  eine  einzige  Gerade  giebt^  der  durch 
das  NuUsystem  die  unendlich  ferne  Schnittlinie  ihrer  Normalebenen 
zugeordnet  wird.  Nennen  wir  diese,  wie  üblich^  die  HoMptcLxe  des 
NuUsystems^  so  folgt: 

Die  Axe  der  Sehraubung  8  ist  die  Hauptaxe  des  augehorigen  durch 
die  Zuordnung 

....s{8a3)5{aB}^.... 

bestimmten  Nullsystems  9B. 

Ein  besonderer  Fall  der  betrachteten  Zerlegung  von  8  in  eine 
Umwendung  und  eine  vorhergehende  oder  nachfolgende  Drehung  ist  die 
Darstellung  der  Bewegung  als  Folge  zweier  Um  Wendungen  {3£},  {^}. 
Die  Querlinien  des  Tragers  von  8  (nicht  aber  i.  A.  auch  deren  Punkte 
und  Ebenen)  haben  also  die  Eigenschaft^  durch  die  beiden  Trans- 
formationen %i,%<iy  und  daher  auch  durch  T  in  gleicher  Weise  yer- 
tauscht  zu  werden. 

Hervorzuheben  ist  noch^  dass  das  Nullsystem  2B  in  gleicher  Weise 
zu  OQ^  verschiedenen  Bewegungen  gehört,  während  jede  der  Transfor- 
mationen %^y%^y  T  nur  mit  einer  einzigen  Bewegung  8  verbunden  ist. 
In  der  That,  lässt  man  die  Axe  der  Schraubung  8  unverändert,  und 
ändert  man  die  dann  f&r  8  charakteristischen  Grössen  17  (s.  §  1)  und 
tg^  in  gleichem  Yerhältniss,  so  ändert  sich  das  Nullsystem  S93  offen- 
bar nicht.  Dass  man  ein  ganz  beliebiges  Nullsystem  annehmen  und 
dann  nachträglich  immer  00^  Bewegungen  finden  kann,  zu  denen  es  als 
NuUsystem  SEB  gehört,  ist  ein  weitergehender  Satz,  dessen  übrigens 
keinerlei  Schwierigkeit  bietender  Beweis,  wie  der  allgemeine  Begriff 
des  Nullsystems  selbst,  projective  Geometrie  voraussetzt;  wir  werden 
diesen  Satz  in  den  folgenden  Ueberlegungen  nicht  verwenden. 

Unter  den  betrachteten  cx)^  Bewegungen,  die  zu  demselben  Null- 
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System  993  führen,  findet  sich  eine  sogenannte  infinitesimale  Transfer- 
maMan,  eine  solche,  bei  der,  wie  man  zu  «agen  pflegt,  jeder  Punkt  um 
ein  ,,unendlich  kleines  Stück^^  fortrückt,  und  jede  Ebene  um  einen 
„unendlich  kleinen  Winkel^^  gedreht  wird.  Eine  solche  Transformation 
ist  bestimmt,  wenn  ihr  Träger,  mit  Orientirung  seiner  Hauptaxe  (der 
Schraubenaxe  der  Bewegung),  sowie  die  halbe  Schiebungsgrösse 
dri'  =  rjdt  und  der  halbe  Drehungswinkel  dd"'  =  tgd", dt  gegeben  sind. 
Auf  diese  infinitesimalen  Bewegungen  finden  die  abgeleiteten  Sätze 
ebenfalls  Anwendung;  insbesondere  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz: 

„Wenn  S  eine  infinitesimale  Bewegung,  nicht  aber  eine  Drehung 
oder  Schiebung  ist,  so  entsprechen  die  Ebenen  u,  die  in  den  Punkten  x 
des  Raumes  senkrecht  auf  den  vermöge  8  ihnen  zugehörigen  Fort- 
schreitungsrichtungen  errichtet  werden,  diesen  Punkten  in  der  Gorre- 
lation eines  Nullsystems  SB.  Die  Geraden,  deren  Punkte  senkrecht  zu 
ihnen  verschoben  werden,  erfOUen  das  zugehörige  Gewinde.''  — 

Wir  brechen  hier  diese  Betrachtungen  über  die  Geometrie  der  Be- 
wegung vorläufig  ab,  um  sie  erst  nach  Entwickelung  mehrerer  neuer 
Begriffe  wieder  aufzunehmen.  Wegen  einer  längeren  Beihe  weiterer 
Sätze,  die  sich  hier  anschliessen  liessen,  sei  auf  die  Eingangs  erwähnte 
Abhandlung  verwiesen.  Man  findet  dort  auch  die  hier  ausgeschlossenen 
Grenzfälle  behandelt. 


§3. 
Die  geometrische  Addition  der  Stäbe. 

Wir  recapituliren  nunmehr  in  Kürze,  soweit  es  für  unseren  Zweck 
nöthig  ist,  die  bekannten  Sätze,  die  in  Lehrbüchern  der  Mechanik 
als  Regeln  för  die  Zusammensetzung  an  einem  starren  Körper  an- 
greifender Kräfte  vorgetragen  zu  werden  pflegen.  Wir  werden  aber, 
da  es  sich  um  geometrische  Dinge  handelt,  nach  dem  Beispiele  anderer 
Autoren  unsere  —  übrigens  von  der  üblichen  mehrfach  abweichende 
—  Terminologie  dem  entsprechend  wählen;  wir  werden  also  nicht 
von  Kräften  sprechen,  sondern  von  Linienstücken,  oder  ,,Stäben'^ 

Wir  bezeichnen  einen  Stab  mit  dem  ,,Anfangspunkte''  |  und  dem 
„Endpunkte^'  ij  durch  das  Symbol  @| .  Den  Abstand  des  Punktes  17  vom 
Punkte  I  nennen  wir  die  Länge  des  Stabes,  und  wir  bezeichnen  diese 
Grösse  durch  das  Symbol  |iy.  Wir  betrachten  sie  —  abweichend  von 
dem  in  der  Mechanik  üblichen  Verfahren  —  als  positiver  wie  nega- 
tiver Werthe  fähig;  derart^  dass  erst  durch  Orientirung  der  Geraden 
des  Stabes,  oder  durch  deren  Verwandlung  in  einen  Speer  (§  1)  die 
Grösse  gi;  einen  völlig  bestimmten  Werth  erhält,  und  zwar  den  posi- 
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tiven  Werth;  wenn  die  Richtung  von  |  nach  rj  hin  als  diö  positive 
ausgezeichnet  wird.  Zwei  Stäbe  gelten  als  gleich,  wenn  sie  auf  der- 
selben Geraden  liegen,  und  wenn  der  eine  aus  dem  anderen  durch  Ver- 
schiebung längs  dieser  Geraden  hervorgeht.  Da  die  Gerade  selbst  und 
auch  eine  zugehörige  Orientirung  hierbei  nicht  geändert  wird^  so 
schreiben  wir  gleichen  Stäben  gleiche  Längen  zu,  wiewohl  wir  diese 
Längen  einzeln  nur  als  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt  betrachten. 
Endlich  brauchen  wir  noch  einen  weiteren  Kunstausdruck:  Die  Gerade, 
auf  der  der  Stab  liegt,  ist  Hauptaxe  eines  einzigen  eigentlichen  Linien- 
kreuzes, und  dieses  —  nicht  aber  die  Gerade  des  Stabes  selbst  — 
wollen  wir  den  Träger  des  Stabes  nennen*). 

Dem  Begriffe  des  Stabes  nahe  verwandt  ist  der  des  VedorSy  den 
wir  durch  das  Symbol  S3|  bezeichnen.  Dieser  ist  ebenfalls  ein  Linien- 
stück, mit  einem  „Anfangspunkte^^  £  und  einem  „Endpunkte^^  77;  aber 
zwei  Vectoren  werden  überhaupt  dann  einander  gleich  gesetzt,  wenn 
der  eine  aus  dem  anderen  durch  irgend  eine  Schiebung  (also  nicht  nur 
durch  eine  Schiebung  längs  der  Geraden  %ri)  hervorgeht. 

Der  Begriff  der  Länge  eines  Vectors  ist  ebenso  zu  fassen  wie  der 
Begriff  der  Länge  eines  Stabes,  abweichend  aber  der  Begriff  des 
Trägers.  Irgend  eine  der  Geraden,  die  das  Punktepaar  £,  77  des  Vec- 
tors S3|  enthalten  können,  ist  Hauptaxe  eines  bestimmten  uneigent- 
lichen Linienkreuzes  (§  1),  und  dieses  werden  wir  in  der  Regel  als 
Träger  des  Vectors  bezeichnen.  Daneben  werden  wir  öfter  in  die  Lage 
kommen,  von  einem  „gemeinsamen  Träger^^  eines  Stabes  und  eines 
Vectors  zu  reden.  Das  Wort  „Träger^^  ist  dann,  mit  Bezug  auf  den 
Vector,  in  einem  umfassenderen  Sinne  genommen:  Als  ,,Träger  eines 
Vectors  im  weiteren  Sinne'^  betrachten  wir  jedes  eigentliche  Linien- 
kreuz, auf  dessen  Hauptaxe  die  zugehörigen  Punkte  |,  rj  liegen  können. 
Wemi  also  bei  Zusammenstellung  eines  Stabes  und  eines  Vectors  An- 
fangs- und  Endpunkt  beider  auf  der  nämlichen  Geraden  liegen,  oder 
wenn  diese  Lage  durch  geeignete  Verschiebung  des  Vectors  erreicht 
werden  kann,  so  reden  wir  von  einem  gemeinsamen  Träger  der  beiden 
Gebilde. 

Die  Zusammensetzung  oder  geometrische  Addition  mehrerer  Stäbe 
mit  gemeinsamem  Anfangspunkt  0  im  Endlichen  erfolgt  durch  die  be- 
kannte  Gonstruction   des   Stäbeparaüelogrammes'^   sie   wird   symbolisch 


*)  In  seiner  ersten  Veröffentlichung  hatte  der  Verfasser  als  Träger  eines 
Stabes  dessen  Gerade  bezeichnet^  wie  es  auch  in  der  ebenen  Geometrie  wirklich 
zweckmässig  ist.  Entsprechend  waren  die  später  einzuführenden  Begriffe  des 
Ttägers  eines  Keiles  oder  Motors  etwas  anders  gefasst,  als  hier. 


24  If  §  S-    Geometrische  Addition  der  Stäbe. 

dargestellt  durch  das  gewölinliche  Zeichen  -}-  der  Addition.  Sie  be- 
folgt das  in  der  Formel 

@!  +  &o  =  ©o'  +  ©! 

ausgedrückte  commutative  Gesetz,  und  ebenso  das  sogenannte  associa- 
tive  Gesetz,  das  in  der  Formel 

(®i  +  ©.')  +  ©i  =  @J  +  (®2  +  @i) 

f 

seinen  Ausdruck  findet,  und  das  bewirkt,  dass  man  in  der  Bezeich- 
nung einer  solchen  ,,geometrischen^  Summe  die  E^lammem  weglassen 
darf.  Die  genannte  geometrische  Addition  der  Stabe  ist  femer  mit 
der  geometrischen  MulüplicaMon  eines  Stabes  mit  einer  (positiven  oder 
negativen,  rationalen  oder  irrationalen)  ZaM  c  durch  das  distributive 
Gesetz  verbunden:    Es  ist 

c.(©!  +  ©j)  =  c.@!  +  c.@2, 

wenn  z.B.  c*  @o  einen  Stab  mit  demselben  Träger,  und  also  auf  der- 
selben Geraden  wie  ©o,  aber  von  der  c-fachen  Länge  bedeutet.  Ein 
jeder  Stab,  dessen  Anfangspunkt  mit  seinem  Eckpunkte  zusammenfallt, 
wird  gleich  Null  gesetzt, 

®|  =  o, 

alle  solchen  Stäbe  werden  also  als  einander  gleich  betrachtet,  auch 
wenn  sie  verschiedene  Träger  haben:  Trager  des  Stabes  Null  ist  ein 
völlig  unbestimmtes  Linienkreuz.  Eine  besonders  wichtige  Folgerung 
dieser  Bestimmungen  wird  ausgedrückt  durch  die  symbolische  Gleichung 

e?  +  (S\  =  0. 

Einfachere  Eigenschaften  noch  hat  die  geometrische  Addition  der 
Vectoren,  auf  die  diese  Begriffe  übertragen  werden  können:  Sie  erfolgt 
am  schnellsten  durch  die  Construction  des  Vectorendreiecks ,  die  in  der 
symbolischen  Identität 

SB|  +  iBj  =  SB| 

ihren  Ausdruck  findet,  und  die,  bei  Addition  von  mehr  als  zwei  Vec- 
toren,  zur  Entstehung  des  sogenannten  Vectorenpölygons  Anlass  giebt. 
Die  geometrische  Summe  von  beliebig  vielen  Yectoren  ist  danach 
immer  wieder  ein  Vector,  oder  sie  ist  gleich  Null;  jeder  Vector  kann 
als  Summe  von  Vielfachen  dreier  linear -unabhängiger  Vectoren  dar- 
gestellt werden,  d.  h.  solcher  Vectoren,  deren  Gerade  nicht  zu  einer 
Ebene  parallel  sind. 

Stäbe  auf  Geraden,  die  einander  nicht  schneiden,  können  auf  Grund 
einer  besonderen  Definition  doch  immer  zu  einer  sogenannten  formalen 
geometrischen  Summe  vereinigt   werden.     Eine   solche    Summe   ändert 
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sich  nichts  wenn  man  zu  ihren  einzelnen  Bestandtheilen  Stabe  geome- 
trisch addirt^  die  wie  @|  und  ©^  die  Summe  Null  haben.  Stabesum- 
men  gelten  als  gleich^  wenn  sie^  unter  Verwendung  der  Parallelogramm^ 
construction  ^  auf  diese  Art  in  einander  übergeführt  werden  können. 
Die  formale  geometrische  Addition  der  Stabe  befolgt  ebenfalls  die  als 
commutatives,  associatives  und  distributives  Gesetz  bezeichneten  Regeln 
(s.  oben). 

Eine  geometrische  Summe  hdiebig  vieler  Stäbe,  in  endlicher  Zahl, 
iann  dargestellt  werden  entweder  (a)  als  Su7nme  zweier  von  Null  ver- 
schiedener Stabe  y  deren  Gerade  einander  Jcreuzen,  oder  (b)  als  ein  ein- 
zelner Stab,  oder  (c)  als  ein  „Stähepaar^^ ,  als  eine  Summe  zweier  gleich- 
langer Stabe  auf  antitaJctischen  Speeren  (s.  S.  9);  oder  endlich  (d),  die  Summe 
hat  den  Werth  NuU. 

Der  Fall  (c)  kann  angesehen  werden  als  ein  Orenzfall  von  (b). 
Denn  wenn  das  Punktepaar  g',  rf  aus  |,  rj  durch  eine  Schiebung  her- 
vorgegangen ist,  so  kann  man  sich  z.  B.  vorstellen ,  dass  die  geome- 
trische Summe 

©?  _  &'  =  @?  +  (Bff 

aus  der  Summe  zweier  St&be  @J  und  @^^  entstanden  ist,  deren  Gerade 

parallel,  deren  Längen  ^ri  und  rj^^^  aber  nicht  entgegengesetzt  gleich 
sind.   Eine  solche  Summe  ist  aber  gleich  einem  einzelnen  Stabe.    Lässt 

man  die  beiden  Längen  ^ri  und  ^^rj^  einander  gleich  werden,  so  rückt 
die  Gerade  dieses  Stabes  ins  Unendliche,  und  seine  Länge  nähert  sich 
der  Null,  ohne  dass  jedoch  im  Grenzfalle  die  Summe  selbst  gleich  Null 
gesetzt  werden  dürfte. 

Mit  jedem  Stäbepaar  ist  ein  vöUig  bestimmter  Vector  verbunden,  und 
umgekehrt. 

Man  lege  der  Ebene,  in  der  die  Stäbe  des  Paares 

®i: + ®i 

enthalten  sind,  einen  beliebigen  Drehungssinn  bei,  man  orientire  die 
Ebene.  Damit  wird  dann  auch  jede  Normale  dieser  Ebene  orientirt. 
Das  Parallelogramm  ^ifii^fii,  in  der  angegebenen  Reihenfolge  der 
Punkte  S;  V  umlaufen,  hat  dann  einen  völlig  bestimmten  positiven 
oder  negativen  Flacheninhalt,  wenn  man,  wie  üblich,  festsetzt,  dass 
ein  im  positiven  Sinne  umlaufenes  Flächenstück  einen  positiven  Li- 
halt  haben  soll.  Dieser  Flächeninhalt  bleibt  ungeändert,  wenn  man 
den  Abstand  der  Geraden  und  die  gemeinsame  Länge  der  beiden  Stäbe 
in  reciproken  Verhältnissen  ändert,  femer  auch,  wenn  man  die  ganze 
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Figur  in  ihrer  Ebene  beliebig  dreht,  oder  wenn  man  sie  parallel  zu 
sich  selbst  yerschiebt.  Der  genannte  Flächeninhalt  wird  Moment  des 
Stäbepaares  genannt^  das  bei  allen  diesen  Aenderungen  wohl  seine  Lage 
und  Gestalt,  nicht  aber  seinen  Werth  als  geometrische  Summe  zweier 
Stabe  ändert.  Der  zu  dem  Stäbepaare  gehörige  Yector  iB>  ist  nun  da- 
durch definirt;  dass  seine  Richtung  (nämlich  die  von  |  nach  7]  hin) 
die  Kichtung  des  Speeres  ist,  der  als  Normale  zu  der  Ebene  des  Stäbe- 
paares gehört  (s.  Fig.  4),  und  dass  seine  Länge,  in  eben  dieser  Richtung 

„  gemessen,  gleich  dem  Moment  des  Stäbepaares  ist. 
Diese  Zuordnung  zwischen  Stäbepaar  und  Yector  ist 
unabhängig  von  dem  Drehungssinn,  den  man  der 
Ebene  des  Stäbepaares  beigelegt  hat:  Kehrt  man 
diesen  Drehungssinn  um,  so  wechselt  d^s  Moment  des 
St&bepaares  sein  Vorzeichen,  und  gleichzeitig  wird 
die  positive  Richtung  der  Normale  umgekehrt,  auf 
der  der  Yector  iß^  liegt.  Man  erhält  also  statt  dieses 
Vectors  einen  neuen  Vector  SSS,  der  auf  dem  ent- 
gegengesetzten Speere  liegt,  und  —  auf  diesem  neuen  Speere  gemessen 
—  eine  der  Länge  des  ersten  Vectors  entgegengesetzte  Länge  hat; 
d.  h.  man  erhält  wieder  denselben  Yector. 

Yerstehen  wir  unter  dem  Träger  eines  Stäbepaares,  im  engeren 
Sinne,  das  uneigentliche  Linienkreuz,  dessen  Nebenaxe  die  unendlich 
ferne  Gerade  seiner  Ebene  ist,  und  im  weiteren  Sinne  irgend  ein 
eigentliches  Linienkreuz,  das  eben  diese  Gerade  als  Nebenaxe  hat,  so 
können  wir  nunmehr  kurz  sagen: 

Stabepaar  und  zugehöriger  Vector  haben  denselben  Träger.  Das 
Moment  des  Stäbepo/ares  ist  gleich  der  Länge  des  Vectors, 

Auf  Grund  dieser  Bestimmungen  gilt  dann  der  bekannte  Satz: 
Stäbepaare  werden  geometrisch  addirt,   indem  man  die  zugehörigen 
Vectoren  geometrisch  addirt. 

Ein  Stabepaar  wird  mit  einer  Zahl  c  geometriscfi  mtdtiplicirt,  indem 
man  den  zugehörigen  Vector  mit  eben  dieser  ZaM  geometrisch  muttipli- 
cirt.    (Und  umgekehrt) 

Kann  in  dem  mit  (a)  bezeichneten  allgemeinen  Falle  eine  geome- 
trische Summe  von  Stäben  als  Summe  von  zwei  und  nicht  weniger 
Stäben  dargestellt  werden,  so  sind  die  Geraden  dieser  Stäbe  einander 
polar  zugeordnet  in  Bezug  auf  ein  mit  der  Summe  von  Stäben  ver- 
bundenes Nullsystem  (§  2);  d.  h.  lässt  man  die  Gerade  des  einen  Stabes 
durch  einen  bestimmten  Punkt  gehen,  so  liegt  die  des  anderen  in  einer 
bestimmten  Ebene,  die  eben  diesen  Punkt  enthält.  Jede  von  beiden 
Geraden  kann  beliebig  angenommen  werden,  doch  so,  dass  sie  nicht 
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Ldäinie  des  genannten  Nullsystems  ist:  Damit  ist  dann  die  Darstel- 
lung der  Summe  von  Stäben  als  Suipme  zweier  Si&be  völlig  bestimmt. 
Man  beweist  diese  Sätze  sehr  einfach  mit  Hülfe  der  Parallelogrammcon- 
straction,  indem  man  die  Summe  zweier  Stäbe  durch  Addition  ent- 
gegengesetzt gleicher  Stäbe^  deren  gemeinsame  Gerade  die  Geraden  der 
ersten  beiden  Stäbe  schneidet^  in  andere  Formen  überführt;  und  in  der 
That  hat  Mob  ins  auf  eben  diesem  Wege  den  Begriff  des  Nullsystems 
und  dessen  wichtigste  Eigenschaften  elementar-geometrisch  abgeleitet. 

Läsat  man  die  angenommene  Gerade  ins  Unendliche  rücken,  so 
ergeben  sich  oo'  Darstellungen  der  Stäbesumme  als  Summe  eines  ein- 
zeben  Stabes  und  eines  Stäbepaares.  Die  einzelne  unter  diesen  Dar- 
stellungen^ die  auch  im  Falle  (b)  vorhanden  sind,  kann  durch  die  For- 
derung bestimmt  werden,  dass  die  Gerade  des  Stabes  einen  willkürlich 
vorzuschreibenden  eigentlichen  Punkt  enthalten  soll.  In  der  That  kann 
jeder  Stab  offenbar  dargestellt  werden  als  Summe  eines  gleich  langen 
und  gleich  gerichteten  Stabes,  der  durch  einen  gegebenen  Punkt  o 
geht,  und  eines  Stäbepaares,  dessen  Ebene  die  Yerbindungsebene  der 
Geraden  beider  Stäbe  ist.  Jede  geometrische  Summe  von  Stäben  kann 
daher  dargestellt  werden  als  Summe  eines  Stabes,  dessen  Gerade  durch 
den  Punkt  o  geht  (und  der  in  den  Fällen  c  und  d  verschwindet)  und 
eines  Stäbepaares  (das  ebenfalls  verschwinden  kann). 

Die  eben  betrachtete  vieldeutige  Darstellung  einer  Summe  von 
Stäben  ist  von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Mechanik,  in  der  man 
den  0  genannten  Punkt  mit  dem  Schwerpunkte  des  untersuchten  starren 
Körpers  zu  identificiren  pflegt.  Für  uns  kommt  aber  mehr  noch  eine 
andere  Darstellung  in  Betracht,  die  nur  auf  eine  einzige  Weise  her- 
beigeführt werden  kann,  die  ,,Normalform". 

Eine  jede  nicht  verschwindende  geometrische  Summe  von  Stäben  kann 
auf  eine  einzige  Weise  in  die  Normalform  gebracht,  nämlich  als  Summe 
@'+  ©"  eines  Stabes  ©'  und  eines  Stäbepaares  @"  dargestellt  werden, 
die  beide  denselben  Träger  haben. 

Da  dieser  Satz  für  unsere  ganze  Untersuchung  grundlegend  ist, 
so  recapituliren  wir  kurz  den  einfachen  Beweis.  Die  Summe  von 
Stäben  sei  zunächst  in  die  Form  ©^  -f~  ®8  gesetzt,  wo  ©^  einen  Stab 
bedeutet,  der  durch  den  beliebig  angenommenen  Punkt  o  geht,  ®^ 
aber  ein  Stäbepaar.  S3g  sei  der  zu  diesem  Stäbepaare  gehörige  Yector. 
Man  zerlege  diesen  Yector  in  der  Richtung  des  Stabes  @^  und  senk- 
recht dazu,  SBj  =  SSa'  +  SSj",  und  bezeichne  mit  ©j'  und  ©j"  die  zu  83/ 
und  SBj"  gehörigen  Stäbepaare.  Dann  ist  iSj  =  @2 '+  ®2"  ^^^  ®i  +  ®2 
=  (@i  -f-  @j")  +  ©j'.     @i  +  ©j"  aber  ist  ein  neuer  Stab,  dessen  Ge- 
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rade  auf  der  Ebene  des  Stabepaares  ©/  senkrecht  steht.  Der  Stab 
@'=  @i -f~  ®8''  ^^^  ^^^  Stabepaar  ©''=©3'  haben  also  denselben 
Träger^  wenn  dieses  Wort^  mit  Bezug  auf  das  Stäbepaar,  im  weitereiL 
Sinne  genommen  wird  (s.  oben).  Dass  nur  eine  solche  Darstellung 
@'+®''  vorhanden  ist,  sieht  man  unmittelbar.  Verschwindet  @" 
oder  ®\  so  ergeben  sich  als  Normalform  der  Summe  von  Stäben  die 
schon  oben  unter  (b)  und  (c)  genannten  besonderen  Darstellungsarten. 
—  Nunmehr  können  wir  definiren: 

Träger  einer  geometrischen  Summe  von  Stäben  heisst  der  gemein- 
same Träger  des  Stabes  ©'  und  des  Stäbepaares  @"  der  auf  die  Nor- 
malform ©'+  @"  gebrachten  Summe, 

Der  Trager  einer  Summe  von  Stäben  ist  also  in  den  Fällen  (a) 
und  (b)  ein  eigentliches  Linienkreuz,  dessen  Hauptaxe  die  Oerade  des 
Stabes  @'  ist,  im  Falle  (a),  wie  man  leicht  erkennt ,  zugleich  Haupt- 
axe des  mit  der  Summe  von  Stäben  verknüpften  Nullsystems  (s.  oben; 
vgl.  auch  S.  21);  im  Falle  (c)  ist  der  Trager  im  engeren  Sinne  ein  un- 
eigentliches Linienkreuz,  im  weiteren  Sinne  irgend  eines  der  00'  za 
diesem  parallelen  eigentlichen  Linienkreuze.  Die  Einführung  dieses 
Begriffs  des  Linienkreuzes,  das  eine  Summe  von  Stäben  und  danebea 
auch  den  zugehörigen  (mit  dem  Stäbepaare  @''  verbundenen)  Vector 
trägt,  wird  sich  als  nützlich  für  unsere  Untersuchung  erweisen:  Sie 
ermöglicht  es,  zusammengehörige  Sätze  in  einen  einzigen  Ausdruck  zu 
fassen,  die  andernfalls  mehrere  Formulirungen  nöthig  machen  würden, 
jedenfalls  nur  schwerfalliger  würden  ausgedrückt  werden  können.  Eine 
solche  Zusammenfassimg  ist  bereits  der  folgende  Satz,  auf  den  wir  uns 
weiterhin  zu  stützen  haben  werden: 

Ist  eine  Gerade  D  Querlinie  der  Träger  zweier  geometrischer  Sum- 
men ©i' -\-  @i"  und  ©2'  +  ©2'  ^^^  Stäben,  so  ist  sie  auch  Querlinie  des 
Trägers  einer  jeden  Summe  von  Stäben,  die  in  der  Form 

^(©i'+@i")  +  '^(@»'+®.") 

dargestellt  werden  kann. 

In  der  That,  sei  0  ein  beliebig  auf  O  angenommener  eigentlicher 
Punkt,  so  kann  man  jede  der  beiden  gegebenen  Summen,  und  folglich 
auch  das  angeschriebene  Aggregat,  als  Summe  eines  Stabes  und  eines 
Stäbepaares  derart  darstellen,  dass  die  Gerade  des  Stabes  in  0  auf  O 
senkrecht  steht^  und  die  Ebene  des  Stäbepaares  durch  O  geht.  Jede 
solche  Summe  hat  aber,  nach  einer  schon  oben  angestellten  Betrach- 
tung, auch  umgekehrt  wieder  die  Gerade  D  als  Querlinie  ihres  Trägers. 

Besteht  zwischen  mehreren,  nunmehr  durch  einzelne  Zeichen 
©a;  ®ii, ' '  •  darzustellenden  Summen  von  Stäben  eine  lineare  Relation 


\ 
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SO  heissen  diese  Summen  linear-abhängigy  andernfalls  linear-unabhängig. 
Jede  geometrische  Summe  von  Stäben  kann  als  Summe  von  geome- 
trisclien  Vielfachen  von  irgend  sechs  linear-unabhängigen  Summen  von 
Stäben  dargestellt  werden.  Sechs  Summen  dieser  Art  sind  z.  B.^  wie 
schon  Mobius  bemerkt  hat^  sechs  Stäbe  auf  den  Kanten  eines  belie- 
bigen Tetraeders.  Ein  Grenzfall  dieser  Figur  sind  drei  Stäbe  und  drei 
Stäbepaare  auf  den  Axen  und  in  den  Ebenen  eines  Coordinatenkreuzes^ 
wie  sie  bei  der  in  der  analytischen  Mechanik  üblichen  Zerlegung  der 
Kräfte  angewendet  werden. 

Einige  weitere  Hülfssätze^  die  sich  auf  die  Geometrie  der  Stäbe 
und  Vectoren  beziehen,  werden  wir  später  an  den  Stellen  anführen, 
wo  wir  ihrer  bedürfen  werden. 

Der  Leser,  der  bis  hierher  aufmerksam  gefolgt  ist,  wird  yielleicht 
bemerkt  haben,  dass  zwischen  der  Geometrie  der  Bewegung  und  der 
Geometrie  der  Stäbe  und  Vectoren  gewisse  Analogieen  stattfinden.  Die 
Bewegung  hängt  wie  die  Figur  einer  Summe  von  Stäben  von 
sechs  Constanten  ab.  In  beiden  Theorieen  tritt  das  eigentliche  und 
nneigentliche  Jjinienkreuz  mit  seinen  Querlinien  als  „Träger^'  der  be- 
trachteten Figuren,  und  ebenso  das  Nullsystem  auf.  Endlich  ist  es 
kein  Zufall,  dass  der  Satz  von  der  Zerlegung  einer  Bewegung  in  eine 
Drehung  und  eine  mit  dieser  vertauschbare  Schiebung  sich  in  eine 
Form  setzen  lässt,  die  sehr  ähnlich  ist  dem  Satze  über  die  Normalform 
einer  Summe  von  Stäben: 

,^ede  von  der  identischen  Transformation  verschiedene  Bewegung 
lässt  sich  auf  eine  einzige  Weise  als  Folge  einer  Drehung  und  einer 
Schiebung  (oder  einer  Schiebung  und  einer  Drehung)  darstellen,  die 
einen  gemeinsamen  Träger  haben  (der  dann  zugleich  der  Trager  der 
Bew^ung  selbst  ist)." 

Wir  werden  nun,  nach  Entwickelung  weiterer  Hülfsmittel,  die 
Natur  dieses  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  bis  jetzt  an- 
scheinend entgangenen  Zusammenhanges  zwischen  der  Geometrie  der 
SiShe  und  der  Geometrie  der  endlichen  Bewegungen  zu  ergründen 
suchen.  Hier  können  wir  darüber  nur  soviel  sagen,  dass  nicht  etwa 
die  Zusammensetzung  von  Bewegungen  und  die  geometrische  Addition 
von  Stäbesummen  in  Parallele  gesetzt  werden  können;  denn  die  letzte 
Operation  befolgt  das  commutative  Gesetz,  die  erste  nicht. 

Indem  wir  uns  nunmehr  auf  ein  neues  Gebiet  begeben,  werden 
wir  etwas  langsamer  vorgehen  müssen,  als  bisher. 
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§4. 
Die  geometrische  Addition  der  Eeüe  durch  das  Eeiltrapea*). 

Wir  stellen  nunmehr  dem  Begriff  des  Stabes  einen  neuen  Begriff 
gegenüber,  den  des  Keiles. 

Wir  verstellen  unter  einem  Keü  Ä^  den  Inbegriff  zweier  eigent- 
licher Ebenen  (fj  fp',  die  nicht  aufeinander  senkrecht  stehen,  aber  sonst 
keiner  Beschrankung  unterworfen  sein  sollen,  und  die  als  ,,Anfangs- 
ebene^'  tp  und  ,,Endebene^'  9'  des  Keils  bestimmt  geordnet  sind.  Neh- 
men wir  diese  Ebenen  überdies  als  von  einander  verschieden  an,  so 
haben  sie  eine  bestimmte  im  Endlichen  oder  auch  unendlich  fem  ge- 
legene Schnittlinie,  die  Geralde  des  Keiles,  und  diese  ist,  wenn  sie  eine 
eigentliche  (uneigentliche)  Gerade  ist,  die  Hauptaxe  (Nebenaxe)  eines 
völlig  bestimmten  eigentlichen  (uneigentlichen)  Linienkreuzes,  das  wir 
den  Träger  des  Keiles  SJ  nennen  wollen.  Daneben  werden  wir  als 
„Träger''  eines  Keiles  mit  parallelen  Begrenzungsebenen  „im  weiteren 
Sinn&'  auch  jedes  eigentliche  Linienkreuz  ansehen,  dessen  Hauptaxe 
auf  diesen  Ebenen  tp,  tp'  senkrecht  steht.  (Man  vergleiche  die  ent- 
sprechenden Definitionen  in  §  1  und  §  3.) 

Zwei  Keile  £^  und  ^^  setzen  wir  einander  gleich,  und  wir  schrei- 
ben symbolisch 

Ä?'  =  S;j;',    wenn     {<]P,  <p'}  =  {*,  V''), 

oder,  was  dasselbe  ist,  wir  setzen  sie  einander  gleich,  wenn  sie  den- 
selben Trager  haben,  und  wenn  ausserdem  der  eine  Keil  aus  dem  anderen 
durch  eine  Drehung  um  diesen  Träger  hervorgeht.  Unter  einer  „Drehung 
um  ein  eigentliches  (uneigentliches)  Linienkreuz^'  ist  dabei  natürlich 
eine  Drehung  um  die  Hauptaxe  (eine  Schiebung  in  der  Richtung  der 
unbestimmten  Hauptaxe)  dieses  Linienkreuzes  zu  verstehen.  Die  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen  bestimmte  und  nach  Voraussetzung  endliche 
Grosse  tg  (9,  9?')  nennen  wir  die  Oeffnung  des  Keiles,  Den  Winkel 
(9),  9)')  können  wir,  wenn  wir  wollen,  auf  das  Innere   des  Intervalls 

von  —  Y  bis  +  Y  beschränken,  doch  werden  wir  im  Folgenden  nicht 

den  Winkel  (9p,  g)')  selbst,  sondern  nur  die  Function  tg(ipy  tp')  zu 
benutzen  haben. 

Ist  die  Oeffnung  von  Null  verschieden,  so  nennen  wir  den  Keil 
eigenÜich,  andernfalls  uneigenMich.     Den  Grenzfall  jedoch,  in  dem  die 


*)  S.  die  Abhandlung  des  Verfassers:  Eine  neue  Darstellung  der  £[iftfte  der 
Mechanik  durch  geometrische  Figuren,  Ber.  der  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wissenschaften, 
9.  Jan.  1899  (S.  29  u.ff). 
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Anfangs-  und  Endebene  eines  Keiles  zusammenfallen^  wollen  wir  eben- 
sowohl als  ^^eigentlichen''  wie  auch  als  ^^uneigentlichen^'  Keil  be- 
trachten. 

Wir  untersuchen  nun  vorläufig  nur  solche  Keile ;  deren  Oeffnung 
von  Null  verschieden  ist;  also  eigentliche  Keile.  Stellen  wir  in  gleicher 
Weise^  wie  bisher^  eine  Abhängigkeit  her  zwischen  der  Richtung^  in 
der  man  eine  Qerade  durchlaufen  mag,  und  dem  Sinne  einer  Drehung 
um  die  Qerade ,  und  beachten  wir^  dass  mit  der  Kichtung  zugleich 
auch  der  Drehungssinn  umgekehrt  wird^  so  folgt,  dass  die  Länge  eines 
Stabes  und  die  Oeffnung  eines  zu  demselben  Träger  gehörigen  Keiles 
in  einem  völlig  bestimmten  Verhältnisse  zu  einander  stehen,  wiewohl 
diese  beiden  Gh'össen  einzeln  genommen  nur  abgesehen  von  ihren  Vor* 
zeichen  bestimmt  sind. 

I.  Wir  können  also  jedem  Stab  einen  zu  demselben  Träger  ge- 
hörigen eigenüichen  Keil  eindeutig  zuordnen,  und  umgekehrt  jedem 
eigentlichen  Keü  einen  Stab,  indem  wir  festsetzen,  dass  die  Länge  des 
Stabes  und  die  Oeffnung  des  Keiles  einander  gleich  sein  soUen. 

Da  Stäbe,  deren  Gerade  in  einem  im  Endlichen  gelegenen  Punkte 
0  sich  schneiden,  als  geometrische  Summen  immer  wieder  solche  Stäbe 
liefern,  so  folgt  bereits,  dass  es  einen  Sinn  hat,  von  einer  das  soge- 
nannte associative  und  commutative  Gesetz  befolgenden  „geometrischen 
Addition''  der  zu  diesen  Stäben  gehörigen  Keile  zu  reden:  unter  der 
„Sunmie'^  zweier  oder  mehrerer  Keile,  die  ihre  Geraden  durch  o  schicken, 
wird  der  Keil  verstanden  werden  können,  der  zur  Summe  der  zugehö- 
rigen Stäbe  gehört.  Diese  geometrische  Summe  zweier  Keile  lässt  sich 
nun  aber  auch  construiren,  ohne  dass  man  die  ihnen  entsprechenden  Stabe 
betmtzt.  Wir  können  daher  unsere  Darstellung  anders  einrichten,  indem 
wir  die  gemeinte  Construction  selbst  als  Definition  der  ,,Summe'' 
zweier  Keile  hinstellen.  Dies  wollen  wir  thun,  indem  wir  vorläufig 
noch  die  (alsbald  wieder  aufzuhebende)  weitere  Beschränkung  hinzu- 
fügen, dass  die  Träger  der  beiden  zu  betrachtenden  Keile  von  einander 
verschieden  sein  soUen.  Der  aufzustellenden  Definition  stellen  wir  zur 
Vergleichung  die  Parallelogrammconstruction  für  die  Addition  der  Stäbe 
g^nüber.  Dabei  vermeiden  wir,  um  die  Analogie  beider  Gonstruc- 
tionen  besser  hervortreten  zu  lassen,  mit  Absicht  den  Gebrauch  des 
Wortes  „parallel".  Wir  nehmen  an,  dass  die  zu  betrachtenden  Keile 
StZ  und  £»  dieselbe  Anfangsebene  cd  haben,  womit,  nach  obiger  Defini- 
tion der  Gleichheit  von  Keilen,  eine  Beschränkung  nicht  eingef&hrt 
wird.  @|  und  @^  seien  die  zugehörigen  Stäbe  mit  dem  gemeinsamen 
Anfangspunkte  in  o. 
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Man  bringe  die  (nach  Voraus- 
setzung von  einander  verschiede- 
nen) Geraden  der  Stäbe  &    und 

/  o 

&  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 

o 

zum  Schnitt  in  g'  und  r]''^  man 
verbinde  hierauf  |  mit  i]'  und  r^ 
mit  S'  durch  gerade  Linien^  und 
bezeichne  deren  Schnittpunkt  mit  g. 
Dann  wird  der  Stab  @j  die  geo- 
metrische Summe  der  Stabe  &  und 

0 

@9  genannt,  und  es  wird  diese  Be- 
ziehung    durch     die    symbolische 

Gleichung 

@^  J-  @»/  =  @C 

0       •  0  o 

ausgedrückt. 


1.  Man  lege  die  Ebenen  tp'  und  t' 
senkrecht  ewr  Ebene  cd  durch  die 
(nach  Voraussetzung  von  einander 
verschiedenen)  Geraden  der  Keile  &Z 
und  &t;  man  bringe  hierauf  fp  mit 
if'  und  ^  mit  ip  zum  Schnitt^  und 
bezeichne  die  Verbindungsebene  der 
Schnittlinien  mit  %, 

Bann  werde  der  KeU  ^  die  geo- 
metrische Summe  der  Keile  ^  und 
^t  genannt,  und  es  werde  diese  Be- 
ziehung durch  die  symbolische  Glei- 
chung 

&v  _i    &^ 0/ 

«VQf       |~   O%ot    """"   ^W 

ausgedrückt. 


Die  Figur  der  Construction  links  hatten  wir  das  Stabeparaüdo- 
gramm  genannt,  nach  Analogie  des  üblichen  Ausdrucks  ^^Parallelogramm 
der  Kräfte^.  Es  ist  bequem,  auch  für  die  andere  Figur  ein  besonderes 
Wort  zu  haben:  Wir  werden  diese  als  das  Keütrapez  bezeichnen. 

Statt  für  den  Summenbegriff  rechts  das  associative  Gesetz  beson- 
ders nachzuweisen,  können  wir  sogleich  noch  einen  Schritt  weiter 
gehen,  indem  wir  —  zunächst  für  zwei  Stäbe,  deren  von  einander 
verschiedene  Gerade  sich  im  Endlichen  schneiden  —  den  folgenden 
Satz  begründen: 

„Stäbe  auf  einander  schneidenden  Geraden  werden  geometrisch 
„addirt,  indem  man  die  mit  ihnen  verbundenen  (eigentlichen)  Keile 
„geometrisch  addirt,  und  umgekehrt.'^ 

Da  dieser  Satz  für  unsere  Untersuchung  grundlegend  ist,  so  halten 
wir  es  nicht  für  überflüssig,  ihn  auf  mehrere  verschiedene  Arten  zu 
beweisen. 

Erster  Beweis.  Wir  gehen  von  der  durch  die  Gleichung  &^  +  ®  J 
SS3  @^  dargestellten  Parallelogranunconstruction  aus.  Wir  betrachten 
etwa  —  was  uns  frei  steht  —  die  Kichtungen  o|,  017,  ot  als  positiv 
und  construiren  dann,  nach  der  unter  I  angegebenen  Regel,  die  Ebenen 
9)  und  ^,  derart,  dass 

tga  =  tg(aj,  9)  =  o|,     tg/S  =  tg(G),  if)  =  öri 

wird.  (Man  vergleiche  die  beigegebene  Figur  5,  in  der  die  genannten 
Ebenen  durch  ihre  Schnittlinien  mit  einer  zu  og  senki*echten  Ebene 
begrenzt  erscheinen.)     Nun  construiren  wir  die  Ebenen  9?',  ^'  durch 
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o|  und  Ol]  seDkrecht  auf  m,  sodann  deren  (in  der  Figur  mit  o|j  and 
01],  bezeichnete)  Schnittlinien  mit  ^  uod  qi,  endlich  die  beiden  Ebenen 
l  und  i" ,  die  diese  Schnittlinien  mit  der  Geraden  ot  verbinden. 
f'=(ta,x')  und  y"=(o,  %")  seien  die  beiden  Winkel,  die  diese 
Ebenen  mit  m  bilden.  Die  Behauptung  ist  dann,  dass 
tgy'  =  o£  =  tgj-". 


Diese  Gleichungen  bestehen  aber  in  der  That.  Kehmen  wir  näm- 
lich in  den  Ebenen  lo,  ip',  i>'  geeignete  Drehungsrichtungen  ab  positir 
ui,  und  setzen  wir  dann  noch  zur  Abkürzung 

80  wird 

tg  £  o  li  =  Bin  ft  ■  tg  /  =  Bin(A  +  fi)  ■  tg  |3 
tgi^oi),  =•  sin  A  ■  tg y"™  sin (i  +  (t)  ■  tg a ; 

hieraus  aber  ergeben   sich   die   behaupteten    Gleichungen,   wenn   man 

noch  berücksichtigt,  dass 

o| :  oi; :  og  =  siuA  :  sinp  :  sin(A  +  ft). 
Hätten  wir  die  eingeführten  willkürlichen  Bestimmaogen  anders 

gewählt,  80  würden  zwar  die  benutzten  Eülfsgleichungen  ihre  Form 

etwas  g^ndert  haben,  das  Eliminationeresultat  aber  würde  dasselbe 

geblieben  sein. 

Btndjr,  6soiii«trIe  d«  DTniiiiiBn.  S 
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Zweiter  Beweis.  Wir  umgeben  den  Punkt  o  mit  einer  Kugel 
vom  Radius  Eins  und  construiren  die  zu  den  Geraden  o|;  orj,  og  ge- 
hörigen Hauptkreise ^  die  Schnittlinien  der  zu  diesen  Geraden  senk- 
rechten Ebenen  durch  o  mit  der  Eugel.  Dann  ist,  wenn  die  Rich- 
tungen von  o  nach  ^,  tjy  ^  wieder  als  die  positiven  betrachtet  werden, 
auch  für  jeden  dieser  Hauptkreise  ein  positiver  XJmlaufssinn  festgesetzt. 
Wir  verschieben  nun  das  Parallelogramm  o^V  pai'&llel  zu  sich  selbst 
und  senkrecht  zu  seiner  Ebene  o  derart,  dass  die  Ecke  o  in  einen  der 
Schnittpunkte  o'  der  construirten  Hauptkreise  zu  liegen  kommt,  und 
drehen  es  hierauf  um  einen  rechten  Winkel,  so  dass  in  seiner  neuen 
Lage  o'|^ti%  di^  Richtungen  von  o'  nach  |^,  77^,  ^^  in  die  positiven 
Richtungen  der  Tangenten  der  genannten  Hauptkreise  fallen.  (Vgl. 
Fig.  6,  in  der  der  Deutlichkeit  wegen  die  Diagonale  o'S;^  ausgelassen 
ist.)  Jetzt  übertragen  wir  durch  Projection  aus  dem  Eugelmittel- 
punkte  0  die  Parallelogrammconstruction  auf  die  Kugelfläche.  Dann 
entsteht  zunächst  eine  ,^eonietrische  Addition  sphärischer  Stäbe^^: 


Fig.  6. 


Wir  verstehen  unter  einem  .sphärischen  Stabe'*  sP  einen  Haupt- 
kreisbogen mit  dem  „Anfangspunkt"  |  und  dem  „Endpunkt^'  rj,  der 
auf  seinem  Hauptkreise  beliebig  verschoben  werden  darf;  und  wir  be- 
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trachten  zwei  solche  sphärische  Stabe  auch  dann  als  ^^gleich^'^  wenn 
der  eine  aus  dem  anderen  dadurch  hervorgeht^  dass  man  einen  der 
Punkte  S;  V  durch  den  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  der  Kugel 
ersetzt.  Die  Länge  eines  solchen  Stabes^  der  sphärische  Abstand  (S;  17) 
ist  also  eine  mod.  jc  bestimmte  Grösse^  von  der  wir  annehmen  wollen^ 

dass  sie  mod.  n  von  ^  verschieden  ist.    Die  Grosse  tg  (6,  iy),  die  Oeff- 

nung  des  sphärischen  Stabes,  wird  nach  dieser  unserer  Voraussetzung 
eine  endliche  Grösse  sein. 

Unter  der  geomefyischen  Summe  s?  +  5?^  =  s^  wird  nunmehr  ein 
sphärischer  Stab  zu  verstehen  sein,  der  so  construirt  wird:  Man 
Sache  auf  den  Hauptkreisen  durch  o'  und  |,,  17^  die  Punktepaare 
i^\  l^"  und  rj^'f  71^' y  die  von  o'  um  einen  Quadranten  abstehen;  ver- 
binde das  erste  Punktepaar,  mit  i;^  durch  einen  Hauptkreis  und  ebenso 
das  zweite  mit  ^  (s.  die  Figur),  und  suche  endlich  die  Schnittpunkte 
dieser  beiden  letzten  Hauptkreise,  t^  ist  dann  irgend  einer  dieser 
Schnittpunkte  *). 

Nunmehr  suche  man  zu  dieser  Construction,  die  wir  mit  dem 
Namen  des  sphärischen  StäbemerecJcs  belegen  können,  die  correlativ  (dua- 
listisch) entsprechende  Construction ,  indem  man  jeden  der  Punkte 
^'}  ^f  ^ }  Vif  Vif  i  durch  den  Hauptkreis  ersetzt,  der  als  Aequator  der 
Kugel  betrachtet,  seinen  Pol  in  diesem  Punkte  hat.  Aus  der  geome- 
trischen Addition  der  sphärischen  Stäbe  geht  jetzt  hervor  eine  ,^eome- 
trische  Addition  sphärischer  KeiUf'  durch  das  sphärisch  Keütrapee,  wo- 
bei ein  „spluLrischer  Eeil^'  nunmehr  eine  durch  zwei  einander  nicht 
rechtwinklig  schneidende  Hauptkreise  begrenzte  Figur  auf  der  Eugel- 
fläche  ist,  wie  wohl  nicht  im  Einzelnen  ausgefiihrt  zu  werden  braucht. 
Dann  stehen  die  aus  den  genannten  Punkten  der  Reihe  nach  hervor- 
gehenden Hauptkreise  cd,  9),  90',  ^,  ^',  %}  ^^^^  vielmehr  die  sie 
ausschneidenden  Ebenen,  augenscheinlich  in  eben  der  Beziehung  zu 
einander  und  zu  den  Stäben  ®l,  ®of  ©o?  die  in  unserem  Satze  be- 
hauptet wird:  Die  Ebenen  cd,  9),  9)'  z.  B.  gehen  durch  o,  i]  es  ist 
tg(iD,  9))  =  oS;  9)'  ist  senkrecht  auf  cd;  %  endlich  verbindet  den  Schnitt- 
strahl von  ip'  und  ^  mit  dem  Schnittstrahl  von  9)  und  if\ 

Die  Benutzung  der  Kugelfläche  ist  offenbar  fiir  diesen  Beweis 
nicht  wesentlich;  sie  verleiht  ihm  aber  grössere  Anschaulichkeit. 

*)  Diese  geometrische  Addition  sphärischer  Stäbe  ist  nicht  zu  verwechseln 
mit  der  von  Hamilton  so  genamiten  Addition  von  Hauptkreisbogen  auf  einer 
Kugel.  Diese  letzte,  die  mit  der  Zusammensetzung  der  Umwendungen  im  Strahlen- 
bündel identisch  ist,  befolgt  nicht  das  commutative  Gesetz;  sie  wird  daher,  wie 
schon  H.  Hankel  hervorgehoben  hat,  besser  überhaupt  nicht  als  Addition  be- 
zeichnet. 

8^ 
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Dieser  zweite  Beweis  dürfte  trotz  seiner  grosseren  Länge  im  All- 
gemeinen vor  dem  ersten  und  ebenso  vor  dem  sogleich  anzuführenden 
dritten  Beweis  den  Vorzug  verdienen,  weil  er  die  Wurzel  der  formalen 
Analogie  bloslegt,  die  zwischen  den  Constructionen  des  Stäbeparallelo- 
gramms und  des  Eeiltrapezes  besteht.  Er  kann  aber  nicht  wie  der 
erste  (und  dritte)  Beweis  auf  den  nachher  zu  betrachtenden  Grenzfall 
ausgedehnt  werden,  in  dem  der  mit  o  bezeichnete  Punkt  ins  Unend- 
liche rückt.  Am  einfachsten  ist  wohl  der  nun  folgende  dritte  Beweis, 
der  ebenso  wie  der  zweite  keinerlei  Rechnung  erfordert. 

Dritter  Beweis.  Man  bezeichne  mit  co  die  Ebene  der  drei  Stäbe 
©0  ©Z,  @i,  die  in  der  Beziehung  ©J  +  @2  =  ©o  stehen,  und  con- 
struire  dann  die  Ebenen  9),  ^,  %  so,  dass 

tg(»,  9>)  =  oly  tg(ai,  ^)  =  ^.,  tg(cD,  %)  =  o&. 
Man  errichte  sodann  in  irgend  einem  Punkte  ö  Ton  o  eine  Senkrechte 
und  nenne  x'y  y\  e'  deren  Schnittpunkte  mit  9),  ^,  %,  Dann  ist  die 
Länge  d^s  Stabes  ©f  z.  B.  gleich  der  Fläche  des  Parallelogramms, 
das  durch  den  Punkt  0  und  den  Stab  @o  bestimmt  wird.  Nach  einem 
bekannten  elementaren  Satze  folgt  nun,  dass  zwischen  den  durch  ö 
und  x\  y\  z'  bestimmten  Stäben  die  Beziehung  besteht 

Lässt  man  den  Punkt  ö  in  die  Schnittlinie  Ton  co  und  9)  rücken, 
so  fallen  0  und  x'y  und  also  auch  y'  und  /  zusammen:  Die  Ebene 
%  verbindet  also  die  Schnittlinien  der  Ebenen  9)'  und  ^,  9)  und  i^\ 

Wir  werden  den  diesem  Beweis  zu  Grunde  liegenden  Gedanken 
später  noch  bedeutend  verallgemeinem  (§  6). 

§5. 

Fortsetsung:  Formale  Siunmeii  von  Keilen. 

Nachdem  wir  nunmehr  unseren  Lehrsatz  begründet  haben,  zeigt 
sich,  wie  die  Definition  I.  vervollständigt  werden  muss,  wenn  man  zu 
einem  geschlossenen  und  dann  von  selbst  mit  der  Addition  der  Stäbe 
parallel  laufenden  System  von  Operationen  gelangen  will. 

Zunächst  ist  jetzt  der  Grenzfall  in  Betracht  zu  ziehen,  in  dem 
die  beiden  Begrenzungsebenen  zusammenfallen.  Ein  derartiger,  wie 
schon  erwähnt,  „eigentlicher^^  oder  „uneigentlicher''  Eeil  ^  hat  einen 
unbestinmiten  Träger.  Wir  werden  alle  solche  Eeile  als  einander 
„gleich''  erachten  müssen;  und  da  nach  unserer  Definition  der  geome- 
trischen Summe   zweier  Eeile,   deren  Gerade  den  Punkt  0  enthalten, 

&9  _i    ö" e»9 

öVai  1"  ova>  —  ovqi 
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ist^  80  werden  wir  die  symbolische  Gleichung 

anzusetzen  haben.  Dieser  formalen  Bestimmung  sind  dann  noch  die 
folgenden  wirkliche  Constructionen  enthaltenden  Definitionen  hinzu- 
zufügen: 

2.  üfUer  der  geometrischen  Summe  zweier  eigenüicher  Keile  ÄJJ  und 
S«  mit  gemeinsamem  Träger  ist  der  Keil  ffij  desselben  Trägers  zu  ver- 
stehen, dessen  Oeffntmg  gleich  der  Summe  der  Oeffnungen  von  BZ  und 
&tist 

Hieraus  folgt 

JVöl    -}-     öVy    =   ü. 

3.  Wenn  c  eine  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet,  so  ist  unter 
dem  c-fachen  emes  eigentlichen  Keiles  SS,  oder  unter  dem  geometrisdien 
Product  des  Keiles  und  der  ZaM  c  der  Keil  desselben  Trägers  zu  ver- 
stehen, dessen  Oeffnung  gleich  der  c- fachen  Oeffmmg  von  SS  ist: 

Sw  =  c  •  SS,     wenn     tg(ai,  ^)  ==  c  .  tg((D,  tp). 

Hiermit  sind  die  eingeführten  Beschränkungen  so  weit  aufgehoben^ 
dass  der  auf  S.  32  ausgesprochene  Satz  nunmehr  völlig  allgemein  gilt  für 
beliebig  viele  Stabe  und  Eeile,  deren  Gerade  alle  denselben  im  Endlichen 
gelegenen  Punkt  o  enthalten.  Es  folgt  also^  dass  die  bis  jetzt  nur  für 
diesen  Fall  definirte  ^geometrische  Addition^'  der  Keile  nicht  nur  das 
commutative^  sondern  auch  das  assodative  Gesetz  erfüllt,  und  dass  sie 
mit  der  unter  3.  definirten  Multiplication  eines  Keiles  mit  einer  Zahl 
durch  das  distributive  Gesetz  verbunden  ist.   (Vgl.  S.  24.) 

Nunmehr  erweitem  wir  unsere  Definition  1.,  indem  wir  bestimmen, 
dass  sie  auch  dann  noch  gültig  bleiben  soU,  wenn  die  Geraden  der  Keüe 
&t  und  S«  sich  in  einem  uneigentlichen  PunJde  schneiden,  und  dcbss  sie 
femer  auch  dann  gelten  soU,  wenn  einer  der  beiden  gegebenen  Keüe  selbst 
uneigenilich  ist. 

Es  werden  also  jetzt  Keile  von  der  Oeffnung  Null  in  die  Betrach- 
tung eingeführt,  solche,  die  von  parallelen,  aber  nicht  zusammenfallen- 
den Ebenen  begrenzt  sind.  Unter  der  Ebene  9',  die  in  der  Geraden 
eines  solchen  uneigentlichen  Keiles  SS  &uf  der  Ebene  cd  senkrecht  er- 
richtet ist,  wird  natürlich  die  unendlich  ferne  Ebene  zu  ver- 
stehen sein. 

Wir  werden  also  nun  überhaupt  Keile  betrachten,  deren  Gerade 
einen  bestimmten  der  unendlich  fernen  Ebene  angehörigen  Punkt  0 
enthalten,   und   wir  werden  unsere  Begriffsbildungen  so   zu  er^nzen 
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trachten^  dass  auch  fOr  diesen  Fall  noch  ein  geschlossenes^  als  geo- 
metrische Addition  der  Eeile^^  zu  bezeichnendes  System  von  Construc- 
tionen  entsteht,  das  sich  dem  bereits  betrachteten  System  als  Grenzfall 
anschliesst.  Dazu  ist  nöthig  die  Aufstellung  von  zwei  neuen  Defi- 
nitionen: Wir  müssen  eratens  sagen  ^  was  unter  der  ,,  geometrischen 
Summe''  von  zwei  Keilen  von  der  Oeffnung  Null  verstanden  werden 
soll;  deren  Gerade  den  unendlich  fernen  Punkt  o  enthalten ^  zweitens^ 
was  das  c-fache  eines  solchen  Keiles  bedeuten  soll. 

Wir^  bemerken  nun,  dass  mit  jedem  uneigenüichen  Keil  Äj  ein 
Vector  SB|  desselben  Trägers  verbunden  ist,  der  auch  umgekehrt  wieder 
diesen  Keil  eindeutig  bestimmt: 

Die  mit  i  und  |'  bezeichneten  Punkte  sind  die  Schnittpunkte 
von  (p  und  q)'  mit  irgend  einer  zu  beiden  Ebenen  senkrechten  Geraden. 
Die  Länge  des  zu  dem  Keile  ^  gehörigen  Yectors,  d.  i.  den  Abstand 
der  Ebenen  9,  (p\  nennen  wir  die  Sperrung  des  uneigenüichen  Keiles  ^^  . 
Das  Vorzeichen  dieser  Grösse  ist  natürlich  abhängig  von  der  der  Ge- 
raden des  Vectors  willkürlich  beizulegenden  Richtung.  Nunmehr  können 
wir  die  fraglichen  Definitionen  wie  folgt  fassen: 

4.  Unier  der  geometrischen  Summe  zweier  uneigenüicher  Keile  SX 
und  SI/I  soll  der  Keil  Äj  verstanden  werden,  der  mit  de»'  geometrischen 
Summe  der  beiden  Vedoren  verbunden  ist,  die  zu  den  Keilen  S:^  und  S:Z 
gehören. 

Keile  von  verschwindender  Oeffnung,  oder,  was  dasselbe  ist,  Keile, 
deren  Träger  uneigentliche  Linienkreuze  sind,  werden  also  „geometrisch 
addirt'',  indem  man  die  zugehörigen  Yectoren  geometrisch  addirt. 

5.  Unter  dem  geometrischen  Product  eines  uneigentlichen  Keiles  Ä^ 
mit  einer  Zahl  c  ist  der  Keil  desselben  Trägers  zu  verstehen,  dessen 
Sperrung  gleich  der  c-fachen  Sperrung  des  Keiles  fi^  ist, 

(Man  vergleiche  die  Definition  3.)  Es  wird  also  ein  solcher  Keil 
mit  einer  Zahl  geometrisch  multiplicii*t,  indem  man  den  zugehörigen 
Vector  mit  dieser  Zahl  geometrisch  multiplicirt. 

Beide  Definitionen  4.  und  5.  beziehen  sich,  wie  gesagt,  zunächst 
nur  auf  Keile,  deren  Gerade  durch  den  uneigentlichen  Punkt  0  laufen; 
wir  werden  aber  diese  Beschänkung  alsbald  fallen  lassen,  und  wir 
haben  sie  daher  in  die  Definition  selbst  nicht  mit  aufgenommen. 

Nunmehr  können  wir  irgend  zwei  eigentliche  oder  uneigentliche 
Keile,  deren  Gerade  den  unendlich  fernen  Punkt  0  enthalten,  „geo- 
metrisch addiren^^;  wir  erhalten  immer  einen  neuen  Keil  der  gleichen 
Eigenschaft.     Dass   aber  auch  diese  Operation  den  Namen  einer  geo- 
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metrisclieQ  Addition    Terdient,    dsas   sie   Dänilicli   das    associative   und 
commntatiTe  Gesetz  erföllt,  das  bleibt  nocli  zu  beweisen.     Diesen  Be- 
weis erbringen  wir,   indem  wir   zeigen,   dass  —  mutatis  mutandis  — 
der  Zusammenbang  zwischen   Sammen  Ton  Stäben  und  Summen  von 
Keilen  auch   in  dem  jetzt   bebandelten  Fall   erhalten   bleibt     Um  das 
zu  können,  mflssen  wir 
znTOr  die  unter  I.  fest- 
gesetzte Zuordnung  er- 
weitern, indem  wir  auch 

hier  den  Uebergang  zu  , 

uneigentlicben  Keilen 
dorchfltbren.  Dabei  geht 
ans  dem  Stab,  der  dem 
Keile  zugeordnet  ist,  ein 
SKbepssr,  d.  b.  ein  Paar 
Ton  Sföben  von  nume- 
risch gleicher  Länge 
aber  entg^engesetzter 
Richtung  hervor.  (Man 
vergleiche  die  Figur  7, 

und  mache  sich  den  Grenzübergang  deutlich,  durch  den  sie  aus  der 
Figur  5,  S.  33  entsteht.)  Wir  erinnern  nun  daran,  dass  auch  zu  jedem 
solchen  Stäbepaar  ein  Vector  gehört:  Drehungssinn  und  Moment  des 
Stäbepaares  bestimmen  Bichtung  und  Länge  dieses  senkrecht  zur 
Ebene  des  Stäbepaares  gelegten  Veetors  (vgl  S.  25).  So  ergiebt  sich 
denn  fast  unmittelbar: 

II.  Als  GrenefaU  der  unter  I.  beschriä>enen  Zuordnung  zwischen 
SUAen  und  eigendichen  Keilen  besteht  eine  Zuordnung  zwischen  Stäbe- 
paaren und  uneigenUic/ten  Keileti.  Biese  letzte  Zuordnung  ist  un- 
mittelbar  dadurch  bestitntnt,  dass  tu  Stäbepaar  und  Keil  der  nämliche 
Vector  gehört. 

Die  dreierlei  Figuren:  Vector,  Stäbepaar  und  Keil  von  der  Oe£F- 
nung  Kuli  bestimmen  also  einander  wechselweise,  derart,  dass  jede 
einzelne  von  ihnen  die  beiden  anderen  eindeutig  festlegt.  Die  lÄnge 
des  Vectors  misst  das  Moment  des  Stäbepaares  und  zugleich  die 
Spermng  des  uneigentlichen  Keiles  (vgl.  Fig.  7).  Dabei  hai^  das  Vor- 
zeichen der  genannten  drei  untereinander  gleichen  Grössen  ab  von  der 
Richtung,  die  man  der  Geraden  des  Vectors  nach  Belieben  beilegen  kann. 
Träger   der  drei^lei  Gebilde  ist  ein  und  dasselbe  umigentiidtc  Linien- 
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Jcreu^,    Dem  Satz  des  §  4  aber  können  wir  jetzt  die  folgende  erweiterte 
Fassung  'geben: 

lU.  Stäbe  oder  Stäbepaare  mit  einander  schneidenden  oder  auch 
msammenfaüenden  Geraden  werden  geometrisch  addirt,  indem  man  die 
mit  ihnen  verbundenen  Keile  geometrisch  addirt,  und  umgekehrt, 

unter  der  Geraden  eines  Stabepaares  ist  natürlich  die  unendlich 
ferne  Gerade  seiner  Ebene  zu  verstehen^  die  Nebenaxe  seines  Trägers, 
die  uneigentliche  Gerade,  die  beim  Grenzübergang  von  einem  Stab  zu 
dem  Stabepaar  aus  der  Geraden  des  Stabes  hervorgeht. 

Wir  haben  also  nunmehr  ein  geschlossenes,  als  ^^geometrische  Ad* 
dition  der  Eeile^'  zu  bezeichnendes  System  von  Operationen,  die  als 
Summe  beliebig  vieler  Keile  immer  wieder  einen  neuen  eindeutig  be- 
stimmten und  von  der  Anordnung  und  Zusammenfassung  der  Sum- 
manden unabhängigen  Keil,  oder  aber  die  Null  hervorgehen  lassen, 
jedesmal  wenn  die  Geraden  aller  gegebeuen  Keile  denselben  (eigent- 
lichen oder  uneigentlichen)  Punkt  enthalten,  oder  auch  —  wie  man 
sogleich  erkennt  —  wenn  sie  in  derselben  (eigentlichen  oder  uneigent- 
lichen) Ebene  enthalten  sind.  Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  alle  Keile 
mit  zusammenfallenden  Ebenen  als  einander  gleich  erachtet  und  „gleich 
Null"  gesetzt  werden. 

Nunmehr  haben  wir  nur  noch  einen  letzten  Schritt  zu  thun,  in- 
dem wir  den  Begriff  der  ^fomuilen  Summe^^  solcher  Keile  bilden,  deren 
Gerade  einander  nicht  schneiden.  Es  wird,  wie  bei  den  Summen  von 
Stäben,  durch  eine  besondere  Definition  bestimmt,  dass  eine  solche 
Summe  sich  nicht  ändern  soll,  wen  man  irgend  zwei  einander  ent- 
gegengesetzt gleiche  Keile  zu  ihr  hinzufügt;  dass  also  zwei  solche 
Summen,  die  auf  diese  Weise,  unter  Verwendung  der  Constructionen 
des  Keiltrapezes  (Nr.  1)  und  des  Vectorendreiecks  (Nr.  4)  in  einander 
übergeführt  werden  können,  als  gleich  gelten  sollen.  Dann  folgt  ohne 
Weiteres,  dass  auch  dieser  erweiterte  Summenbegriff  zulässig  und  eine 
geometrische  Addition  im  üblichen  Sinne  ist,  mit  associativem  und 
commutativem  Gesetz,  und  mit  der  Multiplication  durch  eiße  Zahl  ver- 
bunden durch  das  distributive  Gesetz;  denn  es  versteht  sich  nach  dem 
Vorhergehenden  von  selbst,  dass  jede  solche  Summe  zu  einer  völlig 
bestimmten  (formalen)  Summe  von  Stäben  gehört;  für  die  Stäbesummen 
aber  ist.  die  genannte  Eigenschaft  bekannt.     (S.  §  3.) 

Dem  in  §  3  angefiihrten  Satz,  der  von  der  Reduction  einer  Summe 
von  Stäben  auf  die  Normalform  handelt,  kann  nun  ein  ganz  ähnlicher 
Satz  gegenübergestellt  werden,  der  sich  auf  die  Reduction  einer  Summe 


I,  §  5.    Formale  Summen  von  Keilen.  41 

Yon  Keilen  auf  eine  ebenfalls  als  Normdlform  zu  bezeichnende  besondere 
Gestalt  bezieht: 

IV.  Die  geofnetrische  Summe  beliebig  vieler  Keile  (in  encUicher  Zahl) 
kann  entweder  (a)  als  Summe  von  zwei  und  nicJU  weniger  Keilen  dar- 
gestellt werden;  oder  (b)  als  ein  einziger  eigentlicher  Keil;  oder  (c)  als 
ein  einziger  uneigenüicher  Keil  Oder  endlich  (d),  die  Summe  ist 
gleich  NuM. 

Im  Falle  (a)  lässt  sich  die  Summe  insbesondere  immer  und  nur 
auf  eine  Weise  so  darstellen  y  dass  beide  Keile  densdben  Träger  haben 
(im  weiteren  Sinne  des  Wortes;  s.  oben). 

Mit  anderen  Worten:  Im  Falle  (a)  lässt  sich  die  Summe  von 
Keilen  immer  und  nur  auf  eine  Weise  auf  die  Normalform 

Ä'  _!_   ©"  Qfp'  _l      ©V^ 
-p   OV        ^   Oty     -p    Ot-ip 

bringen^  in  der  die  Summanden  die  folgenden  Eigenschaften  haben: 
Die  Ebenen  g>,  (p'  schneiden  sich  unter  einem  von  Null  und  y  ver- 
schiedenen Winkel,  die  Ebenen  ^,  tff'  sind  parallel  und  senkrecht  zur 
Schnittlinie  von  q>,  q>' .  Beim  Uebergang  zum  Grenzfalle  (6)  ver- 
schwindet in  dieser  Summe  der  zweite  Summand,  beim  Uebergang  zu 
(c)  der  erste. 

Der  gemeinsame  Träger  des  eigentlichen  Eeils  S'  und  des  un- 
eigentlichen Keils  Ä",  oder  wenn  nur  einer  von  diesen  von  Null  ver- 
schieden ist,  der  TnLger  eben  dieses  KeUes,  heisst  Träger  der  geo- 
metrischen Summe  von  Keilen,  Dieser  Trager  ist  also  ein  bestimmtes 
eigentliches  oder  uneigentliches  Linienkreuz,  oder  —  im  Falle  (c)  — 
„im  weiteren  Sinne'^  ein  in  gewissem  Grade  unbestimmtes  eigentliches 
Linienkreuz:  Man  vergleiche  die  in  §  3  gegebene  entsprechende  De- 
finition des  Tragers  einer  Summe  von  Stäben.     (S.  23,  28.) 

Natürlich  kann  auch  die  Construction,  die  zu  unserer  Normal- 
form führt,  bewerkstelligt  werden, 
ohne  dass  man  die  geometrische  Ad- 
dition der  Stabe  irgendwie  benutzt. 
Man  kann  zunächst  jeden  Keil  SZ 
als  geometrische  Summe  zweier  Keile 
ÄJ*  und  ^t  darstellen,  von  denen 
der  zweite  uneigentlich  ist,  während 
die  Gerade  des  ersten  durch  einen 
gegebenen  Punkt  o  geht.  (Vgl.  Fig.  8.) 
Handelt  es  sich  sodann  darum,  die 
geometrische  Summe  zweier  Keile  Ä«  und  Äj ,  von  denen  der  zweite 
üueigentlich   ist,    auf    die   Normalform   zu   bringen,    so    zerlege   man 


Pig.  8. 
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den  Vector  SBi  von  fil,'  nach  der  Richtung  der  Geraden  von  Äj  und 
senkrecht  dazu,  SB;  =  SSf  +  »2 .  (Vgl.  Fig.  9.)  Nimmt  man  dann  als 
Anfangsebene  o  des  Keiles  ^Z  die  zu  dem  Vector  SB^  senkrechte  Ebene 

seiner  Geraden,  und  lässt  man  die  Ebene  <p' 
aus  (p  durch  Verschiebung  längs  dieses  Vec- 
tors  hervorgehen,  so  ist  die  vorgelegte  Summe 
gleich   dem  Keil  ^Z  ,   vermehrt   um   den   zu 

dem  Vector  SB©  gehörigen  Keil. 

Ein  in  §  3  hervorgehobener  Satz  kann 
nunmehr  so  ausgedrückt  werden: 

„Ist  eine  Gerade  O  Querlinie  des  Tragers 
zweier  geometrischer  Summen  2S^p  und  2S!^.p 
von  Keilen,  so  ist  sie  auch  Querlinie  des 
Trägers  einer  jeden  Summe  der  Form 


Fig.  9. 


Ci  .  U^f  +  c^ '  2Jmp  ." 


Endlich  ist  klar,  wie  der  Begriff  „linear- unabhängiger^^  Summen 
von  Keilen  zu  fassen  ist. 

Wir  erwähnen  noch  eine  sehr  nahe  liegende  Gonstruction,  und 
zwar  deshalb,  weil  sie  auch  in  der  Form  verwandt  ist  der  auf  dem 
Gebrauche  des  Parallelepipeds  beruhenden  Gonstruction,  vermöge  deren 
man  drei  linear -unabhängige  Stäbe  mit  gemeinsamem  Anfangspunkt 
zusammensetzen  kann: 

„Sind  drei  Keile  ^Z\  ^^>  ^  mit  gemeinsamer  Anfangsebene 
linear-unabhängig,  so  wird  die  Endebene  (p  ihrer  geometrischen  Summe 

@i9  0\9i  _i_  ©.Vi  _i_  ß.y» 

OV(o   •——    uVco     "j       «v(o      "^    wVft» 

SO  gefunden:  Man  errichte  in  den  Schnittpunkten  o,  ip^,  g?,;  ci,  tp^,  q>^] 
<0y  (pi,  92  Senkrechte  auf  der  Ebene  <o,  und  bringe  diese  der  Reihe 
nach  mit  9^,  q>^y  <p^  zum  Schnitt.  Die  Verbindungsebene  der  Schnitt- 
punkte ist  die  Ebene  9/' 

Wir  haben  nunmehr  unser  nächstes  Ziel  erreicht  Wir  haben 
nachgewiesen,  dass  parallel  mit  der  geometrischen  Addition  der  Stäbe 
und  mit  dieser  invariant  verknüpft  ein  zweites  System  geometrischer 
Gonstructionen  läuft,  das,  im  Grossen  und  Ganzen,  von  dem  ersten 
völlig  verschieden  ist:  Nur  das  Vectorendreieck  ist  ein  beiden  Systemen 
gemeinsames  Constructionselement,  an  Stelle  des  Stäbe^raUelogramnis 
aber  tritt  das  Keütrapez, 

Uebrigens  können  wir  bemerken,  dass  wir  die  Geometrie  der  Keile 
noch  folgerichtiger  hätten  ausbilden  können,  freilich  nicht  ohne  Beein- 
trächtigung ihrer  Einfachheit.     Man  kann   nämlich  auch  dem  Vector, 
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der  als  ein  Stab  von  erhöhter  Beweglichkeit  aafgefetsst  werden  kann^ 
ia  der  Geometrie  der  Keile  eine  analoge  Figur  gegenüberstellen.  Diese^ 
die  man  etwa  als  Vectorkeä  würde  bezeichnen  können^  unterscheidet 
sich  von  dem  eigenÜichen  Keil  dadurch  ^  dass  sie  beliebig  parallel 
Terschoben  werden  darf.  Die  geometrische  Addition  dieser  Vectorkeile, 
die  ebenfalls  durch  das  Eeiltrapez  erfolgt^  und  offenbar  nicht  wesent- 
lich yerschieden  ist  von  der  im  §  4  betrachteten  geometrischen  Ad- 
dition sphärischer  Eeile^  ist  äquivalent  der  geometrischen  Addition  der 
Vectoren.  — 

Nunmehr  gehen  wir  dazu  über,  unsere  Untersuchung  mit  der  in 
§  1  und  §  2  YorgefÜhrten  Theorie  in  Verbindung  zu  briugen. 


§6. 
Die  lineare  Superposition  der  Bewegungen. 

Unsere  ferneren  Betrachtungen  stützen   sich   auf  mehrere   Hülfs- 
satze,  die  wir  nun  zunächst  entwickeln  wollen. 

Es   sei   gegeben   ein   Stab   @;   und   der   mit   diesem   verbundene 
Keil  ft. 

Wir  nehmen  nun  zuerst  einen  eigentlichen  Punkt  x  willkürlich  an 
Dnd  legen  durch  den  Punkt  x  einen  Stab,  der  dem  Stabe  @  parallel, 
aber  entg^engesetzt  gerichtet  ist.  Beide  Stöbe  bilden,  zu  einer 
Summe  vereinigt,  ein  Stäbepaar,  und 
diesem  ist,  nach  §  2,  ein  bestimmter 
Vector  zugeordnet,  dessen  Gerade  senk- 
recht steht  auf  der  Ebene  o,  die  den 
Punkt  X  mit  der  Oeraden  des  Stabes  @ 
verbindet.  Dieser  Vector  aber  stimmt 
wiederum  an  Länge  und  Richtung  über< 
ein  mit  einem  Stabe 


dessen  Gerade  durch  den  Punkt  x  geht, 
und  dessen  End-  oder  Anfangspunkt  naher 
in  diesen  Punkt  x  verlegt  werden  kann, 
wie  wir  es  in  unserer  Formel  angedeutet 
haben.  Die  in  dieser  Gonstruction  auf- 
tretenden, mit  X  und  x'  bezeichneten 
Punkte  können  nun  sehr  einfach  con- 
struirt  werden  mit  Hülfe  des  Keiles  ^.  Stellen  wir  nämlich  diesen 
in  doppelter  Form  dar,  einmal  so,  dass  die  Ebene  co  durch  x  und  die 


Fig.  10. 
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G^ade  des  Keiles  die  Endebene,  tmd  dann  so,  dass  diese  selbe  Ebene  o 
die  Anfitngsebene  des  Keiles  wird,  setzen  wir  also  etwa 

A ©• A9' 

so  werden  die  Punkte  x,  %  offenbar  gefunden,  wenn  man  eine  in  x 
auf  o  erricbtete  Senkrechte  mit  den  Ebenen  ^>  und  ^>'  zum  Schnitt 
bringt    (Siehe  die  Figur  10.) 

Wir  tccilen  nun  sagen,  dass  der  so  construirte  Stab  @^  «=  @£  0um 
Punkte  X  gehört  und  den  Keil  &  hegleitet. 

Aus  diesem  Begriff  ergiebt  sich  nun  sofort  der  umfassendere  Be- 
griff der  begleitenden  Stabe  einer  geometrischen  Summe  von  Keilen.  Gon- 
struirt  man  nämlich  zu  jedem  Summanden  den  begleitenden  Stab,  und 
bildet  man  die  geometrische  Summe  aller  dieser  Stabe,  so  ist  klar, 
dass  man  einen  neuen  mm  Punkte  x  gehörigen  Stab  erhält,  der  unab- 
hängig ist  Ton  der  Anordnung  der  Summanden:  Diesen  Stab  werden 
wir  also  den  begleitenden  Stab  der  Summe  nennen  können. 

Werden  Keüe,  oder  Summen  von  solchen,  geometrisch  addirt,  so 
werden  auch  die  sie  begleitenden,  zum  selben  Punkt  x  gehörigen  Stabe 
geometrisch  addirt. 

Entsprechendes  kann  natürlich  auch  von  der  geometrischen  Mul- 
tiplication  einer  Summe  von  Keilen  mit  einer  Zahl  c  ausgesagt  werden. 

Wir  führen  nun  eine  verwandte  Constniction  aus,  indem  wir  von 
einer  gegebenen  eigentlichen  Ebene  u  ausgehen. 

Wir  projiciren  den  angenommenen  zu  dem  Keil  ^  gehörigen 
Stab  @  orthogonal  auf  die  Ebene  u,  wodurch  ein  neuer  Stab  entsteht, 
dessen  Gerade  in  dieser  Ebene  liegt.  Der  zu  diesem  Stab  gehörige 
Keil,  der  in  der  doppelten  Form 

Ä» ß««' 

dargestellt  werden  kann,  soll  dann  der  zur  Ebene  u  gehörige  den  Keil  ^ 
begleitende  Keü  heissen. 

Da  zwischen  den  Projectionen  von  irgend  welchen  Stäben  auf  eine 
Ebene  (ausser  anderen)  eben  dieselben  linearen  Relationen  bestehen 
müssen,  wie  zwischen  diesen  Stäben  selbst,  so  ergiebt  sich,  dass  auch 
jeder  uneigentliche  Keil,  und  femer  jede  geometrische  Summe  von  Keilen 
einen  begleitenden  Keil  hat,  der  „zu  einer  gegebenen  Ebene  u  gehört^'; 
nämlich  die  geometrische  Summe  aller  begleitenden  Keile  der  Sum- 
manden, die  ja,  nach  §  5,  immer  wieder  ein  einzelner  Keil  ist. 

Werden  also  Keile,  oder  Summen  von  solchen,  geometrisch  addirt, 
so  werden  auch  die  sie  begleitenden,  zur  seihen  Ebene  u  gehörigen  Keile 
geometrisch  addirt. 


I,  §  6.    Lineare  Superposition  der.  Bewegungen. 


45 


Es  ist  für  das  Folgende  nothwendig^  dass  wir  uns  deutlicli  machen, 
wie  der  zu  u  gehörige  einen  einzelnen  Eeil  ^  begleitende  Eeil  gefanden 
werden  kann,  ohne  dass  man  den  zugehörigen  Stab  oder  das  zuge- 
hörige Stabepaar  @  bei  der  Oonstruction  benutzt. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  die  Gerade  des  Keiles  £  eigentlich 
und  nicht  parallel  ist  zu  der  Ebene  u.  Dann  giebt  es  wenigstens  eine 
in  u  enthaltene  Querlinie  0  des  Trägers  von  ^.  Stellt  man  nun  den 
Eeil  ^  in  der  doppelten  Form 


m    — —   JVüi 


(U 


dar,  so  dass  die  Ebene  m  durch  D  geht,  so  werden  die  mit  q>  und  9'  bezeich- 
neten Ebenen  von  einer  durch  O  normal  zur  Geraden  von  ^  und  @  ge- 
legten Ebene  in  zwei  Geraden  U,  U'  geschnitten.  Construirt  man  dann 
in  u  die  Senkrechte  auf  D,  die 
die  Gerade  von  $  trifft,  und  U'< 
verbindet  man  diese  Senk- 
rechte mit  den  Geraden  U,  U ' 
durch  Ebenen  u,  u\  so  ist 

der  Eeil 

ÄK a«' 

der  gesuchte.     Es  ist  näm- 
lich, wenn 

Z  =  tgA  =  tg(U,D) 
=  tg(D,U') 

die  Länge   des    Stabes   @, 

undr  =  2-co8a  deren  Projection    auf  die  Ebene  tf  bezeichnet,  und 

wenn  femer 

tgA'  =  tg(w,  tf)  =  tg(w,  u) 

gesetzt  wird,  zufolge  unserer  Construction 

tg  A'  =  tg  A  •  cos  a  =  l  cos  «  =  T. 
(Man  Tergleiche  die  beigegebene  Figur  11.) 

Wenn  eweitens  der  Keil  ^  noch  als  eigentlich,  seine  Gerade  aber 
parallel  zur  Ebene  u  angenommen  wird,  so  wird  der  begleitende  Eeil 
dadurch  gefunden,  dass  man  den  Eeil  ^  senkrecht  zur  Ebene  u  ver- 
schiebt, bis  seine  Gerade  in  diese  Ebene  hineinfällt. 

Wenn  drittens  die  Oeffnung  des  Eeiles  S  verschwindet,  so  gehört 
der  begleitende  Keil  zu  dem  Vector,  der  durch  Projection  des  Vectors 
von  fi  auf  die  Normale  der  Ebene  u  entsteht. 


Fig.  11. 
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Die  gefundene  Construction  lasst  sich^  im  ersten  oder  zweiten 
Falle  ^  noch  etwas  einfacher  darstellen.  Drehen  wir  nämlich  ^  im 
ersten  (dem  allgemeinen)  Falle  die  Figur  der  Geraden  U,  D,  U' 
um   einen   rechten   Winkel  um   die   Gerade  von  Ä  oder  @  (Fig.  11), 

so  werden  nach  Ausführung  dieser 
Operation  die  Ebenen  (p^  <o,  tp'  der 
Reihe  nach  auf  u,  u^  m'  senkrecht 
stehen.  Es  ergiebt  sich  also  fol- 
gende Construction,  die  dann  auch 
im  zweiten  Falle  noch  anwend- 
bar bleibt: 

TJm  den  zu  %i  gehörigen  den 

eigenüidien    Keü   ^    begleitenden 

Keil  zu  finden,  stelle  man  ^  in 

der  Form  Ä^  =  ÄS  dar,  so  dass 

<o±.u.     Sind  dann  u,  u'  die  auf  (p  und  <p'  senkrechten  Ebenen  des 

Büschels  (q,  m),  so  ist  Ä«  =  ^l  der  gesuchte  Keü. 

(Man  vergleiche  die  schematische  Figur  IIb.) 

Wir  werden  nunmehr  nachweisen,  dass  die  betrachteten  durch  eine 
Summe  2?S  von  Keilen  vermittelten  Zuordnungen  zwischen  Punkten 
X,  Xj  x'  und  Ebenen  u,  u,  u    identisch  sifid  mit  den  in  §  3  untersuchten 

Zuordnungen 

x[%^]i[%^}x,     u[%^)u{%^]u', 

die  durch  eine  Bewegung  bestimmt  werden.  Diese  Bewegung  S  ist  in 
beiden  Fällen  dieselbe.  Sie  wird  gefunden,  indem  man  die  vcrgd^te 
Summe  von  Keilen  auf  die  Normalform 

©'  _i_  ©»" ©®  _i_  e»* G^v  _i_  &^' 

öv    -|-  dt     =  at(p  -fr  Jt^  =  Jtcu   -|-  aV(ä 

bringt,  und  dann  die  Spiegelungen  an  den  Ebenen  <p,  ca;  if,  is  oder  o, 
q>';  iSj  ^'  hintereinander  a/usführt: 

S  =  {9,  (ö  }{^,  üT  )  =  {^,  lar  }  {9,  cj  }, 
S=[(Oj  <p']  [is,  ^'}  =  {^,  ^']  {o,  9?'}. 
Bestimmt  inan  also  die  Bewegung  S  demgemäsSy  so  ist  immer 

x[S}x,     u{S]u, 

wie  auch  der  Punkt  x  und  die  Ebene  u  gewählt  sein  mögen,  mit  deren 
Hülfe  man,  durch  Vermittelung  des  die  Summe  2^  begleitenden  Stabes 
und  Keiles 

®^  =  @l',  ru  =  ru 

die  Punkte  x,  x'  und  die  Ebenen  u,  u    definirt  hat. 
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Fig.  18. 


Dass  der  Satz  links  richtig  ist,  zeigt  die  Figur  12.  Zerlegt  man 
die  gegebene  Summe  von  Keilen,  wie  vorgeschrieben,  so  wird  damit 
auch  der  begleitende  Stab  als  Summe  zweier  Stäbe 

X,  X     f  *,  X 

dargestellt.  Die  Geraden  dieser  Stäbe 
stehen  aufeinander  senkrecht.  Jetzt 
aber  ist  die  Zuordnung  zwischen  den  Xj 
Punkten  x,  und  x/  vermittelt  durch 
eine  Drehung  S\  deren  Axe  parallel 
ist  zur  Geraden  x^x^,  und  die  Zu-  ''^ 
Ordnung  zwischen  x^  und  X2  ebenso 
durch    eine    Schiebung  £•"    in    der 

Richtung  dieser  Axe.  Die  Drehung  und  die  Schiebung  sind  vertausch- 
bar; die  Drehung  S'  wird  erzeugt  durch  die  Spiegelungen  { 9) } ,  { o } 
oder  {o},  {9'),  die  Spiegelungen  an  den  Begrenzungsebenen  des 
Keiles  &'  (deren  Spuren  in  der  Figur  angegeben  sind);  ebenso  die 
Schiebung  S"  durch  die  Spiegelungen  an  den  Begrenzungsebenen  des 
Keiles  fö";  setzt  man  schliesslich  Drehung  und  Schiebung  zusammen, 
so  entsteht  genau  dieselbe  Zuordnung  zwischen  den  Punkten  x,  x',  die 
durch  die  Summe  Ä'  +  ®"  von  Keilen  vermittelt  wird. 

Aehnlich  beweist  man  die  andere  Hälfte  des  aufgestellten  Satzes. 

Wir  construiren  einzeln  die  beiden  Keile  fö^  und  ^,  die  beide 
zu  der  Ebene  u  gehören,  und  von  denen  der  erste  den  Keil  ^', 
der  zweite  den  Keil  ^''  begleitet.  Die  Construction  beider  Keile 
haben  wir  vorhin  angegeben  (man  vergleiche  die  Figur  11  und  den 
zugehörigen  Text).  Die  Construction  der  Ebenen  u^  und  m^',  die  zu- 
sammen mit  u  den  Keil  ^^  begrenzen  können,  ist  nun  vollkommen 
identisch  mit  der  in  §  2  angegebenen  Construction,  vermöge  deren 
wir  dort  die  zwei  durch  S'  einander  zugeordneten  Ebenen  be- 
stimmt hatten,  deren  eigentliche  Winkelhalbirende  die  Ebene  u  ist. 
(Man  vergleiche  die  Figur  11  mit  der  Figur  2,  S.  16,  die  derart  spe- 
cialisirt  zu  denken  ist,  dass  die  Geraden  U,  0,  U'  einander  schneiden.) 
Ist  ferner  95"  der  zu  dem  Keil  Ä"  gehörige  Vector,  so  ist  der  zu  dem 
b^leitenden  Keil  Ä^  gehörige  Vector  SSg  die  Projection  von  SB"  auf 
die  Normale  der  Ebene  u  (s.  S.  45).  Um  also  die  Summe  Ä^  -j-  Sg 
zu  bilden ,  hat  man  die  Endebene  %'  des  Keiles  fi^  ==  ^  längs 
des  Vectors  SS^  parallel  zu  verschieben  (vgl.  die  Figur  9,  S.  42,  und 
den  zugehörigen  Text):  Wird  auf  diese  Art  die  Ebene  u  erhalten, 
so  ist 

ßk    _l      ö     Ö"' 

oCj  "1-*  oCj  ^  ot  14  . 
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Statt  nun  aber  die  Ebene  u^  um  den  Yector  93,  zu  yerscbieben^  kann 
man  sie  auch  um  den  Yector  SS'"  selbst  verschieben:  Denn  zerleg  man 
^"  in  der  Richtung  der  Normale  von  u  und  senkrecht  dazu^  so  fallt  die 
zweite  Gomponente  von  %S"  in  die  Ebene  u/  selbst  hinein  (man  vergleiche 
die  Figur  11;  ^"  ist  auf  der  Geraden  des  zu  W  gehörigen  Stabes  zu 
denken);  eine  Verschiebung  längs  dieser  zweiten  Gomponente  ändert  die 
Ebene  w^'  also  nicht.  Bei  einer  Verschiebung  der  Ebene  w/  um  SB" 
aber  geht  diese  Ebene  gerade  in  die  Ebene  u'  über,  die  durch  die  zu 
S=  S'S"  gehörige  affine  Transformation  3^^  der  Ebene  w  zugeordnet 
wird.  (Man  vergleiche  nochmals  die  Figur  %  S.  16.  Die  Ebenen  u^  und 
u^  sind  durch  o  gehend  und  parallel  zu  den  Ebenen  «,  u'  zu  denken^ 
ebenso  sind  die  zu  der  Drehung  S'  gehörigen  ümwendungsaxen  U^, 
D,  Ui'  parallel  zu  U,  D,  U'  und  sie  gehen  durch  o.  Die  Ebene  u' 
z.  B.  geht  dann  aus  u^  hervor,  wenn  man  die  Ebene  ti^  längs  des 
Vectors  SS"  =  So  parallel  verschiebt,  womit  dann  auch  U^'  in  U' 
übergeht) 

Hiermit  haben  wir  unseren  Satz  bewiesen.  Erinnern  wir  uns  noch, 
dass  nach  der  Definition  des  Keiles  der  Winkel  (9),  cd)  =  {jfQ^  q>')  stets 
von  einem  Rechten  verschieden  ist,  so  sehen  wir: 

V.  Mit  jeder  geometrischen  Summe  von  Keilen  ist  eine  Bewegung  8 
verbunden,  die  keine  Umschraübung  ist,  und  umgekehrt. 

Die  Summe  von  Keilen  und  die  Bewegung  haben  denselben  Träger. 
Zerlegt  man  S  in  eine  Drehung  S'  und  eine  mit  dieser  vertauschbare 
Schiebung  S",  S=  S'  S'\  und  bringt  man  andrerseits  die  Summe  von 
Keüen  auf  die  Normalform,  2J^  =  Ä'  -|-  Ä",  so  ist  die  Tangente  tg^ 
des  halben  Drehungswinkds  von  S  oder  S'  die  Oeffnung  des  eigent- 
lichen Keiles  Ä'  und  die  halbe  Schiebungsgrösse  rj  von  S  oder  S"  ist 
die  Sperrung  des  u/neigentlidien  Keiles  Ä". 

Es  gehört  also  insbesondere  eu  jedem  eigenäichen  Keü  eine  Drehung y 
m  jedem  uneigenüichen  eine  Schiebung ,  und  isum  Keil  Null  die  iden-- 
tische  Bewegung. 

Wir  werden,  um  für  diese  Verhältnisse  einen  einfachen  Ausdruck 
zu  haben,  sagen,  die  Bewegung  S  und  die  geometrische  Summe  von 
Keilen  seien  einander  associirt  Wir  können  dann  den  oben  bewiesenen 
Satz  so  ausdrücken: 

Ist  ©X  =  @x  ^'w   begleitender  Stab  und  ^  =  Äu  ein  begleitender 

Keü  einer  geometrischen  Summe  von  Keilen,  so  wird  dem  Punkte  x  der 

Punkt  x'  und  der  Ebene  u  die  Ebene  u'  durch  die  der  Summe  associirte 

Bewegung  S  zugeordnet: 

x{S]x,     u[S]u. 
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Wir  betrachten  nun  gleichzeitig  verschiedene  Summen  von  Keilen, 
die  nmimehr  durch  einfache  Buchstaben  ^^^  ^, . . .  bezeichnet  werden 
mögen,  und  die  ihnen  associirten  Bewegungen  S^y  S^, . , , .  Bilden  wir 
dann  die  Summe  S  »»  ^^  -|-  ^  -|-  •  •  • ,  so  gehört  zu  dieser  eine  neue 
Bewegung  S.  Da  der  nahe  liegende  Ausdruck  „geometrische  Addition 
Yon  Bewegungen^'  leicht  zu  Missverständnissen  würde  Anlass  geben 
können,  so  wollen  wir  zur  Bezeichnung  dieser  Abhängigkeit  der  Be- 
wegung S  von  den  Bewegungen  S^,  Ä^, ...  ein  anderes  Wort  wählen:  wir 
nennen  die  Operation,  die  zur  Construction  von  S  föhrt,  lineare  Super- 
Position  der  Bewegungen  iS^,  Sj, . . .  .  Das  Beiwort  „linear^'  wird  zu- 
gefügt zum  unterschiede  von  anderen  Arten  der  Superposition,  die 
später  einzuführen  sein  werden;  es  soll  andeuten,  dass  diese  Art  der 
Snperposition  in  einer  nahen  Beziehung  steht  zur  Theorie  der  coUinearen 
Transformationen  %^,  %^, 

Zur  Erklärung  dieser  linearen  Snperposition  dienen  uns  also  die 
folgenden  durch  das  Vorhergehende  als  richtig  nachgewiesenen  Sätze: 


6a.  7^^  der  Punkt  o  Mute  der 
Sehnen  ||'  und  r^rf  in  Bezug  auf 
zfcei  gegdfene  Bewegungen,  die  nicht 
Umschraubungen  sind,  und  werden 
die  Punkte  f,  f'  mit  Hülfe  des 
StäbeparaUelogramms  nach  der  Vor- 
sdirifl 

©f  =  ©f  +  @J 

©1=  ©!'+  ©?' 

eonstruirt,  so  ist  ü'  Setme  einer 
hestimnUen  dritten  Bewegung,  die 
tcieder  keine  Umschraübtmg  ist  (und 
zwar  ist  der  Punkt  o  naMrlich  die 
Mitte  auch  dieser  Sehne), 


6  b.  Ist  die  Ebene  (o  eigentliche 
WinkelhaMrende  der  Ebenenpaare 
tp,  q>'  und  ^,  ^'  mit  Bezug  auf 
zwei  gegebene  Bewegungen,  die  nicht 
Umschraubungen  sind,  und  werden 
die  Ebenen  %,  %  mit  Hülfe  des 
Keiltrapezes  (oder  Vectorendreiecks) 
construirt  nach  der  Vorschrift 

v^to  ^^  öVeu  "7"  «V(|» 

so  entspricht  der  Ebene  %  dieEbene  % 
in    einer    bestimmten    dritten    Be- 
wegung   (und    CD    ist    die    eigent- 
liche Winkelhaibirende  dieser  beiden 


Ebenen), 

Die  construirte  dritte  Bewegung  ist  beidemal  dieselbe.  Wir  sagen, 
sie  sei,  aus  den  beiden  ersten  durch  „lineare  Superposition^*  entstanden. 

Diese  Definition  ist  nun  noch  zu  ergänzen  durch  eine  weitere,  die 
der  „geometrischen  Multiplication  einer  Summe  von  Keilen  oder  Stäben 
nait  einer  Zahl  c"  entspricht: 

7.  Wenn  zwei  Bewegungen  S  und  S',  die  nicht  Umschrau- 
bungen sind,   denselben  Träger  haben,  und  wenn  zwischen  ihren  halben 

Stnd/i  Oeometrio  der  Dynamen.  4 
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DreJmngsmnkeln  d",   d^'   und   Schiebungsgrössen   ri   ri'  die   Bejiiehungen 
stattfinden: 

so  sagen  wir,  die  Bewegung  8'  sei  aus  der  Bewegung  8  durch  ,,lineare 
8treckung^^  im  VerhaUniss  c :  1  hervorgegangen. 

Die  lineare  Streckung  hat,  wie  aus  dem  Yorhergelienden  sich 
ergiebt,  die  Wirkung,  dass  alle  Sehnen  xx  unter  Erhaltung  ihrer 
Mitten  im  Verhältniss  c :  1  vergrössert  werden,  und  ebenso  die  Oeif- 
nungen  aller  Keile  Ä^  =  ^^ ,  die  durch  ein  Paar  zugeordneter  Ebenen 
u,  u    und  deren  eigentliche  Winkelhalbirende  u  bestimmt  sind. 

Nach  diesen  Erklärungen  können  wir  das  Ergebniss  unserer  Unter- 
suchungen sehr  einfach  ausdrücken: 

VI.  Summen  von  Keilen  werden  geometrisch  addirty  indem  man 
die  Urnen  associirten  Bewegungen  linear  superponirt,  und  umgekehrt 

Eine  Summe  von  Keilen  wird  mit  einer  Zahl  c  geometrisch  mul- 
tiplicirty  indem  man  die  ihr  assodirte  Bewegung  einer  linearen  Streckung 
im  Verhältniss  c :  1  unterwirft. 

Eine  selbstverständliche,  aber  für  unsere  Untersuchung  wichtige 
Folgerung  ist  nunmehr  der  Satz: 

„Ist  eine  Gerade  D  Querlinie  der  Träger  zweier  Bewegungen,  so 
„ist  sie  auch  Querlinie  der  Träger  aller  der  cx>*  Bewegungen,  die 
„durch  lineare  Streckungen  und  nachfolgende  lineare  Superposition 
„aus  diesen  abgeleitet  werden  können.'^ 

Natürlich  hätten  wir,  mit  demselben  oder  sogar  wohl  mit  noch 
besserem  Rechte,  wie  von  einer  „linearen  Superposition"  der  Bewegungen, 
von  einer  solchen  der  affinen  Transformationen  %^,  %^  reden  können. 
Wir  brauchen  diese  Ausdrucksweise  aber  nicht,  da  wir  ohnehin  schon 
eine  ziemlich  verwickelte  Terminologie  einführen  mussten,  und  diese 
nicht  ohne  wirkliche  Noth  noch  verwickelter  machen  woUen. 


§7. 
Die  geometrische  Addition  der  Motoren. 

Die  geometrische  Addition  der  Summen  von  Eeüen  oder  Sieben, 
und  die  lineare  Superposition  von  Bewegungen,  die  wir  im  vorigen 
Paragraphen  untersucht  haben,  lässt  sich  nun  in  sehr  einfacher  Weise 
ausführen  mit  Hülfe  einer  Figur,  die  aus  zwei  geraden  Linien  besteht. 

Bemerken  wir,  dass  von  den  Spiegelungen,  durch  die  wir  die 
einer  Summe   von  Keilen    associirte  Bewegung   8  dargestellt   hatten, 
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die  Spiegelungen  an  den  Ebenen  q),  ca^g)'  vertausclibar  sind  mit  denen 
an  den  Ebenen  ^,  oSy  ^\  so  folgt^  dass  wir  die  Bewegung  8  auch  so 
darstellen  können: 

S=  W,  *)  {o,  cor)  =  {©,  -m]  [q>\  ^'}. 
Nun  sind  aber  die  in  Klammern  gesetzten  Ausdrücke  XJmwendungen  — 
dieselben,  die  wir  schon  betrachtet  und  mit  { U } ,  { ^ } ;  {^'\  bezeichnet 
liatten:  Es  ist 

wenn  unter  U,  D,  U'  die  Schnittlinien  der  Ebenen  9,  ^;  a>,  ^; 
9',  V''  verstanden  werden. 

Die  Figur  der  Geraden  U,  D  oder  D,  U'  ist  nun  nicht  ein 
beliebiges  Paar  von  eigentlichen  Geraden;  sie  ist  vielmehr,  wie  aus 
unseren  Darlegungen  sich  ergiebt,  an  die  Beschränkung  gebunden,  dass 
die  beiden  Geraden  des  Paares  sich  nicht  rechtwinklig  kreuzen  oder 
schneiden  dürfen.  Wir  werden  nunmehr  für  diese  besondere  Figur  ein 
eigenes  Wort  einführen: 

Wir  nennen  allgemein  Motor  (mötor)  die  Figur  zweier  in 
eine  bestimmte  Reihenfolge  gesetzter  eigentlicher  gerader  Linien  3E,  ^, 
die  der  einzigen  Bedingung  unterworfen  sind,  sich  nicht  rechiwinUig 
zu  schneiden  oder  zu  kreuzen.  Wir  stellen  diesen  Motor  durch  das 
Symbol  Wlf  dar. 

Ist  ang  (X,  ^)  der  bis  auf  das  Vorzeichen  und  mod.  ^  bestimmte 
Winkel,  den  die  „Anfangslinie''  X  und  die  „Endlinie''  ^  des  Motors 
einschliessen,  so  nennen  wir  die  nach  Voraussetzung  endliche  Grösse 
tg  ang  (X,  D)  (tangens  anguli)  die  Oeffnung  des  Motors.  Als  Lmgej 
dist  (X,  ^)  des  Motors  bezeichnen  wir  femer  die  kürzeste  Entfernung 
der  Endlinie  D  von  der  Anfangslinie  H  des  Motors.  Oeffnung  und 
Länge  eines  Motors  sind  hiernach  beide  nur  bis  aufs  Vorzeichen  be- 
stimnoit;  da  aber  die  positive  Richtung  einer  Geraden  auch  den  posi- 
tiven Drehungssinn  um  die  Gerade  angiebt  und  umgekehrt,  so  ist  mit 
der  Entscheidung  über  das  Vorzeichen  der  einen  von  diesen  Grossen 
auch  das  Vorzeichen  der  anderen  bestimmt.  Schneiden  sich  die  beiden 
(xeraden  X,  ^  im  Endlichen,  ist  also  die  Länge  des  Motors  gleich 
Null,  so  nennen  wir  den  Motor  einen  Elotor  (rötor,  kurz  für  rotator), 
und  wir  brauchen  ebenso  den  Ausdruck  Translator,  wenn  die  Geraden 
I,  D  parallel  sind,  wenn  also  die  Oeffnung  des  Motors  verschwindet*). 


•)  Die  Ausdrücke  Botor  und  Motor  kommen  bei  Clifford  vor.    Sie  bedeu- 
ten bei  ihm  infinitesimale  Drehungen  und  Bewegungen;  Rotor  bezeichnet  daneben 

4* 
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Der  Begriff  des  Motors  nmfasst  also  die  Begriffe  Rotor  und  Translator; 
der  Translator  aber  ist  ein  Grenzfall  des  Rotors ,  wiewohl  er  im 
Gegensatz  zu  diesem  eine  von  Null  verschiedene  Lange  hat.  Geht 
man  von  einem  Rotor  zu  einem  Translator  continuirlich  über,  so 
springt  in  der  Grenze  die  Länge  dieses  Motors  von  Null  auf  einen 
endlichen  Werth. 

Nun  ergiebt  sich  aus  der  untersuchten  Beziehung  von  Motoren 
zu  Summen  Ä'+  Ä"  von  Keilen  und  zu  endlichen  Bewegungen  (§  6) 
sofort  ein  Aequivalenzbegriff  für  Motoren: 

Wir  setzen  zwei  Motoren  3K|*  und  9Ä^  einander  gleich,  wenn  die 
Umwendungen  um  X^  und  D^^  nach  einander  ausgefiihrt,  dieselbe  Be- 
wegung ergeben,  wie  die  Umwendungen  um  3E,  und  9)^;  in  Zeichen, 
wir  setzen: 

äRj  =  aRj,     umn     {X„  DJ  =  {3E,,  D,}. 

Danach  werden  insbesondere  alle  die  Motoren  (Translatoren)  ein- 
ander ,;  gleich  ^^  sein^  deren  Anfangs-  und  Endlinien  zusammenfallen. 
Es  wird  sich  zweckmässig  erweisen ,  diese  besonderen  Motoren  ,^leich 
NuU"  zu  setzen,  und  für  sie  das  Zeichen  der  Null  zu  benutzen: 

Hieran  schliessen  wir  den  Begriff  des  ^^Trägers'^  eines  Motors. 
Ist  die  Oeffnung  des  Motors  9R|  von  Null  verschieden,  so  haben  die 
Geraden  dl,  ^  eine  völlig  bestimmte  gemeinsame  Normale;  das  eigent- 
liche Linienkreuz,  dessen  Hauptaxe  diese  Normale  ist,  nennen  wir-  dann 
den  Träger  des  Motors  3K|.  Ist  aber  der  Motor  ein  (von  Null  ver- 
schiedener) Translator,  sind  also  die  Geraden  X,  D  parallel,  so  giebt 
es  oo^  gemeinsame  Normalen  von  X,  ^,  und  diese  sind  Hauptaxen 
eines  einzigen  uneigentlichen  Linienkreuzes,  das  wir  den  Träger  des 
Translators  3K|  nennen  (S.  §  1 ,  S.  5).  Als  „  Träger  eines  Translators 
im  weiteren  Sinne^^  bezeichnen  wir  daneben  jedes  eigentliche  Linien- 
kreuz, dessen  Hauptaxe  zu  den  gemeinsamen  Normalen  von  X  nnd 
^  parallel  ist.  Als  „Träger  des  Motors  Null^^  ist  natürlich  jedes 
beliebige  Linienkreuz  anzusehen. 

Haupt-  und  Nebenaxe  des  Trägers  eines  Motors  können  kürzer 
Haupt-  und  Nebenaxe  des  Motors  selbst  genannt  werden.     Hauptaxe 

(unzweckmässiger  Weise,  wie  uns  scheint)  noch  einen  anderen,  unserem  „Stab^' 
verwandten,  übrigens  nicht  klar  definirten  Begriff.  Da  für  infinitesimale  Be- 
wegungen, auch  in  der  englischen  Sprache,  besondere  Worte  nicht  erforderlich 
sind,  so  glauben  wir  die  Clifford'schen  Ausdrücke  in  einem  neuen  Sinne 
benutzen  zu  dürfen,  um  so  eher,  als  Clifford  selbst  in  einem  ähnlichen  Fall 
ganz  ebenso  zu  Werke  gegangen  ist. 
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eines  Motors  3R^,  der  nicht  Translator  ist,  ist  also  die  gemeinsame 
Normale  von  3£  und  ^. 

Anfangs-  und  Endlinie  eines  beliebigen  Motors  sind  Querlinien 
seines  Tragers;  und  jede  beliebige  dieser  Querlinien  kann  sowohl  als 
Anfangs-  wie  als  Endlinie  des  Motors  auftreten. 

Ein  Motor  von  nicht  verschwindender  Oeffnung  ändert  sich  nicht, 
wenn  man  ihn  um  seine  Hauptaxe  beliebig  schraubt;  ein  Trans- 
lator ändert  sich  nicht  bei  einer  Schraubung  um  eine  Axe,  die  die 
Richtung  seiner  unbestimmten  Hauptaxe  hat.  Es  giebt  hiemach 
00*  von  Translatoren  verschiedene  Motoren^  darunter  cx>^  Rotoren,  und 
jeder  von  diesen  kann  auf  oo'  Arten  durch  ein  Paar  gerader  Linien 
dargestellt  werden;  es  giebt  aber  nur  cx)^  von  Null  verschiedene 
Translatoren,  und  jeder  von  diesen  kann  auf  oo'  Arten  durch  ein 
Paar  von  Parallelen  dargestellt  werden.  Die  unendlich  fernen  Punkte 
dieser  Parallelen  erfüllen  die  Nebenaxe  des  Translators.  Dazu  kommt 
noch  der  Motor  Null,  der  auf  oo^  Arten  durch  ein  Paar  zusammen- 
fallender Geraden  dargestellt  werden  kann. 

Nach  diesen  Erklärungen  ist  nun  selbstverständlich  der  Satz: 

Vn.  Jeder  geometrischere  Summe  von  Keüen  kann  man  einen 
vöUig  bestimmten  Motor  desselben  Trägers  zuordnen  ^  den  „der  Summe 
associirten'^  Motor^  und  umgekehrt, 

Ist  die  Summe  von  Keilen,  und  zugleich  die  zugehörige  Summe 
von  Stoben  auf  die  Normalform  gebracJit, 

so  ist  die  Oeffnung  des  assodirten  Motors  gleich  der  Oeffnung  des 
eigenüichen  Keiles  Ä'  und  gleich  der  Länge  des  Stabes  ©'.  Femer 
ist  die  Länge  des  assodirten  Motors  gleich  der  Sperrung  des  un- 
eigentlichen Keiles  ^"  und  gleich  dem  Moment  des  Stabepaares  @". 

Verschwindet  in  den  genannten  Summen  das  zweite  Glied  (&),  so 
redacirt  sich  der  Motor  auf  einen  Rotor,  verschwindet  das  erste  (c), 
so  reducirt  er  sich  auf  einen  Translator.  In  beiden  Fällen  kann  man 
annehmen,  dass  die  Anfangslinie  9£  und  die  Endlinie  D  des  Rotors 
oder  Translators  in  der  Anfangs-  und  Endebene  des  ihm  associirten 
Keiles  verlaufen,  derart,  dass  die  Verbindungsebene  von  3£  und  f)  auf 
den  genannten  beiden  Ebenen  senkrecht  steht. 

Im  Falle  (c)  gehört  zu  dem  Stäbepaar  @"  und  dem  Keil  Ä"  ein 
bestimmter  Vector  SS?  (11);  derselbe  Vector  gehört  dann  auch  zu  dem 
zu  Ä"  associirten  Translator:  Die  Punkte  ^,  rj  werden  unmittelbar 
gefanden,  wenn  man  die  Geraden  3£,  2)  i^  irgend  einer  ihrer  Lagen 
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mit  einer  ihrer  gemeinsamen  Normalen  zum  Schnitt  bringt.    Wir  hätten 
daher  die  Gleichheit  zweier  Translatoren  auch  so  erklären  können: 

Zwei  Tramlatoren  sind  gleich ,  wenn  zu  beiden  derselbe  Vedor  ge- 
hört, — 

Wir  wenden  uns  nun  zurück  zu  der  in  §  6  angestellten  Be- 
trachtung. 

Es  seien  vorgelegt  zwei  verschiedene  geometrische  Summen  von  Keilen 
und  die  Summe  dieser  beiden  Summen;  sind  dann  die  Bewegungen  {O^  X} 
und  (O;  ^)  den  beiden  Summanden  associirt^  so  kann,  nach  dem 
letzten  Satze  des  §  6,  die  der  Summe  associirte  Bewegung  in  der  Form 
{O;  3}  dargestellt  werden.  Die  drei  den  genannten  Summen  asso- 
ciirten  Motoren  sind  dann  aber  Sf^^;  ^B;  ^§*  Um  also  den  letzten 
Motor  zu  finden,  braucht  man  nur  die  Gerade  3  zu  construiren.  Diese 
Construction  ergiebt  sich  aber  in  doppelter  Gestalt  durch  Specialisirung 
der  beiden  Constructionen  6  a)  und  6  b):  Man  braucht  nur  anzunehmen, 
dass  der  mit  o  bezeichnete  Punkt  die  Gerade  D  durchläuft,  und  dass 
die  Ebene  co  sich  um  die  Gerade  O  dreht.  Wie  dann  die  Punkte 
I,  I',  ly,  ri'  und  die  Ebenen  q>,  q>\  ^,  ^'  zu  finden  sind,  haben  wir 
früher  schon  gesehen  (s.  §  2).  So  kommen  wir  zu  der  folgenden 
Construction : 

7.  Es  seien  vorgelegt  zwei  Motoren  5Ko  und  9RB  mit  gemeinsamer 
Änfangslinie,  drei  Gerade  D,  X,  ^  also,  deren  erste  die  beiden  anderen 
nicht  rechtwinklig  schneidet  oder  Jcreuzt. 

a)  Man  schneide  diese  Geraden 
mit  einer  zu  D  senkrechten  Ebene 
in  Punkten  o,  5?  Vf  ^^  construire 


dann  einen  Punkt  ^  mit  Hülfe  des 
Stähe^rdUelogramms : 

©!  +  @?  =  ©o^ 


b)  Man  verbinde  diese  Geraden 
mit  einer  zu  D  senkrechten  Rich- 
tung durch  Ebenen  cd,  q>^  ^,  und 
construire  dann  eine  Ebene  %  mit 
Hülfe  des  Keiltrapezes  (des  Vecto- 
rendreiedcs): 

ßiV    I    ß'^ &x 

oVtü    ^1       Ovo>    *~-~    wV(|>   . 

Dann  ist  der  Ort  des  Punktes  g  und  der  Ebene  %  eine  und  diesdbe 
eigentliche  Gerade  Q^  die  die  Gerade  D  ebenfalls  nicht  redUwinMig 
kreuzt  oder  schneidet,  und  also  mit  D  zusammen  einen  Motor  SW§ 
definiri. 

Wir  nennen  diesen  Motor  die  geometrische  Sum^ne  der  Motoren 
äWb,  3Wg,  und  wir  drücken  diese  Beziehung  durch  die  symbolische 
Gleickumg 

aus. 
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Um  die  Identität  der  Ergebnisse  beider  Constructionen  zu  erkennen, 
braucht  man  übrigens  nicht  die  allgemeinen  Sätze  6  a)  und  6  b)  gleich- 
zeitig heranzuziehen:  Hat 

man  etwa  die  Construction  1  JC 

7  a)  aus  dem  Satze  6  a)  ab- 
geleitet, so  ergiebt  sich 
sofort  auch  die  andere 
Construction  7  b).  Man 
vergleiche  die  beiden  Fi- 
guren 13  und  14.  Die 
erste  zeigt  einige  der  Pa- 
raUelogramme,  die  zur 
Construction  der  Geraden 
3  führen.  (Zwei  —  im 
Allgemeinen  —  unter  die- 
sen Parallelogrammen,  die 
übrigens  nicht  nothwen- 
dig  reell  sind,  haben  den 
F^heninhalt  Null.)  Die 
Figur  14  zeigt  dieselben 
vier  Geraden,  orthogonal 
projicirt  in  einer  Lage, 
in  der  die  Gerade  O  zur 
Ebene  der  Tafel  parallel 
ist*,  die  Spurlinien  der  mit 
^9  9^}  tf  X  bezeichneten 
Ebenen   fallen    dann    mit 

den  Projectionen  von  O,  3£,  ^,  3  zusammen,  wenn  cd  senkrecht  zur 
Ebene  der  Tafel  angenommen  wird.  Man  erkennt  also  ohne  Weiteres, 
dass  auch  die  Construction  7  b)  zu  derselben   Geraden  3  f^rt. 

Ausnahmefälle,  in  denen  die  Constructionen  unter  7  a)  und  7b) 
illusorisch  würden,  giebt  es  nicht;  es  sei  denn,  dass  man  von  einer 
Ausnahme  reden  will,  wenn  die  zu  construirenden  Parallelogramme 
sammtlich  die  Fläche  Null  haben,  oder  wenn  an  Stelle  des  Eeiltrapezes 
das  Yectorendreieck  gesetzt  werden  muss.  Wir  haben  daher  zur  Er- 
gänzung unserer  Definition  7)  nur  eine  weitere  Definition  aufzustellen: 

8.  Ein  Motor  eines  gegebenen  Trägers  wird  mit  einer  Zahl  c  geo- 
metrisch multiplicirt,  indem  man  seine  Oeffnung  und  seine  Länge  mit 
dieser  Zahl  mtdtiplicirt. 

Führt  man  diese  Operation  z.  B.  an  dem  Motor  SRo  in  der  Weise 


ng.  13. 
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aus,  dasB  man  die  Anfangslinie  O  festhält^  so  werden  alle  die  mit 
o|  bezeichneten  Strecken  im  Yerhältniss  c :  1  yergi'össert.  Die  End- 
linie   des    Motors    beschreibt    dabei     eine     Linienfläche,    und    zwar, 

wenn  2Ro  weder  ein  Rotor, 
noch  ein  Translator  ist,  ein 
sogenanntes  orthogonales  Pa- 
raboloid,  dieselbe  Flache,  die 
auch  von  den  Geraden  o|  er- 
füllt wird.  Die  gemeinsame 
Hauptaxe  aller  der  so  erhal- 
tenen, durch  das  Symbol 

darzustellenden  Motoren  ge- 
hört dieser  zweiten  Schaar 
von  erzeugenden  Geraden  des 
Paraboloids  an;  sie  schneidet 
die  Gerade  O  unter  rechtem 
Winkel  (im  Scheitel  dieser 
Fläche).  Projicirtmansämmt- 
liche  Erzeugende  der  Flache 
auf  die  Verbindungsebene  die- 
ser beiden  Geraden  (die  Tangentialebene  im  Scheitel),  so  entstehen  zwei 
zu  einander  orthogonale  Büschel  von  Parallelen.  Noch  einfachere  Ver- 
hältnisse  treten  natürlich  ein,  wenn  der  Motor  Tlfo  insbesondere  ein 
Rotor  oder  Translator  ist. 

Der  oben  bewiesene  Satz  kann  nunmehr  so  ausgedrückt  werden: 

Vin.  Summen  von  Keüen  werden  geo^netrisch  addirty  indem  man 
die  ihnen  associirten  Motoren  geometrisch  addirt,  und  umgekehrt. 
Dieselbe  Besfiehung  besteht  femer  zwischen  den  beiden  als  y^geometri- 
sehe  Multiplication  von  Keilsummen  und  Motoren  mit  Zahlen^'  bezeich- 
neten Operationen. 

Besonders  einfd>ch  gestaltet  sich  die  Construction  7,  wenn  die 
geometrisch  zu  addirenden  Motoren  beide  Rotoren  sind,  deren  Haupt- 
axen  einander  nicht  schneiden.  Man  errichte  dann  in  den  Schnitt- 
punkten von  O  mit  9£  und  ^  Ebenen  senkrecht  auf  D  und  bringe 
diese  mit  9)  und  X  zum  Schnitt:  Die  Verbindungslinie  der  Schnitt- 
punkte ist  die  Gerade  3*  Umgekehrt  ergeben  sich  aus  dieser  Con- 
straction  alle  Zerlegungen  eines  Motors  SDi^  in  zwei  Rotoren. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Motoren  SR^  =  SRo  und  3Äj  =  SK?  nicht 


Fig.  14. 
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Translatoren  sind^  und  dass  ihre  Hauptaxen  nicht  in  einer  Ebene 
li^en,  80  ergiebt  sich  (wie  übrigens  auch  unter  noch  etwas  allgemein 
Deren  Voraussetzungen)  ak  Ort  der  Hauptaxen  aller  Motoren  der  Form 

eine  geradlinige  Flache,  das  sogenannte  Cylindroid.  Diese  erweist  sich^ 
nach  §  2,  sofort  als  der  Ort  der  Hauptaxen  aller  der  Nullsysteme,  die 
zu  den  Bewegungen  gehören,  die  den  genannten  Motoren  oder  den 
zugehörigen  Summen  von  Keilen  associirt  sind.  Dieselbe  Fläche  ent- 
hält übrigens  die  Hauptaxen  nicht  nur  der  bezeichneten  (zweistu- 
figen) linearen  Mannigfaltigkeit  yon  Motoren,  sondern  sie  gehört  in 
gleicher  Weise  zu  oo^  solchen  Mannigfaltigkeiten.  In  der  That,  zer- 
legt man  jeden  der  beiden  Motoren  ÜJi^,  STJ,  in  Rotor  und  Translator 
mit  gemeinsamem  Trager  3R,-  ^=  9K/  -}-  ^^'  ^  und  bezeichnet  man  mit 
^r  einen  Translator  desselben  Tragers,  dessen  Sperrung  gleich  der 
Oeffoung  des  Rotors  9K/  ist,  dessen  Yector  also  parallel  und  an  Länge 
gleich  ist  dem  Stab,  der  mit  dem  Rotor  3K/  verbunden  ist,  so  ist  klar, 
dass  für  jeden  Werth  von  k  der  Motor 

dieselbe  Hauptaxe  hat,  wie  der  Motor 

Denn  es  leuchtet  ein,  dass  jede  lineare  Relation  zwischen  geome- 
trischen Summen  von  Stäben  richtig  bleibt,  wenn  man  jeden  einzelnen 
Stab  durch  einen  ihm  pai-allelen  und  an  Länge  gleichen  Yector  ersetzt. 

Wir  erwähnen  noch  beiläufig  eine  einfache  Erzeugungsweise  des 
Cjlindroids,  die,  soviel  uns  bekannt,  bis  jetzt  nicht  mit  der  mechani- 
schen Bedeutung  dieser  Fläche  in  Verbindung  gebracht  worden  ist, 
übrigens  aber  von  uns,  wie  das  CjUndroid  überhaupt,  weiterhin  nicht 
benutzt  werden  wird.    Setzen  wir  nämlich 

80  ist  der  Ort  der  Oeraden  3^  ^©i  veränderlichen  Werthen  von  c^  und 
c^ ,  ein  lAniennek,  nämlich  der  Ort  aller  Oeraden,  die  zwei  windschiefe 
(reelle  oder  conjugirt-imaginäre)  gerade  Linien  schneiden.  Es  sind  das 
die  sogenannten  Leitlinien  des  Netzes;  sie  gehören  dem  Cylindroid 
selbst  an,  und  haben  als  gemeinsame  Normale  dessen  „Axe^^  D.  Das 
Cylindroid  ist  nun  der  Ort  der  gemeinsamen  Normalen  dieser  Axe 
und  der  übrigen  Oeraden  des  Netzes.  Die  Oeraden  der  Fläche  sind, 
als  Leitlinien  je  eines  solchen  das  Cylindroid  erzeugenden  Netzes,  in 
bestimmter  Weise  gepaart.    In  dieser  Ei*zeugungsart  ist  als  besonderer 
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Fall  eine  noch  einfachere  enthalten^  die  das  Cjlindroid  als  Ort  der  ge- 
meinsamen Normalen  einer  Geraden  0  und  der  Strahlen  eines  ebenen 
Büschels  entstehen  lässt.  Jeder  nicht  auf  der  Axe  O  gelegene  Punkt 
der  F^he  ist  Scheitel  eines  solchen  die  Fläche  erzeugenden  Büschels, 
dessen  Ebene  eine  Tangentialebene  der  Fläche  ist,  und  diese  in  einer 
Geraden  und  einer  Ellipse  durchsetzt*). 

Schliesslich  wollen  wir  noch  erwähnen,  dass  unsere  geometrische 
Addition  der  Eeile  und  Motoren  als  eine  Erweiterung  der  bekannten 
von  Möbius,  H.  Grassmann  und  Anderen  untersuchten  geometri- 
schen Addition  von  Punkten  und  Strecken  (Vectoren)  einer  Ebene 
augesehen  werden  kann.  An  Stelle  der  mit  Gewichten  belasteten 
Punkte  können  nämlich  Keile  gesetzt  werden.  Aehnliche  Constructionen 
sind  übrigens  auch  im  Räume  möglich. 


§8. 

Die  geometrisohe  Addition  der  Quirle  duroh  Qnirlvierflaoh 

und  Quirltrapez. 

Neben  den  Stab,  die  Figur  zweier  Punkte,  und  den  Keil,  die 
Figur  zweier  Ebenen,  kann  man  eine  dritte  Figur  von  gleicher  Con- 
stantenzahl  und  auch  sonst  verwandter  Beschaffenheit  stellen,  nämlich 
die  Figur  eines  Punktes  und  einer  Ebene.  Denken  wir  uns  von  dem 
Punkt  auf  die  Ebene  eine  Senkrechte  gefällt,  und  nehmen  wir  deren 
Fusspunkt  als  Scheitel  eines  in  der  Ebene  gelegenen  Büschels  gerader 
Linien,  so  entsteht  eine  Figur,  die  wir  als  „QuirP*  bezeichnen  können. 
Wir  werden  daher  die  Figur  eines  Punktes  und  einer  Ebene  selbst  Quirl 
nennen,  indem  wir  uns  vorbehalten,  diesen  Begriff  noch  genauer  zu  be- 
stimmen, und  die  Bezeichnung  auch  noch  in  gewissen  Grenzfällen  bei- 
zubehalten, in  denen  sie  eigentlich  keinen  Sinn  mehr  hat. 

Giebt  es  nun  auch  eine  „geometrische  Addition"  dieser  Quirle,  die 
der  der  Stäbe  und  Keile  angereiht  werden  könnte? 

Wir  wollen  versuchen,  dieser  an  sich  sehr  unbestimmten  Frage 
eine  schärfere  Fassung  zu  geben,  und  sie  dann  zu  beantworten,  indem 


*)  Wir  verweisen  wegen  des  Cylindroids  und  seines  Zusammenhangs  mit  der 
Zusammensetzung  der  Dynamen  auf  Sir  B.  BalTs  „Theory  of  Screws''  (Dublin, 
1876)  —  in  deutscher  Bearbeitung  unter  dem  Titel  „Theoretische  Mechanik  starrer 
Systeme'*  herausgegeben  von  H.  Gravelius  (Berlin  1889).  In  der  letzten,  dem 
Verfasser  zur  Zeit  allein  zugänglichen  Schrift  findet  sich  die  Erzeugung  des 
Cjlindroids  durch  das  Liniennetz  auf  S.  78,  allerdings  nicht  ganz  richtig,  an- 
gegeben. Ein  von  H.  Wiener  verfertigtes  Fadenmodell  des  Cylindroids  ist  kürz- 
lich im  Verlage  von  L.  Brill  (jetzt  Martin  Schilling  in  Halle)  erschienen. 
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wir  an  die  zu  suchenden  Gonstructionen  mehrere  Forderungen  stellen, 
bei  deren  Formulirung  wir  uns  durch  Analogieen  leiten  lassen. 

Bemerken  wir  zunächst,  dass  die  zu  suchende  „geometrische  Addi- 
tion^ der  Quirle  auch  als  eine  ssweite  Art  von  ^^geometrischer  Addition 
der  Stabe^  wird  angesehen  werden  können:  Wir  können  ja  im  End- 
punkt oder  im  Anfangspunkt  eines  Stabes  von  der  Länge  V  inmier 
eine  Ebene  senkrecht  auf  der  Geraden  des  Stabes  errichten,  und  so 
einen  Quirl  herstellen.  Von  dieser  neuen  Art  geometrischer  Addition 
der  Stabe  werden  wir  nun  annehmen,  dass  sie  mit  der  bisher  unter- 
suchten auf  eine  einfache  Weise  zusammenhängt:  1)  Auch  die  nun- 
mehr zu  betrachtenden  Stäbe  sollen  auf  ihren  Geraden  beliebig  ver- 
schoben werden  dürfen;  2)  zwischen  den  Längen  (t)  der  nach  der 
gewöhnlichen  Regel  geometrisch  zu  addirenden  Stäbe  und  den  Längen 
(V)  der  nach  der  neuen  Regel  zu  addirenden  Stäbe  derselben  Geraden 
soll  eine  algebraische  und  gegenseitig  eindeutige  Abhängigkeit  statt- 
finden: 

i'=  ^      («*  -  ßr)  +  0, 

derart,  dass  die  zu  suchende  neue  geometrische  Addition  in  eben  dieser 
Abhängigkeit  ihre  Erklärung  findet;  3)  wenn  die  Länge  l  des  ersten 
Stabes  ihr  Vorzeichen  wechselt,  so  soll  es  auch  die  Länge  V  des 
zweiten  thun.  Die  Forderungen  2)  und  3)  werden  nur  durch  die 
beiden  Annahmen 

erfüllt  Von  diesen  ist  die  erste  trivial,  und  führt  zu  der  gewöhn- 
lichen Addition  der  Stäbe  zurück;  die  zweite  aber,  an  deren  Stelle 
wir  offenbar  die  noch  etwas  einfachere 

'--4 

setzen  können,  fuhrt  zu  neuen  Gonstructionen. 

Wir  wollen  nun  diese  zweite  Annahme  näher  untersuchen,  indem 
wir  an  Stelle  der  vorübergehend  eingeführten  Stäbe  von  der  Länge  V 
Quirle  setzen  (wodurch,  wie  der  Leser  erkennen  wird,  eine  einfachere 
Ausdmcksweise  der  abzuleitenden  Sätze  sich  erreichen  lässt). 

Wir  kommen  jetzt  unmittelbar  zu  den  folgenden  Begriffsbestim- 
mungen :  * 

Wir  nennen  eigentlichen  Quirl  die  Figur  eines  eigentlichen  Punktes 
und  einer  eigentlichen  Ebene,  die  nicht  vereinigt  liegen,  sonst  aber  eine 
beliebige  Lage  haben  dürfen,  und  als  „Anfangspunkt^^  und  „Endebene'', 
oder  als  „Anfangsebene''  und  „Endpunkt''  des  Quirles  bestimmt  geordnet 
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sind.  Ist  der  Quirl  gegeben  durch  einen  Punkt  |  und  eine  Ebene 
il^,  oder  durch  eine  Ebene  q>  und  einen  Punkt  ^^  so  bezeichnen  wir 
ihn  im  ersten  Falle   durch  das  Symbol   Df ,   im   zweiten   durch   das 

Symbol  D''.  Wir  betrachten  femer  zwei  solche  eigentliche  Quirle  als 
einander  gleich,  wenn  die  Spiegelungen  an  ihren  Anfangselementen  mit 
den  Spiegelungen  an  ihren  Endelementen  (in  dieser  Reihenfolge)  zusam- 
mengesetzt^ dieselbe  ümschraubung  ergeben  (§  1).   In  Zeichen,  wir  setzen 


^j:  -  ^t 

wenn 

{tt,i>i]  -  {g,,*,}; 

^l-^l' 

wetm 

{vuVi}  =  {^j,  %I; 

ar-D;, 

wenn 

{6,  t}  —  [vi  v)' 

Ein  eigentlicher  Quirl  ändert  sich  also  nach  dieser  Definition 
nicht,  wenn  man  ihn  längs  seiner  Geraden,  der  Axe  der  genannten 
ümschraubung,  verschiebt;  er  ändert  sich  aber  auch  nicht,  wenn  man 
das  eine  seiner  Begrenzungselemente  an  dem  anderen  spiegelt  und  dann 
die  Reihenfolge  der  beiden  Begrenzungselemente  umkehrt.  Ist  z.  B. 
vorgelegt  der  Quirl  Df ,  und  ist  |^  das  Spiegelbild  des  Punktes  |  in 
Bezug  auf  die  Ebene  ^,  und  ^.  das  Spiegelbild  der  Ebene  ^  in  Bezug 
auf  den  Punkt  g,  so  ist 

Bezeichnen  wir  demnach  als  Träger  eines  eigentlichen  Quirls  das 
eigentliche  Linienkreuz,  dessen  Hauptaxe  die  Gerade  des  Quirls  ist, 
und  nennen  wir  Lcmge  des  Quirls 

den  nach  der  Definition  des  Quirls  stets  von  Null  verschiedenen  Ab- 
stand dist  (I,  ^)  der  Ebene  ^  vom  Punkte  g,  oder  den  diesem  gleichen 
Abstand  dist  {q>j  rj)  des  Punktes  ^  von  der  Ebene  9,  so  können  wir 
auch  sagen:  „Zwei  eigentliche  Quirle  sind  einander  gleich,  wenn  sie 
zu  demselben  Träger  gehören  und  gleiche  Längen  haben.'^  Dass  diese 
Längen  einzeln  nur  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt  sind,  kommt  hier 
offenbar  nicht  in  Betracht. 

Es  ist  zweckmässig,  hier  schon  die  Definition  einer  ausgearteten 
Quirlfigur,  des  „Quirls  Null"  anzuschliessen,  den  wir  nach  Belieben, 
als  einen  Grenzfall,  noch  zu  den  betrachteten  eigentlichen  Quirlen  oder 
zu  den  nachher  einzuführenden  uneigentlichen  Quirlen  rechnen  können. 
Dieser  Quirl  NuU  entsteht,  wenn  wir  den  Träger  eines  Quirls  fest- 
halten, dessen  Länge  aber  ins  Unendliche  wachsen  lassen.  Er  kann 
dargestellt  werden  durch  zwei  verschiedene  Figuren:  Entweder  durch 
die  Verbindung  eines  eigentlichen  Punktes  mit   der   unendlich  fernen 
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Ebene ;  oder  durch  die  Verbindung  einer  eigentlichen  Ebene  mit  dem 
uneigentlichen  (unendlich  fernen)  Punkt,  der  irgend  einer  eigentlichen 
Normale  dieser  Ebene  angehört  Alle  diese  Figuren  also,  die  als 
GrenzföUe  der  zuerst  besprochenen  angesehen  werden  können,  betrach- 
ten wir  ebenfalls  noch  als  Quirle,  von  der  Länge  oo;  wir  setzen  sie 
alle  einander  gleich,  und  wir  stellen  sie  überdies  dar  durch  das  ge- 
wöhnliche Zeichen  der  Null.  Träger  des  Quirles  ist  natürlich  jedes 
beliebige  Linienkreuz. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  die  oben  durch  die 

Gleichung  V=  -j-  ausgedrückte  Beziehung  so  in  Worte  fassen: 

IX.  Jedem  Stab  Jcanh  ein  eigentlicher  Quirl  desselben  Trägers  zu- 
geordnet werden,  dessen  Länge  gleich  dem  redproken  Werth  der  Länge 
des  Stabes  ist,  und  umgekehrt. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  die  hiermit  implicite  schon 
erklärte  „geometrische  Addition  der  Quirle^'  unmittelbar,  nämlich  so 
auszuführen,  dass  man  nicht  erst  die  zugehörigen  Stäbe  zu  construiren 
braucht. 

Wir  betrachten  zuerst  drei  Stäbe  mit  gemeinsamem  Anfangspunkt 
o,  die  in  der  Beziehung 

@f + @,^ = ®i 


Tig.  16. 


stehen.  Beschreiben  wir  dann  um  o  als  Mittelpunkt  eine  Eugel  vom 
Badius  Eins  (s.  die  Figur  15)  und  nennen  wir  g),  ^,  x  ^^^  Polaren  der 
Funkte  |,  17,  g  in  Bezug  auf  diese  Eugel,  femer  ip'  und  if'  die  Polaren 


i 
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der  unendlich  fernen  Punkte  |'  und  rj'  der  Geraden  o£;  otj,  so 
bilden  die  Ebenen  (p\^f  t')t  ^^  Prisma  mit  parallelogrammatischer 
Basis  ^  dessen  den  Punkt  o  nicht  enthaltende  Diagonalebene  eben  die 
Ebene  x  ist*).     So  kommen  wir  zu  der  folgenden  Erklärung: 

9.  Es  mögen  zwei  eigenüidie  Quirle  D?  wnd  ^  mit  verschiedenen 
Trägem  den  Anfangspunkt  o  gemein  haben. 

Legt  man  doMn  durch  diesen  Punkt  o  zwei  Ebenen  g>'  und  tif' 
paraMel  zu  <p  und  f,  und  verbindet  man  die  Schnittlinien  von  q>  und  tf;', 

^  und  q>'  durch  eine  Ebene  %)  so  definirt  diese  einen  neuen  Quirl  JQo . 
Dieser  werde  die  geometrische  Summe  der  beiden  gegebenen  Quirle  ge- 
nannt, uMd  es  werde  diese  Beziehung  durch  die  symbolische  Gleichung 

D?  +  Dir  =  D? 

a4/^edrüdct. 

Die  Figur,  deren  wir  uns  bei  dieser  Construction  bedient  haben, 
nennen  wir  das  Quirlvierflach. 

Liegen  die  Geraden  zweier  eigentlicher  Quirle  in  derselben  Ebene, 
so  kann  man  immer  erreichen,  dass  diese  Quirle  einen  gemeinsamen 
Anfangspunkt  erhalten,  ausser  wenn  die  genannten  Geraden  parallel 
sind.  In  diesem  Fall  muss  man  andere  Constructionen  anwenden,  die 
leicht  zu  ermitteln  sind. 

10.  Es  mögen  zwei  eigentliche  Quirle ,  Cll  und  Da,  die  zu  ver- 
schiedenen Trägern  gehören,  und  nicht  entgegengesetzt-gleiche  Längen  haben, 
die  gleiche  Anfangsebene  m  besitzen. 

Sucht  man  dann  die  Fusspunkte  %'  und  rf  der  beiden  von  %  und  t} 
auf  die  Ebene  cd  gefällten  Lote,  so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien 
^ri'  und  rj^'  in  einem  eigentlichen  Punkte  %,  und  dieser  definirt  einen 
neuen  Quirl  DL  . 

Dieser  werde  die  geometrische  Summe  der  beiden  gegebenen  Quirle 
genannt,  und  es  werde  diese  Beziehung  durch  die  symbolische  Gleichung 

ausgedrückt 

Wir  nennen  die  benutzte  Figur  das  Quirltrapez. 

Diese  durch  Fig.  16  dargestellte  Construction  wird  unbrauchbar, 
wenn  die  Träger  der  beiden  Quirle  zusammenrücken.  Für  diesen  Fall 
wird  also  wieder  eine  besondere  Erklärung  nöthig: 


*)   Die  hier  benutzte  Polarentheorie  des  Kreises  oder  der  Kugel  kann  be- 
kanntlich sehr  leicht  mit  ganz  elementaren  Hülfsmitteln  begründet  werden. 


Fig.  16. 
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11.  Die  geometrische  Summe  zweier  eigenäicher  Quirle  mit  dem- 
sdben  Träger  ist  ein  neuer  Quirl  dieses  Trägers.  Der  reciprdke  Werth 
der  Länge  der  Summe  ist  gleich  der  Summe  der  reciproken  Werthe  der 
Längen  der  Summanden, 

Es  besteht  also  insbesondere  auch  die  Identität 

Man   achte   darauf,    wie   alle  w 

diese  Definitionen  auch  auf  den 
oben  eingeführten  Quirl  Null  An- 
wendung finden:  Die  geometrische 
Addition  dieses  ausgezeichneten  — ^ 
Quirls  zu  einem  anderen  ändert 
diesen  letzten  nicht. 

Der  andere  unter  Nr.  10  ausgeschlossene  Fall  nöthigt  uns  nun- 
mehr zu  einer  neuen  Begriffsbildung:  Wir  gelangen  jetzt,  indem  wir 
Pankt  (  ins  Unendliche  rücken  lassen,  zu  der  Vorstellung  des  „un- 
eigentlichen Quirls'^,  einer  Figur,  die  allerdings  wirklich  nur  noch  in 
sehr  uneigentlichem  Sinne  den  Namen  Quirl  verdient. 

Ein  uneigentlicher  Quirl  D^  mit  der  Anfangsebene  cd  und  dem 
Endpunkt  g  besteht  also  aus  einer  eigentlichen  Ebene  cd  und  einem 
nicht  auf  dieser  Ebene  m  enthaltenen  uneigentlichen  Punkt  g;  und 
eben  dieser  Quirl  kann  auch  durch  einen  uneigentlichen  Punkt  ^  als 
Anfangspunkt  und  durch  die  Ebene  cd  als  Endebene  dargestellt  werden: 
Der  Punkt  ^  geht  dann  durch  die  Spiegelung  an  cd  aus  £  hervor. 
Da  uneigentliche  Punkte  geometrisch  nicht  anders  erklärt  werden 
können  als  durch  die  Parallelenbündel,  deren  Scheitel  sie  sind,  so 
können  wir  auch  sagen,  der  uneigentliche  Quirl  D;  =  Da»  entstehe 
durch  Zusammenstellung  einer  eigentlichen  Ebene  a  mit  einem  von 
zwei  Bündeln  paralleler  Geraden  (J; )  und  (J),  die  die  Ebene  cd  unter 
einem  (mod.  ;r)  von  NuU  verschiedenen  Winkel  treffen,  und  die  durch 
die  Spiegelung  an  o  in  einander  übergehen,  Ist  der  genannte  Winkel 
ein  rechter,  so  ist  der  uneigentliche  Quirl  der  Quirl  Null,  den  wir 
schon  betrachtet  haben. 

Schliessen  wir  den  Quirl  Null  aus,  so  können  die  Geraden  der 
genannten  Bündel  auf  eine  einzige  Weise  auf  eine  Schaar  unter  ein- 
ander paralleler  Ebenen  vertheilt  werden,  die  auf  der  Ebene  o  senk- 
recht stehen.  Wir  meinen  irgend  eine  (eigentliche)  unter  diesen  Ebenen, 
wenn  wir  von  der  JEbene  des  uneigenüichen  Quirls  reden;  wir  können 
dann  eine  Aeqnivalenz  oder  Gleichheit  uneigentlicher  Quirle  (die  durch 
das  Gleichheitszeichen   auszudrücken   sein   wird)   erklären    durch    die 
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Aussage :  ,,Ein  eigentlicher  Quirl  ändert  sich  nicht^  wenn  man  ihn  in  seiner 
Ebene  beliebig  dreht,  oder  wenn  man  ihn  beliebig  parallel  verschiebt."  — 
Die  Normalen  der  Ebene  eines  uneigentlichen  Quirls  sind  die 
Hauptaxen  eines  uneigentlichen  Linienkreuzes,  das  wir  als  Träger  des 
uneigenäichen  Quirls  ansehen.  In  einem  ,,weiteren"  Sinne  wird  dasselbe 
Wort  dann  auch  jedes  eigentliche  Linienkreuz  bezeichnen,  dessen 
Hauptaxe  eine  unter  diesen  Normalen  ist.  —  Ein  femer  einzuführen- 
der .Begriff,  analog  der  Länge  des  eigentlichen  Quirls,  ist  der  der 
Oeffnung  eines  uneigenüichen  Quirls,  Wir  verstehen  darunter  die  nach 
Voraussetzung  stets  von  Null  verschiedene  goniometrische  Tangente  des 
Winkels  A,  um  den  man,  unter  Festhaltung  der  „Ebene  des  Quirls", 
die  Ebene  o  drehen  muss,  bis  sie  den  Endpunkt  £  des  Quirls  £!l£  ent- 
halt. Als  positiver  Drehungssinn  in  der  Ebene  des  Quirls  ist  dabei 
der  anzusehen,  der  durch  Verwandlung  einer  Normale  dieser  Ebene, 

also  einer  Hauptaxe  des  Trägers  des 
Quirls  in  einen  Speer  (§  1)  bestimmt 
wird.  Legen  wir  schliesslich  auf  die  so 
in  einen  Speer  verwandelte  Normale 
einen  Vector,  dessen  nunmehr  völlig  be- 
stimmte Länge  dem  reciproken  Werthe 
der  eben  definirten  Oeffnung,  also  der 
Grösse  ctg  X  gleich  ist  (Fig.  17),  und 
sagen  wir,  dass  dieser  Vector  zu  dem 
uneigentlichen  Quirl  gehört,  so  kön- 
nen wir  die  Gleichheit  uneigentlicher 
Quirle  offenbar  auch  so  erklären: 

Zwei  uneigenäiche  Qutrle  sind  gleich,  wenn  eu  heiden  derselbe  Vector 
gekört. 

Die  Länge  dieses  Vectors  ist,  nach  Definition,  stets  eine  endliche  Grösse. 
Nunmehr  ergibt  sich  (vgl.  Fig.  17): 

X.  Als  GrenzfaU  der  unter  IX  beschriebenen  Zuordnung  zwischen 
Stäben  und  eigentlichen  Quirlen  besteht  eine  Zuordnung  zwischen  Stäbe- 
paaren  und  uneigentlichen  Quirlen,  Stabepaa/r  und  entsprechender 
Quirl  haben  denselben  Träger,  und  das  Moment  des  Stäbqmxres  ist 
gleich  dem  reciproken  Werth  der  Oeffnung  des  Quirles.  Zu  Stabq^aar 
und  Quirl  gehört  der  nämliche  Vector, 

Jeder  von  Null  verachiedene  uneigentliche  Quirl  D^  kann  auf 
oo^  Arten  als  geometrische  Summe  zweier  eigentlicher  Quirle  dar- 
gestellt werden: 


Fig.  17. 
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Die  Geraden  dieser  Qairle  sind  parallel  and  verlaufen  in  einer 
Ebene  des  nneigentlichen  Quirls  in  beliebigem  Abstand  (s.  Fig.  17); 
die  Langen  der  beiden  eigentlichen  Qairle  werden  ^  nachdem  man  ihre 
Geraden  in  antitaktische  Speere  (S.  9)  verwandelt  hat,  einander  gleich. 
Die  geometrische  Summe  der  beiden  eigentlichen  Quirle  ändert  sich 
nicht,  wenn  man  die  ganze  Figur  in  der 
Ebene  des  Quirls  DL  einer  eigentlichen 
AebnHchkeitstransformation  (einer  solchen, 
bei  der  die  Winkel  nicht  umgelegt  werden) 
unterwirft,  oder  wenn  man  sie  senkrecht  zu 
der  genannten  Ebene  verschiebt.  Wenn 
also  die  Gerade  eines  eigentlichen  Quirles  D» 
in  der  Ebene  eines  aneigentlichen  Quirles 
verläuft,  so  wird  man  diesen  immer  in  der  Form  £^  darstellen  können. 

Die  geometrische  Addition  eines  eigentlichen  Quirles  Dl  und  eines 
nneigentlichen  Quirls  D»  mit  gemeinsamer  Anfangsebene  erfolgt  d>enfalls 
nach  der  unter  10  angeführten  Begd  (vgl  Fig.  16  und  Fig.  18).  Ebenso 
die  geometrische  Addition  zweier  eigentlicher  Quirle,  die  entgegengesetzt 
gleiche  Längen  haben.    {Vgl.  Fig.  17.) 

Die  geometrische  Summe  D^  ist  im  ersten  Falle  ein  eigentlicher 
Quirl,  der  aus  Df,  durch  Parallelverschiebung  hervorgeht  (s.  Fig.  18), 
im  zweiten  ein  uneigentlicher  Quirl. 

Handelt  es  sich  nun  um  die  geometrische  Addition  von  zwei  un- 
eigentlichen Quirlen,  so  mögen  wir  bedenken,  dass  ein  uneigentlicher 
Quirl,  nach  dem  oben  festgesetzten  Aequivalenzbegriff,  als  die  Figur 
eines  uneigentlichen  Punktes  und  einer  mit  diesem  nicht  vereinigt 
liegenden  uneigentlichen  Geraden  aufgefasst  werden  kann;  denn  die 
uneigentliche  Gerade  und  das  zugehörige  Büschel  paralleler  Ebenen 
sind  im  Grunde  dasselbe.  Sagen  wir  nun,  dass  zwei  uneigentliche 
Gerade  einander  rechtwinkhg  schneiden,  wenn  die  zugehörigen  Ebe- 
nenbüschel zu  einander  orthogonal  sind,  so  können  wir  aus  dem 
durch  Fig.  17  dargestellten  Zusammenhang  zwischen  eigentlichen  und 
uneigentlichen  Quirlen  unmittelbar  die  Regel  entnehmen,  nach  der  die 
betrachteten  Quirle  in  der  unendlich  fernen  Ebene  „geometrisch  zu 
addiren^  sind.  Wir  können  es  durch  geeignete  Drehungen  immer 
erreichen,  dass  zwei  beliebige  solche  Quirle  entweder  einen  gemeinsamen 
Anfangsstrahl  (dargestellt  durch  ein  Büschel  paralleler  Ebenen)  oder 
einen  gemeinsamen  Anfangspunkt  (dargestellt  durch  ein  Bündel  paralleler 
Geraden)  erhalten,  und  wir  können  dann  für  die  geometrische  Addition 
unserer  Quirle  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  fönenden  Erklä- 
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rungen  geben^  die^  wie  der  Leser  leicht  erkennen  wird^  materiell  iden- 
tisch sind: 


Es  mögen  0wei  m  verschiedenen 
Trägem  gehörige  Quirle  g^  imd  q^ 
in  der  unendlich  fernen  Ebene 
denselben  ÄnfcmgsstraM  co  haben. 

Sucht  man  dcmn  die  Fusspmkte 
I'  und  71  der  beiden  von  |  und  vj 
auf  die  uneigenÜiche  Gerade  a  ge- 
fällten LothCy  und  heeeichnet  man 
mit  t  den  Schnittpunkt  der  Ver- 
bindungslinien 5>  v'  ^^  Vi  6'?  so 
ist  damit  ein  neuer  Quirl  g£  be- 
stimmt  j  die  ^geometrische  Summ&^ 
von  g*  und  cfi  : 

2(0        I       ijo  -»W 


Es  mögen  zwei  zu  verschiedenen 
Trägem  gehörige  Quirle  g^  und  g'j' 
in  der  unendlich  fernen  Ebene 
denselben  Anfangspunkt  o  haben. 

Legt  man  dann  durch  o  Gerade 
(p\  ^',  deren  Schnittpunkte  mit  (p, 
^  von  o  um  einen  rechten  Winkel 
abstehen^  und  bezeichnet  man  mit  % 
die  Verbindungslinie  der  Schniti- 
pwnkte  q>,  ip'  und  i^,  q>\  so  ist 
damit  ein  neuer  Quirl  bestimmtj 
die  „geometrische  Summef^  von  q^ 
und  qf: 

9?  +  €  =  «?. 


Wir  haben  diese  Constructionen  so  ausgedrückt,  dass  ihre  Analogie 
mit  den  Constructionen  Nr.  10  und  Nr.  9  klar  hervortritt;  bei  der  wirk- 
lichen Gonstruction  muss  man  natürlich  die  unendlich  fernen  Punkte 
und  Geraden  durch  Strahlen  und  Ebenen  eines  Bündels  ersetzen. 
Fügen  wir  nun  noch  die  weitere  Definition  hinzu: 
Hdben  zwei  geometrisch  zu  addvrende  Quirle  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  denselben  Träger,  so  ist  derreciproke  Werfh  der  Oeffnung  der  Summe 
gleich  der  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Oeffnungen  der  Summanden, 
so  können  wir  nunmehr  erklären: 

12.  Die  geometrische  Addition  uneigentlicher  Quirle  erfolgt  durch 
geometrische  Addition  der  zugehörigen  Quirle  in  der  unendlich  fernen  Ebene, 

Es  gilt  dann  der  Satz: 

Der  geometrischen  Addition  der  uneigentlichen  Quirle  entsprich  die 
geometriscJie  Addition  der  zugehörigen  Vectoren. 

Endlich  haben  wir  zu  erklären: 

13.  Ein  eigenUicher  oder  uneigentlicher  Quirl  eines  gegebenen  Trägers 
wird  mit  einer  Zahl  c  geometrisch  mvUiplicirt^  indem  man  seine  Länge 
oder  Oeffnung  mit  dieser  ZaJd  c  dividirt,*) 


*)  Da  ein  Quirl  wohl  eine  unendliche,  nicht  aber  auch  eine  verschwindende 
Länge  oder  Oeffnung  haben  kann,  so  ist  hier  die  Division  mit  der  Null  eine 
erlaubte  Operation,  nicht  aber  die  Multiplication,  die  auf  eine  Multiplication  des 
Quirls  mit  oo  hinauslaufen  würde. 
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Wir  stellen  das  geometrische  Product  des  Quirls  Dl  mit  der  Zahl  c 
durch  das  Zeichen 

dar. 

Bilden  wir  schliesslich  noch  den  Begriff  der  formalen  Summe  von 

Qairlen,  so  ergieht  sich  nunmehr: 

XI.  Geometrische  Summen  von  Stäben  (oder  Keüen)  tcerden  geo- 
metrisch addifiy  oder  mit  Zahlen  geometrisch  mtUtipUcirt,  indem  man 
die  ebenso  benannten  OperaMonen  an  den  entsprechenden  Summen  von 
Quirlen  ausfiihrt,  und  umgekehrt. 

Selbstverständlich,  aber  für  unsere  weiteren  üeberlegungen  wichtig 
ist  jetzt  der  Satz: 

XU.  Jede  geometrische  Summe  von  Quirlen  kann  auf  eine  einzige 
Weise  in  eine  Normalform 

£X'  +  ü" 

gebracht  werden.  Sie  kann  nämlich  dargestellt  werden  als  Summe 
eines  eigentlichen  Quirls  D'  und  eines  uneigenÜichen  Quirls  D",  die 
beide  denselben  Träger  haben  (im  weiteren  Sinne  dieses  Wortes^ 
s.  S.  64). 

Dabei  sind  zu  unterscheiden  die  Falle 

(a)    D'  +  O,    D"  +  0,  (b)    n'  +  o,    D"  =  0, 

(c)    D'  =  0,    D"  +  0,  (d)    £l'  =  0,    £l"  =  0. 

Den  gemeinsamen  Trager  von  O'  und  D''  werden  wir  natürlich 
Träger  der  Summe  D'  +  D"  nennen. 

Selbstverständlich  ist  femer,  dass  jede  gemeinsame  Querlinie  der 
Trager  zweier  Summen  Di'  +  Dj"  und  D^'  +  Dj"  auch  Querlinie 
des  Tragers  einer  jeden  Summe  der  Form 

18t. 

Die  unter  XII.  beschriebene  Normalform  einer  geometrischen  Summe 
Ton  Quirlen  lässt  sich  herstellen,  ohne  dass  man  die  Stabe  bei  der  Gon- 
straction  benutzt;  wir  gehen  aber  auf  diesen  Punkt  nicht  weiter  ein.  — 

.Aus  dem  oben  angeführten  Begriff  des  ,,Quirls  in  der  unendlich 
fernen  Ebene",  dem  wir  noch  den  eines  Vectorquirls,  eines  eigentlichen 
Quirls  von  erhöhter  Beweglichkeit,  hätten  an  die  Seite  stellen  können, 
(vgl.  S.  43),  können  wir  sofort  den  Begriff  eines  sphärischen  Quirls  ab- 
leiten, wie  wohl  nicht  näher  ausgeführt  zu  werdeii  braucht.   Wir  können 

6* 
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mit  Bezug  hierauf  die  angegebenen  beiden  Gonstructionen  (S.  66)  als 

das  sphärische  QV'irltrapez  und  das  sphärische  Quirlvierseit  bezeichnen. 

Zwischen   der  geometrischen  Addition   der   sphärischen  Quirle  qi' 

oder  q^  und  der  gelegentlich  (in  §  4)  betrachteten  geometrischen  Ad- 
dition der  sphärischen  Stäbe  sj  und  Keile  A*^'  besteht  ein  sehr  ein- 
facher Zusammenhang.  Diese  Operationen  sind  nämlich  überhaupt 
nicht  wesentlich  von  einander  verschieden ,  sie  unterscheiden  sich 
eigentlich  nur  durch  die  Ausdrucks  weise:  Ersetzt  man  in  der  zu  der 
symbolischen  Gleichung 

So  "i"  Sq  ^—  So 

(S.  35)  gehörigen  Construction  des  sphärischen  Stäbevierecks  die  vier 
Punkte  (oder  eigentlich  Punktpaare)  o^  i,  r^,  t  durch  die  zugehörigen 
Hauptkreise  o>,  9>;  ^^  x^  so  entsteht  das  schon  betrachtete  sphärische 
Eeiltrapez;  ersetzt  man  nur  den  Punkt  o  durch  seinen  Hanptkreis^  so 
entsteht  das  sphärische  Quirltrapez;  ersetzt  man  die  drei  Punkte  i,fi,t 
durch  die  zugehörigen  Hauptkreise,  30  erhält  man  das  sphärische  Quirl- 
vierseit. Wir  können  diese  Thatsachen  kurz  zusammenfassen,  wenn 
wir  als  absolute  Corrdation  in  der  Geometrie  auf  der  Kugel  die  Zuord- 
nung bezeichnen,  die  aus  jedem  Hauptkreis,  als  Aequator,  die  zuge- 
hörigen Pole,  und  umgekehrt  hervorgehen  lässt: 

Die  sphärischen  Stabe,  Keile  und  Quirle  gehen  du/rdh  partielle  oder 
vollständige  Transformatioti  vermöge  der  absoluten  Corrdation  in  etfiafider 
über,  und  gleichzeitig  die  zugehörigen,  als  „geometrische  Addition"  be- 
zeichneten Operationen. 

Wir  werden  auf  die  systematische  Bedeutung  dieser  Bemerkung 
später  noch  näher  einzugehen  haben.    (S.  §  14.) 

Unsere  geometrische  Addition  der  Quirle  steht  femer  in  einer 
eigenthümlichen  Beziehung  zu  Eigenschaften  des  Dreiecks  und  des 
Tetraeders.  Wir  müssen  uns  auf  einige  Andeutungen  hierüber  be- 
schränken, da  ein  tieferes  Eingehen  auf  diesen  Gegenstand  längere 
Vorbereitungen  erfordern  und  uns  zu  weit  von  unseren  eigentlichen 
Aufgaben  abziehen  würde.  Es  beruht  dieser  Zusammenhang  u.  A.  auf 
den  folgenden  Sätzen,  die  sich  sämmtlich  leicht  geometrisch  erweisen 
lassen : 

„Wenn,  in  der  ebenen  Geometrie,  die  geometrische  Summe  dreier 
zu  verschiedenen  Geraden  gehöriger  Quirle  mit  gemeinsamem  Anfangs- 
punkt verschwindet,  so  ist  dieser  Punkt  der  Schwerpunkt  des  von  den 
Endlinien  der  Quirle  gebildeten  Dreiecks." 

„Wenn,  in  der  sphärischen   Geometrie,  die  geometrische  Samme 
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dreier  zu  verschiedenen  Trägem  gehöriger  eigentlicher  Quirle  mit  ge- 
meinsamem Anfangspunkt  verschwindet,  so  hat  dieser  Punkt  als  Har- 
monieale in  Bezug  auf  das  sphärische  Dreieck  der  Endlinien  den  zu 
ihm  gehörigen  Hauptkreis/' 

„Wenn,  in  der  Geometrie  des  Baumes ,  die  geometrische  Summe 
von  vier  eigentlichen  Quirlen  mit  gemeinsamem  Anfangspunkt,  von 
denen  keine  drei  linear -abhängig  sind,  verschwindet,  so  ist  der  ge- 
nannte Punkt  der  Schwerpunkt  des  von  den  Endebenen  der  Quirle 
gebildeten  Tetraeders." 

Diese  drei  Sätze  gelten  natürlich  auch  umgekehrt. 

„Die  geometrische  Summe  der  drei  ebenen  oder  sphärischen  Quirle, 
die  durch  die  Ecken  eines  (ebenen  oder  sphärischen)  Dreiecks  als  An- 
fangspunkte und  durch  die  gegenüber  liegenden  Seiten  als  Endlinien 
bestimmt  werden,  hat  den  Werth  NuU." 

Der  letzte  Satz  kann,  soweit  von  sphärischen  Quirlen  die  Rede 
ist,  auch  so  ausgedrückt  werden: 

Die  geometrische  Summe  der  drei  sphärischen  Stabe  (Keile),  die  die 
Ecken  (Seiten)  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  den  entsprechenden  Ecken 
(Seiten)  seines  Polardreiecks  verbinden,  hat  den  Werth  Null.*) 

Beide  Sätze,  der  auf  die  ebenen  und  der  auf  die  sphärischen  Quirle 
bezügliche,  sind  enthalten  in  dem  weiteren  Satz: 

Die  geometrische  Summs  der  vier  Quirle,  die  ihre  Anfangspunkte 
in  den  Ecken  und  ihre  Endebenen  in  den  gegenüberliegenden  Seitenflächen 
eines  Tetraeders  haben,  ist  gleich  Null. 

Hierin  liegt  nicht  nur  der  bekannte  Satz,  dass  die  Höhen  des 
Tetraeders  einer  Begelschaar  zweiten  Grades  angehören,  sondern  es 
werden  überdies  vier  in  diesen  Höhen  liegende  Stäbe  angegeben,  deren 
geometrische  Summe  verschwindet:  Die  Längen  dieser  StÄbe  sind  um- 
gekehrt proportional  den  Längen  der  Höhen  selbst.  Ebenso  wird  durch 
die  vorhergehenden  Sätze  der  Satz  vom  Höhenschnittpunkt  des  (ebenen 
oder)  sphärischen  Dreiecks  erweitert. 

Auf  die  sich  anschliessenden  nicht  ganz  kurz  zu  beantwortenden 
Fragen  nach  der  ümkehrung  der  letzten  Sätze  und  nach  deren  Zu- 
sammenhang mit  den  vorhergehenden  können  wir  nicht  eingehen. 


•)  Wir  erbringen  weiter  unten  (§  13)  den  Beweis  eines  allgemeineren  Satzes. 
Beide  hervorgehobenen  Sätze  werden  übrigens  im  zweiten  Abschnitt  auch  alge- 
braisch hergeleitet  werden. 
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§9. 
Die  oorrelative  Superposition  der  Bewegungen. 

Nachdem  wir  nunmehr  die  geometrische  Addition  der  Quirle  be- 
gründet haben  ^  liegt  eine  weitere  Frage  nahe:  Werden  sich  auch  an 
sie  weitere  Entwickelungen  anschliessen  lassen,  ähnlich  denen,  die  wir^ 
Yon  der  Geometrie  der  Keile  ausgehend ,  in  §  6  und  §  7  durchgeführt 
hatten?  Wird  es  nicht  möglich  sein,  der  verwickelten  Figur  einer  auf 
die  Normalform  gebrachten  Summe  von  Quirlen  eine  neue  und  ein- 
fachere zuzuordnen,  und  mit  deren  Hülfe  dann  die  ,, geometrische  Ad- 
dition^ auszuführen? 

Dass  dem  so  ist,  zeigen  wir  auch  hier,  indem  wir  unsere 
Figuren  mit  der  Geometrie  der  Bewegung  in  eine  engere  Verbindung 
bringen.  Zuerst  bilden  wir,  nach  Analogie  des  „begleitenden''  Stabes 
und  Keiles  einer  geometrischen  Summe  von  Keilen  (§  6),  den  Begriff 
des  begleitenden  Quirls  einer  geometrischen  Summe  yon  Quirlen.  Wir 
knüpfen  dabei  wieder  an  die  Geometrie  der  Stäbe  an. 

Es  sei  gegeben  ein  Stab  @  und  eine  eigentliche  Ebene,  die  wir 
jetzt  mit  u  bezeichnen  wollen.  Subtrahiren  wir,  geometrisch,  Ton 
diesem  Stab  @  seine  Projection  in  die  Ebene  u,  so  ist  die  Differenz 
ein  neuer  Stab,  dessen  Gerade  auf  der  Ebene  S  senkrecht  steht,  oder 
ein  Stäbepaar,  yon  dessen  Ebenen  dasselbe  gilt.  Zu  diesem  letzten 
Stab  oder  Stäbepaar  gehört  aber  ein  bestimmter  Quirl,  der  in  der 
doppelten  Form 

dargestellt  werden  kann.  Von  diesem  Quirl  wollen  wir  nun  sagen, 
dass  er  zur  Ebene  u  gehört  und  den  Quirl  £l  begleitet^  der  mit  dem 
Stabe  @  yerbunden  ist. 

Sofort  zeigt  sich  nun,  wie  wir  diesen  Begriff  erweitem  können: 
Da  selbstyerständlich  zwischen  den  Projectionen  beliebiger  Stäbe  €,- 
auf  die  Ebene  u  (ausser  anderen)  dieselben  linearen  Relationen  bestehen 
müssen,  wie  zwischen  diesen  Stäben  selbst,  so  gilt  dasselbe  auch  yon 
den  construirten  begleitenden  Quirlen.     Es  folgt  also: 

Auch  jede  geometrische  Summe  von  Quirlen  wird  von  einem  he- 
stimmten  Quirl 

begleitet,  der  zu  einer  gegebenen  eigenüichen  Ebene  u  gehört. 

Werden  Summen  von  Quirlen  geometrisch  addirt,  so  werden  die  zur 
selben  Ebene  gehörigen  begleitenden  Quirle  ebenfalls  geometrisch  addirt 
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Fig.  19. 


Machen  wir  uns  nun  deutlich^  wie  man  zu  einem  gegebenen  ein- 
zelnen Quirl  D  die  begleitenden  Quirle  unmittelbar  bestimmen  kann, 
d.  h.  ohne  Benutzung  des  zu  £l  gehörigen  Stabes  oder  Stabepaares. 

Es  möge  erstens  D  ein  eigentlicher  Quirl  sein^  und  es  möge  seine 
Gerade  die  Ebene  u  in  einem 
eigentlichen    Punkt   o  treffen. 
Dann  kann  man  setzen 

oder^  wenn  a>  die  auf  der  Ge- 
raden des  Quirls  im  Punkte  o 
senkrecht  errichtete  Ebene  be- 
deutet, D  =  D?  =  Di.     Die 

gesuchten  Punkte  x  imd  x' 
liegen  in  den  Ebenen  (p,  (p'y 
derart,  dass  ihre  Projection 
auf  u  in  den  Punkt  o  fällt. 
(S.  Fig.  19.) 

Liegt  die  Gerade  des  Quirles  D  in  der  Ebene  1,  so  verschwindet 
der  begleitende  Quirl. 

Sei  zweitens  D  =  D!^  =  D^  ein  eigentlicher  Quirl,  dessen  Gerade 

parallel   ist   zur  Ebene  u^   so   ist  der   begleitende  Quirl   uneigentlich. 
Seine  Gonstruction  zeigt 
die  Figur  20. 

Sei  drittens  der 
Quirl  D  uneigentlich, 
so  ist  es  der  beglei- 
tende Quirl  ebenfalls. 
Er  gehört  zu  dem  Vec- 
tor,  der  durch  Pro- 
jection des  Vectors  von 
Q  auf  die  Ebene  u 
entsteht. 

Die  Fig.  21  (S.  72) 
zeigt,  wie  der  den  Quirl 

ü  =  D?  =  D^  begleitende  Quirl  D«  =  D^  construirt  werden  kann, 
ohne  dass  man  die  Yectoren  benutzt.  Man  ertheile  dem  Quirl  D  eine 
solche  Lage,  dass  eine  in  (o  enthaltene  Querlinie  des  Trägers  von  D 
in  die  Ebene  Ü  zu  liegen  kommt.  Ist  dann  o  irgend  ein  eigentlicher 
Punkt  dieser  Querlinie,  so  verbinde  man  diesen  Punkt  mit  den  un- 
endlich   fernen   Punkten   |,  |'   durch   gerade  Linien.     Die   gesuchten 


Fig.  iO. 
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imeigentlichen  Punkte  x^  x'  liegen  dann  in  einer  in  der  genannten 
Querlinie  senkrecht  auf  u  errichteten  Ebene^  und  zwar  so^  dass  die 
Verbindungslinien  oxy  ox'  orthogonal  auf  die  Ebene  des  Dreiecks  o||' 
projicirt,  eben  in  die  Geraden  o|;  o|'  übergehen. 


Liegt  der  Quirl  D  so,  dass  sein  (in  der  Figur  durch  einen  in  a> 
liegenden  Pfeil  angedeuteter)  Vector  zu  der  Ebene  u  parallel  ist,  so 
wird  der  begleitende  Quirl  dem  Quirl  D  selbst  gleich;  liegt  der  Quirl  O 
so,  dass  sein  Vector  auf  der  Ebene  u  senkrecht  steht,  so  verschwindet 
der  begleitende  Quirl. 

Sei  viertens  der  Quirl  D  gleich  Null,  so  ist  jeder  begleitende  Quirl 
ebenfalls  gleich  NulL 

Es  sei  nun  vorgelegt  eine  von  Null  verschiedene  geometrische  Summe 
von  Quirlen,  die  sich  nicht  auf  einen  uneigenÜicJien  Quirl  redudrt 

Wir  behaupten^  dass  dann  die  durch  die  begleitenden  Quirle  ver- 
mittelte Zuordnung  zwischen  Punkten  x,  x'  des  Baumes  eine  Bewegung 
ist,  dass  also  die  Zuordnung  zunschen  der  Ebene  u  und  den  Punkten 
Xf  x'  identisch  ist  mit  der  in  §  2  untersuchten  Zuxyrdnung  zwischen  den 
Endpunkten  einer  Sehne  und  der  Normalebene  dieser  Sehne: 

x[T]u[T]x,     S=T\ 
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Diese  Bewegung  S  wird  so  gefunden:  Man  bringe  die  vorgelegte 
Summe  von  Quirlen  auf  die  Normal  form: 

D' +  D"  =  D;- +  C^°  =  öl;  +  Q^     (O'  +  O) 

Ist  dann  D"  =^0,  so  ist 

S={|,  <»}  =  {a,,  1'); 

ist  aber  D"  =j=  0,  so  ist 

S={U,D}  =  {D,U'}, 

tvenn  D  die  Schnittlinie  der  Ebenen  (D,'m  ist,  und  U,  U'  die  Verbindungs- 
linien der  Punkte  |,  rj  und  i\  r{  bedeuten, 

Dass  dieser  Satz  für  den  Fall  D"  =  0  richtig  ist,  zeigt  ein  Blick 
auf  die  Figur  19.  Wir  dürfen  also  annehmen,  dass  D"  von  Null  ver- 
schieden sei. 

Die  Ebenen  co  und  ^  schneiden  sich,  da  £l  in  der  NormaLform  ange- 
nommen worden  ist,  unter 
rechtem  Winkel  in  der  Ge- 
raden O  (s.  Fig.  22),  und  diese 
wird  von  der  Geraden  W  des 
Quirles  D',  die  zugleich  den 
Vector  des  Quirles  jD"  ent- 
halt, und  in  der  Ebene  lar 
verlauft,  in  einem  Punkte  o 
gleichfalls  unter  rechtem 
Winkel  getroffen.  Die  un- 
eigentlichen Punkte  ti  und  r( 
liegen  in  der  Ebene  cd  sym- 
metrisch zu  ST  oder  0. 

Wir  können  nun,  wenn 
u  nicht  gerade  parallel  ist 
zu  II',  annehmen,  dass  die 
Querlinie  O  des  Tragers  von 
0'  +  D"  in  der  Ebene  u 
selbst  verläuft.  Es  mag  der 
Kürze  halber  genügen,  den 
Satz  unter  dieser  Voraus- 
setzung, die  ja  den  allge- 
meinen Fall  darstellt,  zu  be- 
weise.    Wir  nennen  dann  o  den   Schnittpunkt  von  0   und  ||',   so 

|o=o|'. 

Wir   construiren   nun    zuerst   die   begleitenden   Quirle  0"^=  D^ 

Der  Punkt  x<i 


und  Dl  =  £1?  der  beiden  Summanden  C  und  O 
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wird  gefunden,  wenn  wir  darch  den  Punkt  |'  eine  Ebene  senkrecht 
zu  II',  also  parallel  zu  co  legen,  und  diese  Ebene  mit  der  in  o  auf  w 
errichteten  Senkrechten  zum  Schnitt  bringen  (vgl.  Fig.  19).  Der  un- 
eigentliche Punkt  x^'  wird  gefunden,  wenn  wir  die  Gerade  oiy'  mit  der 
Geraden  o|'  durch  eine  Ebene  verbinden,  und  diese  mit  der  in  0  auf  ä 
senkrecht  errichteten  Ebene  und  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zum 
Schnitt  bringen.  (Vgl.  Fig.  21  und  den  zugehörigen  Text.)  Nunmehr 
kann  der  Punkt  x  construirt  werden,  und  ebenso  auch  der  Punkt  x\ 
derart  dass 

Wir  legen  durch  x^  eine  Parallele  zu  D  und  bringen  diese  zum  Schnitt 
mit  der  Geraden  ox^  (vgl.  Fig.  18).  Den  so  gefundenen  Punkt  x*  er- 
halten wir  nun  aber  auch  als  Schnittpunkt  dreier  Ebenen  (vgl.  überall 
die  Fig.  22):  Durch  ihn  geht  erstens  die  in  0  senkrecht  auf  u  errichtete 
Ebene;  zweitens  die  durch  |'  parallel  zu  o)  gelegte  und  daher  durch  17^ 
gehende  Ebene;  drittens  die  Ebene,  die  o|'  mit  x^  und  17'  verbindet. 
Der  Punkt  x'  liegt  also  auf  der  Geraden  |'iy',  eben  der,  die  wir  oben 
mit  U'  bezeichnet  hatten.  Der  Punkt  x'  liegt  aber  auf  dieser  Ge- 
raden U'  überdies  so,  dass  die  von  ihm  auf  0  gefällte  Senkrechte 
zugleich  auch  Normale  der  Ebene  u  ist;  d.  h.  er  liegt  senkrecht  über 
dem  Schnitt  von  D  mit  der  Projection  von  U'.  Damit  sind  wir  nun 
zu  der  in  §  2  betrachteten  (und  durch  Fig.  3,  S.  18  dargestellten)  Con- 
struction  eines  Punktes  x'  gekommen.  Die  durch  unsere  Geraden  U,  O,  U' 
definirte  Bewegung  5  =  { U,  D }  =  { D,  U' }  ist,  nach  Construction,  weder 
eine  Drehung,  noch  eine  Schiebung:  Es  ist  also  erlaubt,  die  genannten 
Geraden  mit  den  in  §  2  ebenso  bezeichneten  geraden  Linien  zu  identi- 
ficiren.  Damit  aber  ist  der  aufgestellte  Satz  bewiesen,  und  ebenso 
dessen  nunmehr  leicht  zu  formulirende  ümkehrung. 

« 

Wir  betrachten  jetzt  den  bisher  ausgeschlossenen  GrenzfaM,  in  dem 
die  vorgelegte  geometrische  Summe  von  Quirlen  in  einen  uneigenüichen 
Quirl,  und  zwar  zunächst  in  einen  von  NuU  verschiedenen  Quirl 

übergeht. 

Da  die  Punkte  x,  o:'  jetzt  beide  uneigentlich  sind,  so  definii-t  der 
begleitende  Quirl 

X  u 

weder  eine  Bewegung,  noch  überhaupt  eine  Transformation  der  eigent- 
lichen Punkte  des  Raumes.  Auch  ist  die  Beziehung  zwischen  den 
Punkten  x,  x'  und  der  Ebene  u  nunmehr  unendlich-vieldeutig,  da  die 
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Punkte  Xy  x'  ihre  Lage  nicht  ändern^  wenn  man  die  Ebene  u  parallel 
verschiebt.  Es  lässt  sich  aber  einsehen,  dass  die  bewirkte  Zuordnung 
der  uneigenüichen  Pankte  x,  x'  wenigstens  eine  Bewegung,  eine  Drehung 
in  der  unendlich  fernen  Ebene  isi 

Wir  lassen  die  Ebenen  o  und  u  durch  einen  bestimmt  angenom- 
menen eigentlichen  Punkt  o  gehen  (Fig.  21),  und  yollziehen  dann,  wie 
wir  schon  mehrfach  gethan  haben,  den  üebergang  zur  sphärischen 
Geometrie.  Es  entsteht  nunmehr,  bei  geeigneter  Orthogonalprojection 
derEugelfläche,dieFig.23,  die 
der  Leser  leicht  aus  der  Fig.  21 
ableiten  wird;  der  zu  bewei- 
sende Satz  tritt  ohne  Weiteres 
in  Evidenz.  Zu  bemerken  ist 
noch,  dass  die  durch  die  Zu- 
ordnung zwischen  x  und  x'  (o 
bestimmte  Bewegung  oder 
Drehung  der  Kugelfläche,  und 
ebenso  die  entsprechende, 
durch  x\S]x'  erklärte  Be- 
wegung der  unendlich  fernen 
Ebene,  niemals  invokUorisch 
sein  kann,  und  dass  sie  — 
unter  der  oben  ausdrücklich 
gemachten  Voraussetzung  — 

auch  von  der  identischen  Bewegung  verschieden  ist.  Denn  im  ersten 
Falle  würden  die  Punkte  |,  |'  auf  der  Kugel  einander  diametral  gegen- 
überliegen, und  die  Strahlen  o£,  o|'  würden  sich  mit  einem  Strahl 
der  Ebene  (o  vereinigen,  was  nach  dem  Begriff  des  uneigentlichen 
Quirls  ausgeschlossen  ist;  im'  zweiten  Falle  aber  würden  |  und  |'  zu- 
sammenfallen, und  o|  =  o|'  vrürde  auf  der  Ebene  a>  senkrecht  stehen, 
es  würde  also  D  =•  0  folgen.*) 

Machen  wir  endlich  auch  die  letzte  mögliche  Annahme,  die  nämlich, 
dass  D  ==  0  ist,  so  wird  die  Zuordnung  zwischen  x  und  x'  die  iden- 
tische Bewegung  in  der  unendlich  fernen  Ebene. 

Wir  heben  nun  zunächst  einen  Theil  unserer  Folgerungen  hervor: 


Fig.  29. 


^  Ein  näheres  Eingehen  auf  die  Natur  der  Zuordnung  zwischen  x  ,  ü,  x' 
kann  hier  entbehrt  werden;  doch  wollen  wir  erwähnen,  dass  diese  Zuordnung  eine 
Gorr^Zotion  t  ist,  derart,  dass 

x{t\ü{i\x' ,        5f— «». 

(Vgl.  §  2.)    Der  Leser  findet  Genaueres  darüber  Math.  Ann.  Bd.  39,  S.  501  u.  ff. 
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Durch  die  hegleitenden  Quirle  D^  =  Du  eines  uneigenÜichen  Quirls 

t» 

jQ  =  jQ.  =  jQ^  wird  eine  Zuordnwng  zwischen  den  Punkten  Xy  x  der 
unendlich  fernen  Ebene  hervorgerufen,  die  auch  durch  eine  Drehung  (und 
folglich  durch  oo  *  Drehungen)  erzeugt  werden  kann. 

Diese  selbe  Zuordnung  kann  nun  aber  auch  noch  in  anderer  Weise, 
nämlich  durch  einen  Grenzübergang  hergestellt  werden. 

Betrachten  wir  zunächst  wieder  einen  eigentlichen  Quirl  D  =  d? 
=  D1  ,  mit  dem,  wie  wir  gesehen  haben,  eine  Umschraubung  verbunden 
ist.  Halten  wir  die  Ebene  co  fest,  und  lassen  wir  die  Punkte  |  und  |' 
auf  bestimmten  Geraden  irgendwie  in's  Unendliche  rücken  (vgl.  Fig.  21), 
so  entsteht  offenbar  eben  die  Zuordnung,  die  wir  betrachtet  haben, 
oder  auch  eine  involutorische  Drehung  in  der  unendlich  fernen  Ebene. 
Wir  können  also  diese  Zuordnung,  mit  Einschluss  des  letztgenannten 
Falls,  als  Ausartung  einer  Umschraubung  auffassen.  Dabei  müssen  wir 
nur  darauf  acht-en,  dass  vor  dem  Uebergang  zur  Grenze  nur  eigentliche 
Punkte  a?,  x\  nachfier  aber  nur  uneigentliche  Punkte  zu  betrachten 
sind.  Eine  solche  ausgeartete  Umschraubung  ist  also,  nach  Obigem, 
eine  Drehung  der  unendlich  fernen  Ebene,  gehörig  zu   einem  halben 

Drehungswinkel  ^j^,  der  nicht  nothwendig  ez:  mod.  x  ist,  im  Gegen- 
satz zu  dem  halben  Drehungswinkel  der  nicht  ausgearteten  Umschrau- 
bungen,  von  denen  wir  ausgegangen  sind.*)  Und  wenn  die  ausgeartete 
Umschraubung  in  der  geschilderten  Beziehung  zu  einem  uneigentlichen 
Quirl  steht,  so  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  dieser  Winkel  d"^  nie- 
mals zz  -r-  mod.  sr . 

Diese  besonderen  ausgearteten  Umschraubungen  werden  also  an  Stelle 
der  Bewegungen  8  treten  in  den  FäUen,  die  wir  oben  noch  hatten  aus- 
schliessen  müssen:  Wir  haben  jetzt,  um  zu  einer  präcisen  und  alle 
Fälle  umfassenden  Formulirung  zu  gelangen,  nur  noch  den  Begriff  des 
Trägers  von  den  Bewegungen  auf  diese  ausgearteten  Umschraubungen 
zu  übertragen.  Das  hat  keinerlei  Schwierigkeit:  Träger  einer  aus- 
gearteten Umschraubung  im  engeren  (weiteren)  Sinne  werden  wir  offen 
bar  jedes  uneigentliche  (eigentliche)  Linienkreuz  nennen  müssen,  das 
die  Axe  einer  der  Drehungen  als  Hauptaxe  hat,  die  die  Punkte  der 
unendlich  fernen  Ebene  ebenso  vertauschen,  wie  die  ausgeartete  Um- 
schraubung selbst. 

*)  Für  die  uneigentlichen  Punkte  findet  also  beim  Uebergang  zur  Grenze 
eine  Unterbrechung  der  ContinuiÜlt  statt.  Das  Verhalten  des  Drehungswinkels 
hier  ist  vollkommen  analog  dem  Verhalten  der  Länge  eines  Motors  bei  dem 
Grenzübergang  yom  Rotor  zum  Translator.    (Vgl.  §  7,  S.  62.) 
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Nunmehr  sind  wir  endlich  im  Stande,  für  die  abgeleiteten  Sätze 
einen  zusammenfassenden  und  zugleich  möglichst  einfachen  Ausdruck 
zu  finden. 


Xin.  Mit  jeder  geometrischen  Summe  von  Quirlen  ist  eindeutig 
unikehrha/r  entweder  eine  Bewegung  8  verbunden  ^  die  keine  Drehung 
oder  Schidmng  ist,  oder,  im  besonderen  Falle,  eine  ausgeartete  Um- 
sckraübung  8,  die  die  uneigenUichen  Punkte  nicht  involutorisch  paart. 

Die  Summe  von  Quirlen  und  die  Zuordnung  8  haben  beide  den- 
selben Träger. 

Nachdem  die  Summe  von  Quirlen  auf  die  Normalform  D'  +  D" 
gd>racht  ist^  sind  die  folgenden  Fälle  m  unterscheiden: 

(a)  D'  +  O,        a"=hO. 

S  ist  dann  eine  Bewegung,  aber  keine  Umschraubung.  Die  Länge 
des  eigentlichen  Quirls  O'  ist  die  halbe  Schiämngsgrösse  von  8,  und 
die  Oeffnung  des  uneigenUichen  Quirls  D"  die  Tangente  des  halben 
Drehungsmnkds  von  8.*) 

(b)  O'  +  O,        D"  =  0. 
8  ist  eine  nicht  ausgeartete  Umschraubung, 

(c)  D'  =  0,        D"  +  0. 

8  ist  eine  ausgeartete  Umschraubung^  die,  als  Drehung  in  der  un- 
endlich fernen  Ebene  angesehen,  von  der  identischen  Transformation 
verschieden  ist.  Die  Oeffnung  des  uneigenUichen  Quirls  Ol"  ist  ent- 
gegengesetzt gleich  der  Cotangente  des  halben  Drehungsmnkels 
d^  der  ausgearteten  Umschraubung  8  (vgl  Fig.  23), 

(d)  El'  =  0,        D"  =  0. 

Die  Zuordnung  8  ist  die  ausgeartete  Umschraubung  ^  die  aUe  un- 
eigenUichen Punkte  einzeln  in  Buhe  lässt  (die  identische  Transformation 
in  der  unendlich  fernen  Ebene), 


Wir  werden^  um  f&r  diese  verwickelten  Beziehungen  einen  kurzen 
Ausdruck  zu  haben,  nach  Analogie  der  an  den  Satz  V.  geknüpften 
BegrijBSsbildung  sagen,  die  Zuordnung  8  und  die  geometrische  Summe 
von  Quirlen  seien  einander  associirt.  Wir  können  dann,  nach  Obigem, 
aussagen: 


•)  Der  Winkel  (rj,  o)  =  (O,  rj')  des  Quirls  O"  =  O®  «  DgJ  ist  zugleich 
der  Winkel  ang  (U ,  O)  =  ang  (£) ,  U ' )  der  zu  S  gehörigen  ümwendungsaxen. 
(S.  Fig.  22.) 


78  It  §  ^*    Correlative  Superposition  der  Bewegungen. 

x' 

Ist  dx  ^=^  €iu  ^  begleitender  Quirl  einer  geometrischen  Summe 
D'  +  D"  von  Quirlen^  so  wird  dem  Punkte  x  der  Punkt  x'  dtwck  die 
der  Summe  associirte  Bewegung  oder  cmsgeartete  Umschraubung  S  zu- 
geordnet: 

x[S)x\ 

Ist  umgekehrt  die  Zuordnung  S  gegeben,  so  bestimmt  jedes  Paar 
entsprechender  Punkte  x^  x*  einen  Quirl,  der  die  Summe  D'  -f~  ^" 
begleitet.  Ist  S  eine  Bewegung,  und  sind  Xy  x'  eigentliche  Punkte,  so 
ist  u  die  Normalebene  der  Sehne  xx\  Entsprechendes  gilt,  wenn  x 
und  x'  uneigentliche  Punkte  sind:  nur  das  eine  Punktepaar,  dessen 
beide  Punkte  sich  im  uneigentlichen  Punkt  der  Schraubenaxe  von  S 
vereinigen,  bildet  eine  Ausnahme,  Ist  S  eine  ausgeartete  Umschraubung, 
so  gehört  ebenfalls  zu  jedem  Paar  von  einander  zugeordneten  (un- 
eigentlichen) Punkten  a?,  x'  eine  Ebene  w,  die  „Normalebene  der  Sehne 
xx\^  die  nun  natürlich  unbestimmt  ist  in  einem  Büschel  paralleler 
Ebenen.  Diese  Ebenen  1  können  gefunden  werden,  wenn  man,  wie 
oben,  der  ausgearteten  Umschraubung  eine  Drehung  zuordnet,  die  einen 
beliebigen  eigentlichen  Punkt  o  in  Ruhe  lässt.  Bestimmt  man  dann 
im  Ebenenbündel  (o)  die  beiden  Ebenen  u,  u',  die  auf  den  Strahlen 
ox,  ox'  senkrecht  stehen,  und  construirt  man  die  eigentliche  Winkel- 
halbirende  (S.  14)  dieser  beiden  Ebenen,  so  ist  diese  eine  der  gesuchten 
Ebenen  u.    Völlig  unbestimmt  wird  die  Ebene  u  natürlich  im  Falle  (d). 

Es  wird  hiemach  nun  der  folgende  Satz  verstlLndlich  sein,  mit 
dem  man  die  Sätze  6a),  6b)  des  §  6  (S.  49)  vergleichen  möge: 

14.  Es  sei  eine  MannigfaUigkÜt  von  Zuordnungen  zwischen  Punkten 
Xy  od  definirt,  die  alle  Bewegungen  umfasst,  die  nicht  Drehungen  oder  Sdiie- 
bungen  sind^  und  alle  ausgearteten  ümschraubungen,  die  nicht  involuta- 
risch  sind. 

Ist  dann  die  Ebene  co  Normal^)ene  der  Sehnen  5S'  w«d  i^i^'  in 
Bezug  auf  zwei  gegebene  solche  Zuordnungen,  und  werden  mit  Hülfe  des 
Quirlirapezes  u.  s.  w.  (§8,  Nr.  10,  vgl.  Fig.  16,  17)  zwei  neue  Punkte 
g,  g'  nach  der  Vorschrift 

jDL  -=  £li  +  DS,     d£  =  Di  +  Di 
construirt^  so  ist  tt'  Sehne  einer  bestimmten  dritten  Zuordnung  der  ge- 
nannten Art 

Wir  sagen,  diese  neue  Zuordnung  sei  aus  den  beiden  ersten  durch 
„correlaüve  Superposition"  entstanden. 

Zu  dieser  Definition  ist  dann,  nach  Analogie  der  Nr.  7  des  §  6, 
noch  eine  weitere  zu  fügen: 
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15.  Wenn  zwei  Zuordnungen  S,  S'  der  beschriebenen  Art  denselben 
Träger  haben,  so  sagen  unr,  die  Zmrdnung  S*  sei  aus  der  Zuordnung  S 
durch  „correiative  Streckung'^  im  Verhaltniss  c :  1  hervorgegangen,  wenn 
feigende  Beeiehungen  stattfinden: 

a,  b).  Faüs  8  und  S'  Bewegungen  sind,  wenn  zwischen  den  halben 
Drehungsmnkeln  und  Schiebungsgrössen  die  Belationen  stattfinden: 

Cy  d).  FaXls  S  und  S'  ausgeartete  TJmschra/ubungen  sind,  wenn 
zwischen  deren  halben  Drehungswinkeln  die  Belation  stattfindet: 

^S  '^*  =  c-ig  'Ö'jjj . 

Die  „linesre^^  und  die  ^^correlative'^  Streckung  im  Verhaltniss  c:  1  sind 
also  in  gewissem  Umfange  inyerse  Operationen,  deren  eine  die  andere 
aufhebt^  nämlich  soweit  das  mit  S  bezeichnete  Object  dieser  Operationen 
eine  Bewegnng,  und  zwar  weder  eine  Drehung  oder  Schiebung,  noch  auch 
eine  ümschraubung  ist;  diese  Reciprocität  erstreckt  sich  aber  nicht 
anf  die  ausgeschlossenen  Grenzfälle,  in  denen  die  eine  oder  die  andere 
der  beiden  Operationen  überhaupt  sinnlos  wird. 

Nunmehr  können  wir  den  ganzen  Inhalt  der  im  gegenwärtigen 
Paragraphen  ausgeführten  Untersuchung  in  dem  folgenden  Satz  zusammen- 
fassen: 

XIV.  Summen  von  Quirlen  werden  geomeirisdi  addirt,  indem  man 
die  ihnen  associirten  Zuordnungen  (Beivegungen  oder  ausgeartete  Um- 
schraubungen)  corrdativ  superponirt,  und  umgekehrt. 

Eine  Summe  von  Quirlen  wird  mit  einer  Zahl  c  geometrisch  mvl- 
tiplicirt,  indem  man  die  ihr  associvrte  Zuordnung  einer  corrdativen 
Streckung  im  Verhaltniss  c :  1  unterivirft 

Wie  der  Satz  über  die  gemeinsamen  Querlinien  der  Träger 
mehrerer  Summen  von  Quirlen  nun  ausgedrückt  werden  kann,  braucht 
wohl  nicht  ausdrücklich  gesagt  zu  werden. 


§  10. 

Die  geometriflOhe  Addition  der  Impulfloren. 

Wie  mit  jeder  geometrischen  Summe  von  Keilen  eine  Figur  zweier 
gerader  Linien  verbunden  ist  (§  7),  so  auch  mit  jeder  geometrischen 
Summe  von  Quirlen.  Die  Figur,  zu  der  wir  nunmehr  geführt  werden, 
stimmt  aber  mit  der  schon  betrachteten  Figur  des  Motors  nur  „im 
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Allgemeinen"  überein,  nicht  auch  in  Grenzfällen,  die  wir  von  der  Be- 
trachtung schlechterdings  nicht  ausschliessen  können.  Wir  dürfen  sie 
daher  auch  nicht  durch  dasselbe  Wort  bezeichnen;  wir  werden  viel- 
mehr genöthigt  sein,  neue  Ausdrücke  zu  bilden. 

Wir  nennen  Impulsor  die  Figur  zweier  in  eine  bestimmte  Reihen- 
folge gesetzter  gerader  Linien  X,  ^,  die  der  Bedingung  genügen,  nicht 
in  einer  Ebene  enthalten  zu  sein,  und  von  denen  daher  wenigstens  eine 
eigentlich  sein  muss.  Wir  stellen  diesen  Impulsor  durch  das  Symbol  3| 
dar.  Sind  X  und  ^  eigentliche  Gerade,  die  sich  unter  einem  rechten 
Winkel  kreuzen,  so  nennen  wir  den  Impulsor  einen  Torsor.  Ist  eine 
der  beiden  Geraden  uneigentlich,  so  brauchen  wir  den  Ausdruck 
Ejector.  Die  Gerade  X  nennen  wir  in  jedem  Falle  die  „Anfangs- 
linie", die  Gerade  ^  die  „Endlinie"  des  Impulsors. 

Schliessen  wir  zunächst  die  Ejectoren  aus,  so  können  wir  eine 
Reihe  von  Begriffen  ohne  Aenderung  von  den  Motoren  auf  die  Im- 
pulsoreu übertragen:  Der  Begriff  des  Trägers  eines  Impulsors,  mit 
Haupt-  und  Nebenaxe,  der  Begriff  der  Länge  dist.  (X,  ^)  und  der  der 
Oeffnung  tg  ang  (X,  ^)  eines  Impulsors,  endlich  auch  der  durch  das 
Gleichheitszeichen  auszudrückende  Begriff  der  Aequivalenz  oder  Gleich- 
heit zweier  Impulsoreu,  alle  diese  bedürfen,  in  dem  angenommenen 
Falle,  keiner  besonderen  Erklärung.  Ein  Unterschied  findet  nur  inso- 
fern statt,  als  Länge  und  Oeffnung  eines  Impulsors  stets  von  Null 
verschieden,  Länge  und  Oeffnung  eines  Motors  stets  von  oo  verschieden 
sind.  Dagegen  müssen  wir  besondere  Erklärungen  geben  für  den  Fall 
des  Ejectors. 

Wie  die  in  diesem  Falle  einzuführenden  Begriffe  zu  fassen  sind, 
zeigt  sich,  wenn  wir  nochmals  den  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen 
Grenzübergang  vom  eigentlichen  zum  uneigentlichen  Quirl  vornehmen. 
Wir  hatten  dort  gesehen,  dass  mit  einem  eigentlichen  Quirl  D^  =»  OL 
eine  TJmschraubung  5=  {|,  co}  =  {cj,  5'}  verbunden  ist,  und  dass 
diese,  wenn  |  und  $'  auf  bestimmten  Geraden  og,  og'  ins  Unendliche 
rücken,  in  die  ausgeartete  Umschraubung  übergeht,  die  dem  im  Grenz- 
fall entstehenden  uneigentlichen  Quirl  associirt  ist.  Die  genannte  Um- 
schraubung S  kann  nun  auch  als  Folge  zweier  Umwendungen  dargestellt 
werden,  iS={U,  D}  =  {D,U'},  wobei  man  annehmen  darf,  dass  die 
mit  D  bezeichnete  Gerade  in  der  Ebene  a>  liegt  und  durch  den  Punkt  o 
geht.     (Fig.  24).     Mit  dem  Quirl  D  ist  also  ein  Torsor 

3§  =  3g' 

verbunden,  der  in  leicht  erkennbarer  Weise  auch  umgekehrt  wieder 
den  Quirl  bestimmt.     Geht  man  nun  zur  Grenze  über,  so  entsteht  aus 
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dem  Torsor  ein  Ejector;  d.  h.  es  entsteht  eine  Figar,  die  entweder 
gebildet  wird  von  einem  Büschel  paralleler  Ebenen  (U)  und  einer 
eigentlichen    Geraden  D,    oder    von    dieser    Geraden    £)    und    einem 


Fig.  24. 

anderen  Büschel  paralleler  Ebenen  (U').  Die  beiden  Ebenenbüschel  sind 
gegen  die  Gerade  O  entgegengesetzt -gleich  geneigt  ^  und  bilden  mit 
dieser  einen  mod.  x  von  Null  verschiedenen  Winkel 

der  mod.  x  congruent  ist   dem  negcMv  genommenen  und  um  y  ^^^' 

mehrten  Winkel  ^^  der  Drehung,  die  die  uneigentlichen  Punkte  ebenso 
vertauscht,  wie  die  im  Grenzfall  entstandene  ausgeartete  ümschraubung 
(vgl.  die  Figuren  23  und  24);  einen  Winkel,  dessen  goniometrische 
Tangente  die  Oeffnung  des  im  Grenzfalle  entstandenen  uneigentlichen 
Quirls  ist  (S.  64).  Die  Ebenen  des  Büschels  (U)  schneiden  die  des 
Büschels  (U')  in  einem  Bündel  paralleler  Geraden,  auf  deren  jeder  der 
Vector  liegen  kann,  der  zu  dem  uneigentlichen  Quirl  gehört. 

So  gelangen  wir  zu  den  folgenden  Bestimmungen: 

Es  möge  ein  Ejector  3|  gegeben  sein  durch  eine  uneigentliche 
(eigentliche)  Gerade  X  als  Anfangslinie  und  eine  eigentliche  (un- 
eigentliche) Gerade  ^  als  Endlinie.  Wir  projiciren  die  Gerade  X  (^) 
aus  irgend  einem  eigentlichen  Punkte  o  von  fj  (X)  durch  eine  Ebene 
9  (^);  wir  construiren  sodann  in  dieser  Ebene  die  Gerade,  die  im 
Punkte  0  auf  ^  (X)  senkrecht  steht,  und  verbinden  diese  Gerade  mit 

Study,  Geometrie  der  D/nftmen.  6 
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D  (X)  durch  eine  Ebene  ^  (q>).  Die  stets  von  Null  verschiedene 
Grösse  tg  (9,  ii)  nennen  wir  dann  die  Oeffnung  des  I^edors.  Wir  be- 
zeichnen  femer  als  Träger  des  Ejedors  im  engeren  Sinne  das  un- 
eigentliche Linienkreuz  ^  das  die  im  Allgemeinen  bestimmte  Schnitt- 
linie 9,  t  als  Hauptaxe  hat,  und  im  weiteren  Sinne  jedes  zu  diesem 
Linienkreuz  parallele  eigentliche  Linienkreuz.  Wir  nennen  femer  zwei 
Ejectoren  3^^  und  S|*  gleich  ^  wenn  sie  dasselbe  uneigentliche  Linien- 
kreuz als  Trager  haben,  und  wenn  nack  Verwandlung  der  beiden 
Hauptaxen  9?^,  ^^  und  <p^y  V^^  dieses  Linienkreuzes  in  syntaktische  Speere 
(§  1)  die  beiden  Oeffnungen  tg((pij  ^1)  und  tg  (9?,,  i;^)  einander  gleich 
werden.  Anders  ausgedrückt,  wir  betrachten  die  beiden  Ejectoren  als 
gleich,  wenn  die  Drehungen 

die  uneigentlichen  Punkte  in  gleicher  Weise  transformiren,  wenn  also 
diese  Drehungen  sich  nur  um  eine  zu  der  einen  als  symbolischer 
Factor  hinzutretende  Schiebung  von  einander  unterscheiden.  Jeder 
Ejector  kann  hiernach  so  dargestellt  werden,  dass  eine  beliebige  Quer- 
linie O  seines  Tragers  Endlinie  oder  Anfangslinie  wird:  der  Ejector 
erscheint  in  der  doppelten  Gestalt 

cyC  _  cvU' 

eben  der,  zu  der  wir  oben  durch  einen  Grenzübergang  gelangt  waren. 
Zu  jedem  Ejector  gehört  femer  ein  völlig  bestimmter  uneigentlicher 
Quirl  jQ?  B»  D1  ,  dessen  Construction  durch  die  Fig.  24  dargestellt 
wird.  Da  jeder  solche  Quirl  mit  einem  Yector  verbunden  ist,  so  gUt 
das  Gleiche  von  den  Ejectoren:  Ein  Ejector  und  der  jmgehörige  Vedor 
haben  beide  denselben  Träger,  und  der  reciproke  Werth  der  Oeffnung 
des  Ejectors  ist  gleich  der  Länge  des  Yectors.  Wir  hätten  demnach 
auch  erklären  können: 

Zwei  Ejectoren  sind  gleichj  wenn  eu  beiden  derselbe  Vedor  gehört 
Die  obigen  Constructionen  werden  unbestimmt,  wenn  die  Geraden 
X,  ^  die  Figur  eines  eigentlichen  Linienkreuzes  bilden.  Alle  derartigen 
Ejectoren  haben  wir  als  einander  gleich  anzusehen;  wir  stellen  sie 
gemeinsam  dar  durch  das  Zeichen  der  Null.  Wir  nennen  den  so  erklärten 
Ejector  den  Ejector  oder  Imptdsor  Null. 

Es  giebt  also  00*  von  Ejectoren  verschiedene  Impulsoren,  darunter 
00**  Torsoren,  und  jeder  von  diesen  kann  auf  00*  Arten  durch 
ein  Paar  eigentlicher  gerader  Linien  dargestellt  werden.  Es  giebt 
aber  nur  00*  von  Null  verschiedene  Ejectoren ,  und  jeder  von 
diesen  kann  auf  00^  Arten  durch  ein  Paar  von  Geraden  darge- 
stellt werden,  von  denen  eine  eigentlich  und  eine  uneigentlich  ist.    Die 
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eigenÜiche  Gerade  kann  als  Querlinie  des  Tragers  des  Ejectors  noch 
beliebig  angenommen  werden;  die  ganze  Figur  ist  dann  bestimmt, 
wenn  festgesetzt  wird,  ob  diese  Querlinie  Anfangslinie  oder  Endlinie  des 
Ejectors  sein  soll.  Dazu  kommt  endlich  noch  der  Impulsor  Null,  der 
auf  oo^  Weisen  durch  die  Figur  eines  eigentlichen  Linienkreuzes  dar- 
gestellt werden  kann. 

Nunmehr  können  wir  das  über  die  Zuordnung  zwischen  Quirlen 
und  Impulsoren  schon  Gesagte  so  vervollständigen: 

XY.  Jeder  geometrischen  Summe  von  Quirlen  kann  man  einen 
vöüig  bestimmten  Impulsor  desselben  Trägers  zuordnen,  den  ,,der  Summe 
von  Quirlen  associirten"  Impulsor,  und  umgekehrt, 

Ist  die  Summe  von  Quirlen  tmd  stigleich  die  zugehörige  Summe 
von  Stoben  auf  die  Normalform  gebracht, 

D'-f  D",        ©'+©", 

so  ist  die  Länge  des  associirten  Impulsors  gleich  der  Länge  des  eigent- 
liehen  Quirls  £l'  und  gleich  dem  redproken  Werthe  der  Länge  des 
Stabes  @'.  Femer  ist  die  Oeffnung  des  associirten  Impulsors  gleich 
der  Oeffnwig  des  uneigenüichen  Quirles  O''  und  gleich  dem  redproken 
Werthe  des  Momentes  des  Stäbepaares  @". 

Verschwindet  in  den  genannten  Summen  das  zweite  Glied  (b),  so 
reducirt  sich  der  Impulsor  auf  einen  Torsor;  verschwindet  das  erste 
(c),  so  reducirt  er  sich  auf  einen  Ejector;  verschwinden  endlich  (d) 
beide  Glieder  zugleich ,  so  wird  auch  der  der  Summe  D'  -f*  ^"  ^^^' 
ciirte  Impulsor  gleich  Null.  —  Man  vergleiche  mit  dem  Satz  XV.  den 
sehr  ähnlichen  Satz  VH.,  S.  53. 

Wir  wenden  uns  nun  zurück  zu  den  Darlegungen  des  vorigen 
Paragraphen.  Statt  der  geometrischen  Summen  von  Quirlen  führen 
wir  jetzt  die  ihnen  associirten  Zuordnungen,  Bewegungen  oder  aus- 
geartete Umschraubungen  ein.  Zwischen  diesen  und  den  Impulsoren 
besteht  nun  natürlich  ebenfalls  eine  ein-eindeutige  Beziehung,  und 
zwar  eine  solche  von  sehr  einfacher  Art.  Ist  eine  Bewegung 
5  =  (U,  D}  »»  {O,  tt'}    zu  derselben  Summe  von  Quirlen  associirt, 

wie  der  Impulsor  3,  so  ist  3  —  Sy  =  3^  *  ^^®  ^^®®®  Beziehung  ab- 
zuändern ist,  wenn  die  Bewegung  S  in  eine  ausgeartete  Umschraubung 
übergeht,  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden.  Wir  brauchen  nun 
nur  die  unter  14.  angegebene  Construction  zu  specialisiren,  um  aus  zwei 
gegebenen  Impulsoren,  die  gewissen  Summen  von  Quirlen  associirt 
sind,  den  Impulsor  abzuleiten,  der  der  geometrischen  Summe  dieser  beiden 
Summen  associirt  ist:  Wir  brauchen  nur  anzunehmen,  dass  die  dort  mit 

6* 


84  I,  §  10.    Geometrische  Addition  der  Impulsoren. 

cj  bezeichnete  Ebene  sieh  um  eine  gemeinsame  Querlinie  D  der  Trager 
der  beiden  gegebenen  Impulsoren  dreht.  Wir  können  dann,  nach  §  2, 
die  zu  a  als  Normalebene  gehörigen  Sehnen  ü',  rji]'  auf  die  einfachste 
Weise  finden  (s.  Fig.  3,  S.  18,  und  den  zugehörigen  Text).  Die 
auszuführende  Construction  verläuft  ganz  in  der  Ebene,  die  in  der 
Geraden  £)  senkrecht  auf  co  errichtet  ist.  Es  ergiebt  sich  also  die 
folgende  Construction: 

16.  Es  seien  vorgelegt  zwei  Imjmlsoren  3^  und  3^  fnü  gemein- 
samer eigentlicher  Anfangslinie,  drei  Gerade  D,  X,  fj  also,  deren 
erste  eigentlich  ist  und  mit  Tceiner  der  beiden  anderen  in  einer  Ebene  liegt. 

Man  schneide  nun  die  Geraden  X,  ?)  ^^  ^'wer  durch  O  gelegten 
veränderlichen  Ebene  in  Punkten  i,  rj,  und. lege  senkrecht  zu  dieser  Ebene 
durch  D  eine  zweite  Ebene  oj. 

Construirt  man  dann,  mit  Hufe  des  Quirltrapezes  u.  s,  w.  (vgl. 
Fig.  16,  17  u.  8.  f),  also  nach  der  Vorschrift 

einen  neuen  Punkt  f,  so  ist  der  Ort  dieses  Punktes  l  eine  eigentliche 
oder  uneigenüiche  Gerade  3?  die  mit  der  Geraden  D  wiederum  nicht 
durch  eine  Ebene  verbunden  werden  kann,  und  also  mit  dieser  zusammen 
einen  Impidsor  3^  definirt 

Wir  nennen  diesen  Impidsor  die  geometrische  Summe   der  Impul- 

soren  3^),  3^,  und  wir  drücken  diese  Beziehung  durch  die  symbolische 
Gleichung 

33^  _L  cv©  cy8 
O  "T  -Oß  —  "Oo 

aus. 

Da  die  Träger  zweier  Impulsoren  stets  wenigstens  eine  gemein- 
same Querlinie  haben,  so  kann  durch  die  angeführte  Construction  unter 
allen  Umständen  die  geometrische  Summe  von  zwei  oder  mehr  Im- 
pulsoren gebildet  werden;  nur  ist  zu  bemerken,  dass  an  Stelle  des 
Quirltrapezes,  nach  §  8,  in  besonderen  Fällen  andere,  übrigens  nicht 
weniger  einfache  Constructionen  gesetzt  werden  müssen. 

An  die  Definition  16,  die  bei  ihrer  grossen  Einfachheit  wohl  nicht 
noch  durch  eine  Figur  erläutert  zu  werden  braucht,  schliesst  sich  die 
folgende  Definition  Nr.  17,  die  sich  zu  der  Nr.  16  gerade  so  verhält, 
wie  Nr.  8  zu  Nr.  7  (S.  54,  55). 

« 

17.  Ein  Impulsor  eines  gegebenen  Trägers  wird  mit  einer  ZaM  c 
geometrisch  miUtiplicirt,  indem  man  seine  Länge  und  seine  Oeffnung  mit 
dieser  Zahl  dividirt. 
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Wir  bezeichnen,  wenn  Sj  der  gegebene  Impulsor  ist,  das  Resultat 
dieser  Operation  darch  das  gewöhnliche  Zeichen  der  Multiplication: 

Die  Figur  dieses  Impulsors  ist  demnach,  wenn  e  nicht  verschwindet, 
und  wenn  der  Impulsor  kein  Torsor  oder  Ejector  ist,  identisch  mit  der 
Figur  des  Motors 

C  * 

m 

Das  Hauptergebniss  unserer  Betrachtungen  können  wir  nun  durch 
einen  dem  Satze  YUI.  (S.  56)  YÖllig  analogen  Satz  ausdrücken: 

XVI.  Summen  von  Quirleh  werden  geofnetrisch  addirt,  indem  man 
die  ihnen  assodirten  Impulsor en  geometrisch  addirt,  und  umgekehrt. 
Dieselbe  Beziehung  besteht  femer  zwischen  den  beiden  als  ^geometrische 
MuUiplication^'  von  Quirlsummen  und  Impulsoren  mit  Zahlen  be- 
zeichneten Operationen. 

Eine  besonders  einfache  Gonstruction  ergiebt  sich  aus  16.,  wenn 
die  gegebenen  Impulsoren  beide  Torsoren  sind,  wenn  also  die  Geraden 
X  und  ^  die  Gerade  £)  rechtwinklig  kreuzen.  Man  lege  dann  durch 
0  Ebenen  parallel  zu  X  und  ^,  und  bringe  diese  Ebenen  mit  ^  und 
3E  zum  Schnitt:  Die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  ist  die  gesuchte 
Gerade  3-  Sind  die  Geraden  X  und  J)  parallel,  so  wird  diese  Gonstruc- 
tion illusorisch;  es  vereinfacht  sich  dann  aber  die  Gonstruction  16.  eben- 
falls, da  auch  die  gesuchte  Gerade  3  ^^  ^  ^^^  ^  parallel  sein  muss. 

Die  geometrische  Addition  der  Ejectoren  kann  natürlich  auch  un- 
mittelbar auf  die  geometrische  Addition  der  zugehörigen  Yectoren  oder 
sphärischen  Quirle  zurückgeführt  werden. 

Wie  umgekehrt  die  geometrische  Addition  der  Quirle  aus  der  der 
Impulsoren  hergeleitet  werden  kann,  falls  diese  letzte  auf  irgend  einem 
anderen  Wege  begründet  sein  sollte,  ist  leicht  zu  sehen. 


§11. 
Die  stereometrisohe  Addition  der  Motoren. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  einer  dritten  Art  von 
geometrischer  Addition  von  Linienpaaren  im  Räume,  die  der  geome- 
trischen Addition  der  Motoren  und  Impulsoren  angereiht  werden  kann, 
jedenfalls  nicht  viel  weniger  einfach  ist,  als  diese  beiden,  und  wohl 
auch  nicht  geringeres  Interesse  hat.  Die  Figur,  deren  wir  uns  j^tzt 
zu   bedienen   haben   werden,   ist  wiederum   der  Motor:     Wir    werden 
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also,  um  YerwechselnngeD  vorzubeugen,  den  Ausdruck  ^^geometrische'' 
Addition,  mit  Bezug  auf  die  einzuführenden  neuen  Gonstructionen,  yer> 
meiden,  und  an  seiner  statt  einen  anderen  verwenden. 

Die  gemeinte  „stereometrische  Addition''  der  Motoren  bietet  der 
elementargeometrischen  Behandlung  grössere  Schwierigkeiten,  als  die 
bis  hierher  betrachteten  Gegenstande;  wir  werden  daher,  bei  der  Be- 
schiilnkung  in  den  Hülfsmitteln,  die  wir  uns  auferlegt  haben,  hier 
darauf  verzichten  müssen,  zu  zeigen,  wie  man  zu  der  sogleich  zu  er- 
klärenden Construction  kommt:  Wir  müssen  uns  vorlaufig  damit  ge- 
nügen lassen,  die  Richtigkeit  der  aufzustellenden  Sätze  a  posteriori  zu 
erweisen.  Doch  wird  es  uns  möglich  sein,  wenigstens  die  weiterhin 
folgenden   Constructionen  aus  der  ersten  (Nr.  18)  zu  entwickeln*). 

um  Verwechselungen  leichter  vorzubeugen,  wollen  wir  uns  in  der 
folgenden  Untersuchung  auch  für  den  Motor  eines  anderen  Zeichens  als  bis- 
her, nämlich  des  Zeichens  9t|  an  Stelle  von  3Jt^  bedienen. 

Wir  führen,  um  nachher  unsere  .Darlegung  nicht  unterbrechen  zu 
müssen,  sogleich  einen  neuen  B^iff  ein,  den  wir  weiterhin  zu  be- 
nutzen haben  werden: 

Wir  nennen  Sperrung  eines  Motors  9l|  das  Product  aus  der  Länge 

des  Motors  und  dem  um  die  Einheit  vermehrten  Quadrat  seiner  Oeff- 

nung,  also  den  Quotienten 

_dist(3E,D) 

cos^  ang  (3£,  ^) 

Die  Begriffe  „Länge"  und  „Sperrung"  eines  Motors  sind  hiemach  dann 
und  nur  dann  von  einander  verschieden,  wenn  der  Motor  weder  ein 
Rotor  noch  ein  Translator  ist. 

Wir  bezeichnen  ferner^  wenn  X,  ^  etoei  nicht  paraUde  Gerade  sind, 
durch  das  Symbol 

die  Gerade,  die  X  und  D  zugleich  reehbwirJdig  schneidet;  also,  wenn  3E 
und  D  selbst  einander  nicht  schneiden,  die  kürzeste  Verbindungslinie 
zwischen  Punkten  von  X  und  ^.  Mit  Hülfe  dieses  Symbols  lässt  sich 
nun  unsere  Construction  sehr  einfach  beschreiben. 

Es  seien  zwei  Motoren  in  der  Form  91^,  91®  dargestetU,  so  älsOj 
dass  die  Anfangslinie  beider  dieselbe  Gerade  O  ist.  Wir  leiten  dann 
durch  gewisse    Constructionen   aus   den   Geraden  0,  X,  ^    eine  vierte 

**)  Die  stereometrische  Addition  der  Motoren  ist,  damals  noch  unter  dem 
Namen  einer  ^^geometrischen^^  Addition,  vom  Verfasser  in  der  auf  S.  80  citirten 
Abhandlung  angegeben  worden.  Dieser  sind  die  folgenden  Darlegungen  grOssten- 
theils   entlehnt. 
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Gerade  3  A^;  «wd  wir  nennen  den   Motor  91^  die  Stereo  metrische 
Summe  der  gegä>eneti  Motoren,  in  Zeichen: 

Wir  bedienen  uns  also,  um  die  zu  erklärende  stereometrische 
Addition  der  Motoren  von  der  geometrischen  zu  unterscheiden^  für 
die  erste  nicht  des  gewöhnlichen  Zeichens  der  Addition,  sondern  des 
Zeichens  -|-,  und  ebenso  gebrauchen  wir  natürlich  für  die  inverse 
Operation,  die  stereometrische  Subtraction  (deren  Erklärung  in  der 
weiterhin  aufzuführenden  Definition  Nr.  24  enthalten  ist),  das  Zeichen  ~^ . 

18.  Wenn  die  gegebenen  Motoren  91*  ,  91®  weder  Translatoren  sind 
noch  Bu  parallelen  Trägem  geluiren,  so  wird  die  zur  Geraden  3  führende 
Construction  durdi  das  Sdiema  angegeben: 

3  =  3^^- 

Man  yergleiche  hierzu  die  Figur  25,  die  übrigens  nur  schematisch 
ist  und  keine  Vorstellung  Ton  der  Lage  vermitteln  soll,  die  die  ge- 
nannten Geraden  in  einem  besonderen  Falle  im  Baume  haben  können  *). 


Fig.  26. 


*)  Von  speciellen  Fällen  abgesehen,  lässt  sich  nämlich,  wie  es  scheint,  eine 
solche  Vorstellung  durch  eine  Figur  doch  nur  in  sehr   unvollkommener  Weise 
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Das8  die  bezeichnete  Gonstruction  unter  den  angegebenen  Vor- 
aussetzungen wirklich  zu  einer  TÖlIig  bestimmten  und  zur  Definition 
eines  Motors  brauchbaren  Geraden  3  führt,  das  erkennt  man,  wenn  man 
durch  einen  beliebigen  Punkt  o  zu  den  construirten  Geraden  Parallele 
zieht:  Dann  ergiebt  sich,  als  besonderer  Fall  unserer  Gonstruction  Nr.  18, 
eine  Gonstruction  ^  die  von  der  des  Keiltrapezes  sich  eigentlich  nur 
durch  die  Ausdrucksweise  unterscheidet,  indem  nämlich  die  in  §  4  be- 
nutzten Ebenen  durch  die  zu  ihnen  senkrechten  Strahlen  des  Punktes  o 
ersetzt  sind.  Es  folgt  also,  dass  keine  zwei  der  durch  das  Zeichen  y^ 
verbundenen  Geraden  zu  einander  parallel  sein  können,  und  dass  die 
Gerade  3  ^^  Gerade  O  nicht  rechtwinklig  schneidet  oder  kreuzt. 

In  den  ausgeschlossenen  Grenzfallen  werden  die  benutzten  Linien 
zum  Theil  oder  auch  alle  unbestimmt;  man  muss  daher  dann  die 
Gerade  3  durch  besondere  Constructionen  definiren.  Diese  f&hren  wir 
nunmehr  auf. 

19.  Wenn  91^  und  92^  Botoren  mit  parallelen  aber  von  einander 
verschiedenen  Trägem  sind,  so  erfolgt  die  Construdion  der  Geraden  ß 
ebenfalls  noch  na^  dem  unter  18.  angegebenen  Schema,  sofern  man  die 
weitere  Bestimmung  hinzufügt,  dass  diese  Gerade  3  die  Gerade  O  schnei- 
den soU. 

Mit  anderen  Worten:  Wir  treffen  die  naheliegende  Festsetzung, 
dass  im  genannten  Fall  die  „stereometrische*^  Addition  der  Motoren  in 
die  ^geometrische^'  übergehen  soll. 

Natürlich  braucht  man,  wie  ein  Blick  auf  die  Fig.  26  zeigt^  in 
diesem  Falle  die  Geraden  S^i^^i,  3^8 ;  ^s  ^^^^  wirklich  zu  construiren, 

da  die  ganze  zu  einem  neuen  Rotor 
oder  zu  einem  Translator  91^  föh- 
rende  Gonstruction  in  einer  Ebene 
verläuft. 

Nehmen  wir  nunmehr  an^  dass 
einer  der  gegebenen  Motoren,  92^ , 
ein  Translator  sei,  nicht  aber  auch 
der  andere,  so  wird  die  mit  ^^  be- 
zeichnete Gerade  unbestimmt,  da- 
rum aber  noch  nicht  nothwendig 
auch  die  Gerade  3-  Denn  aus 
2)  D  folgt  3e,J.D,  3E,||3£i,  3  3E. 

hervorrufen.  Man  kann  sich  indessen  leicht  aus  Stricknadeln  und  Korken  ein 
Modell  fertigen,  ähnlich  einem  von  F.  Morlej  hergestellten  Modell  einer  ver- 
wandten, weiterhin  noch  zu  besprechenden  Figur. 


Fig.  26. 
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Verschiebt  man  nun  ^^  parallel  zu  sich  selbst  längs  D  und  ^,  so 
verschiebt  sich  ^^  l^i^gs  0;  und  D3  längs  X;  die  zu  X  parallele  Oerade 
3  ändert  aber  hierbei  ihre  Lage  nicht.  (Vgl.  Fig.  27.)  Unbestimmt 
kann  das  Ergebniss  der  Construction  nur  dann  werden,  wenn  Dg  ||  X^ 
sein  sollte^  da  die  andere  Annahme  f),  ||  dl  durch  die  Folgerung  dc±£ 


S 


Fig.  S7. 


Fig.  28. 


ausgeschlossen  wird.  Ist  aber  Ds  ||  BEg  ^  so  folgt  ^s  II  ^ ;  ^s  II  ^s? 
Ji  1  Dl,  Xj  =  X5  (s.  Fig.  28).  Die  Construction  wird  dann  wirklich 
unbrauchbar.  So  kommen  wir  noch  für  einen  weiteren  ziemlich  all- 
gemeinen Fall  zu  einer  Bestimmungsweise  der  Geraden  3  durch  die 
folgende  Definition: 

20a.  Wenn  der  Motor  31^  ein  Translator  ist,  der  Motor  91^ 
aber  nicht,  und  wenn  die  Träger  beider  Motoren  nicht  parallel  sind, 
so  wird  die  Oerade  3  ebenfalls  noch  durch  die  Construction  Nr.  18 
gefanden,  sofern  man  an  Stelle  von  Di  irgend  eine  der  gemeinsamen 
Senkrechten  von  O  und  D  setzt,  oder  auch  sogleich  an  Stelle  von 
Ds  irgend  eine  Oerade,  die  auf  der  Ebene  von  0  und  D  senkrecht 
steht.^' 


Fig.  29. 


Fig.  80. 


90 


I,  §  11.    Stereometrische  Addition  der  Motoren. 


Einfacher  gestaltet  sich  die  Construction  in  dem  durch  die  An- 
nahme S)i  JL  Xi  bezeichneten  Specialfall.  Dann  folgt  nämlich  gj  ^3t^, 
2)2  II  3£i,  3E2-L?),  2)2  JLX  (s.  Fig.  29),  und  es  ergiebt  sich,  als  Folgerung 
aus  der  Definition  20  a: 


20.  Wenn  der  Motor  9i^  ein  Translator  ist,  dessen  Ved&r  8S2  auf 

der  Hav^taxe  Ddi  des  Motors  31^  senhredd  steJU,  so  wird  die  Gerade  3 

dadurch  gefmiden,  dass  nian  die  Gerade  de  um  den  Vector  SS?  verschiebt, 
(S.  Fig.  30.) 

Die  Construction  Nr.  18  bleibt  femer,  trotz  der  ihr  innewohnen- 
den hohen  Unbestimmtheit,  auch  dann  noch  brauchbar,  wenn  die  ge- 
gebenen Motoren  beide  Translatoren  sind,  falls  nur  die  zugehörigen 
Vectoren  nicht  parallel  sind.  (S.  Fig.  31.)  Es  ergiebt  sich  dann, 
wenn  wir  den  hiermit  ausgeschlossenen  Fall  nachtraglich  in  die  auf- 
zustellende Definition  wieder  mit  einbeziehen,  die  Regel: 

21.  Zwei  Tramlatoren  werden  stereometrisch  addirty  indem  man  die 
zugehörigen  Vectoren  geometrisch  addirt. 

Die  stereometrische  Addition  der 
Translatoren  ist  also  von  der  geometri- 
schen Addition  dieser  Translatoren  (§  7, 
S.  54)  ebenfalls  nicht  verschieden. 

Wir  behandeln  nun  weiter  den  unter 
Nr.  20  a  ausgeschlossenen  Grenzfall.  Da 
jetzt  die  an  Stelle  der  Construction 
Nr.  18  zu  setzende  Definition  von  3 
nicht  mehr  so  nahe  liegt,  wie  in  den 
bisher  behandelten  Fällen,  so  haben  wir 
eine  umständlichere  Auseinandersetzung 
nöthig. 

Wir  nehmen  zuerst  noch  an,  dass 
der  zu  91^  gehörige  Vector  S8?  ni^M 
parallel  ist  zu  3^.  Dann  liegen  nach 
Obigem  die  Geraden  3^7  BE^,  S^s?  ^1;  ^2  ^^  einer  Ebene  a>,  und  es 
ist  Xi  II  Xg.  Femer  ist  3  II  3^;  iind  die  orthogonalen  Projectionen  Ton 
X  und  3  Auf  die  Ebene  cd  sind  zu  der  Geraden  X^  parallel.  (S.  Fig.  32.) 
Wir  bezeichnen  nun  mit  5,  iy,  iy'  die  Schnittpunkte  der  Geraden  SE^  mit 
^7  Dl  7  3  ^^^  ^^^  S'  ^^^  Schnittpunkt  von  Xg  mit  der  Projection  von  3£ 
auf  G).    o  und  o'  seien  die  Schnittpunkte  von  X^  mit  D  und  X.    Dann  ist 
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Es  kann  also  3  ^^^  ^  dadurch  abgeleitet  werden  ^  dass  man  de  erst 
um  den  Vector  SJ  ,  hierauf  um  den  Vector  SB?,  verschiebt.  Wir  be- 
hanpten  nun^  dass  diese  zweite  Schiebung  von  der  ersten  unabhängig 
ist,  sodass  man  im  Grenzfall  Sgf  «s  0  eine  bestimmte  Grenzlage  der 
Geraden  3  erhält. 


V 


% 


^ 

y 

1 

V 

1^ 

Jx 

"^ 

w- 

'/ 

T»-»        '."i 

9, 

3 

Pig.  82. 

In  der  That,  bezeichnen  wir  mit  ^  den  Winkel  der  Geraden  ^j,  H^ 
^öd  ^27  ^£3,  oder  den  ihm  gleichen  Winkel  der  Geraden  D^,  3£j; 
ferner  mit  9  den  Winkel,  den  die  Gerade  H  mit  der  Ebene  cd  bildet^ 
mit  %  den  Winkel  der  Geraden  0'%'  und  o'i^',  endlich  mit  6  den 
Winkel  der  Geraden  X  und  o'f\  (s.  Fig.  32):  Dann  haben  wir  zu- 
nächst 

cos  6  =  cos  ^>  •  cos  %j 

da  6  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  mit 
den  Katheten  ^>  und  %  ist.  Man  kann  aber  auch  die  Abhängigkeit 
zwischen  den  Winkeln  %,  ^  und  6  bestimmen  (s.  Fig.  33);  eine  leichte 
Ueberlegung  ergiebt: 

sin  ;|r .  cos  ;|r  =  tg^.(cos*j^  —  cos^tf). 
Durch  Elimination  von  coscr  aus  diesen  beiden  Gleichungen  findet  sich 

nnd  hieraus,  wenn  wir  noch  sin  ^>  =  cos  %^  setzen, 

aj|;  =  SB|cos«^. 
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Es  bedeutet  aber  d-  den  Neigungswinkel  der  Geraden  0  und  3£.    Oehen 
wir  also  zur  Grenze  9}f  =  0  über^  so  ergiebt  sich  die  Definition  der 


Fig.  88. 

Geraden  3;   die  wir  in   dem  unter  Nr.  20a  ausgeschlossenen  Fall  an- 
zuwenden haben  werden: 

22.  Wenn    der    Motar  9lj^  ein    Translcttor  ist,    dessen    Vedor  SS© 

parallel  ist  zur  Hauptaxe  Ox  des  Motors  91* ,  so  geht  die  Gerade  3  «'<* 
der  Geraden  X  hervor  durch  Verschiebung  von  X  um  den  Vector 

aS2cos»ang(D,  X). 

Nunmehr  können  wir  statt  der  unter  20a  angegebenen  Gonstruction 
die  einfacheren  Constructionen  Nr.  20  und  22  verbunden  anwenden: 
Wir  haben  ja  bewiesen^  dass  die  Aufeinanderfolge  dieser  Constructionen 
zu  demselben  Ergebniss  fOhrt^  wie  die  Gonstruction  20a.  Wir  werden 
also  diese  letzte  von  uns  als  Durchgangspunkt  benutzte  Gonstruction 
jetzt  ganz  bei  Seite  lassen  können,  indem  wir  die  bisherige  Folgerung 
Nr.  20  nunmehr  als  eine  neue  Definition  einführen. 

Es  liegt  nahe,  wie  die  noch  ausstehenden  Bestimmungen  zu  fassen 
sein  werden: 

23.  Die  stereometrische  Summe  zweier  Motoren  desselben  Trägers  wird 
gdnldet,  indem  ma/n  deren  Oeffnungen  und  Sperrungen  addirt. 

Natürlich  ist  als  Träger  der  stereometrischen  Summe  der  Trager 
der  gegebenen  Motoren  anzunehmen.  Ebenso  ist  zu  verstehen  die 
Definition: 

24.  Ein  Motor  wird  mit  einer  Zahl  c  stereometrisch  muU^icirt, 
ifidem  man  seine  Oeffnung  und  Sperrung  mit  c  muUiplicirt, 

Diese  Bestimmung  steht  im  Einklang  mit  der  in  §  7  gegebenen 
Erklärung  des  „Motors  Null". 

Damit  die   unter  24.  erklärte  stereometrische  Multiplication  eines 
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Motors  mit  einer  Zahl  c  nicht  mit  der  geometrischen  Multiplication 
verwechselt  werden  kann,  wird  man  für  die  erste  nicht  das  (heute) 
allein  übliche  Multiplicationszeichen  • ,  sondern  ein  anderes,  etwa  das 
(sonst  obsolete)  Zeichen  X  verwenden:  Wir  werden  also  das  stereo- 
metrische c- fache  eines  Motors  9l|  durch  das  Zeichen 

darstellen.  — 

Auf  Grund  dieser  Definitionen  können  wir  nun  in  allen  Fällen 
die  ^^tereometrische  Summe'^  zweier  Motoren  bilden,  und  zwar  un- 
mittelbar, d.  h.  ohne  die  Motoren  vorher  zerlegen  zu  müssen,  aus- 
genommen in  dem  Falle,  wo  diese  Motoren  parallele  Träger  haben. 
In  diesem  Falle  muss  man,  wie  es  scheint,  eine  Zerlegung  anwenden, 
aber,  was  wohl  zu  beachten  ist,  eine  invariante^  nämlich  von  aller  Will- 
kür freie  Zerlegung:  Jeder  beliebige  Motor  kann,  nach  dem  Vorher- 
gehenden, auf  eine  einzige  Weise  als  stereometrische  Summe 

eines  Rotors  91'  und  eines  Translators  31"  derart  dargestellt  werden, 
dass  diese  beiden  speciellen  Motoren  den  nämlichen  Träger  haben  (im 
weiteren  Sinne  des  Wortes). 

Dass  unsere  „stereometrische  Addition  der  Motoren'^  wirklich  den 
Namen  einer  Addition  verdient,  dass  sie  nämlich  (ausser  dem  commuta- 
tiven)  das  associative  Oesetz  erfüllt,  und  dass  sie  daher  mit  der  unter 
24.  erklärten  Multiplication  durch  das  distributive  Oesetz 

verbunden  ist,  das  werden  wir  nunmehr  nachzuweisen  haben. 

§  12. 
FortBetBiuig:  Die  stereometrisohe  Addition  der  Motoren. 

Die  zu  Schluss  des  §  11  aufgestellte  Behauptung  begründen  wir 
in  der  Art,  dass  wir  sogleich  einen  weitergehenden  Satz  beweisen: 
Wir  ordnen  den  geometrischen  Summen  von  Keilen  wiederum  Motoren 
zu,  und  zeigen,  dass  dann  die  als  „geometrische''  und  „stereometrische'' 
Addition  bezeichneten  Operationen  einander  entsprechen.  Wie  die  Zu- 
ordnung selbst  beschaffen  sein  wird,  falls  wirklich  ein  Satz  der  be- 
haupteten Art  besteht,  liegt  nach  der  Untersuchung  des  §  11  auf  der 
Hand:  Sie  wird  sich  von  der  im  Satze  VII.  (§  7,  S.  53)  ausgeführten 
Zuordnung  lediglich  darin  unterscheiden,  dass  an  Stelle  der  Länge 
des  betrachteten  Motors  nunmehr  dessen  Sperrung  tritt. 
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XYll.  Jeder  geometrischen  Summe  von  Stoben,  Keäen  oder  Quirlen 
kann  man  einen  rollig  bestimmten  Motor  dessdben  Trägers  guordnen^ 
den  „der  Summe  affiliirien"  Motor  und  umgekehrt. 

Ist  die  Summe  von  Keilen  und  zugUidi  die  gugehörige  Sumine  von 
Stäben  auf  die  Nonnalform  gd)raddy 

ft'  +  ft",     ©'  +  ©", 

so  ist  die  Oeffnung  des  affiliirten  Motors  gleidt  der  Oeffnung  des 
eigenäichen  Keiles  St'  und  gleich  der  Länge  des  Stabes  @'.  Femer 
ist  die  Sperrung  dieses  Motors  gleich  der  Sperrung  des  uneigent- 
lichen Keiles  &"  und  gleidi  dem  Moment  des  Stäbepaares  @'\ 

Der  zu  beweisende  Satz  laotet  nunmehr  vollkommen  analog  dem 
Saize  VIH  (S.  56): 

XVLLL  Summen  von  Stäben,  Keilen  oder  Quirlen  werden  geo- 
metrisch addirty  indem  man  die  ihnen  affiliirten  Motoren  stereo- 
metrisch addirt;  sie  werden  mit  Zahlen  geometrisch  muUiplidrt,  in- 
dem man  die  ihnen  affiliirten  Motoren  mit  denselben  ZaMen  Stereo- 
metrisch  muUiplicirt,  und  umgekehrt 

Wir  haben  in  den  Sätzen  VII  und  XVII,  Vni  und  XVin  die 
unterscheidenden  Worte  durch  den  Druck  hervorgehoben. 

Einige  besondere  Fälle  des  Satzes  XVin  sind  nun  durch  die  Be- 
trachtungen des  §  11  schon  erledigt.  Stellen  wir  nämlich  einen  jeden 
von  zwei  stereometrisch  zu  addirenden  Motoren  als  stereometrische 
Summe  eines  Rotors  und  eines  Translators  mit  demselben  Träger  dar, 
schreiben  wir  also  etwa  die  stereometrische  Summe  in  der  Form 

(%:  +  %") + {%'  +  91,"), 

so  ist  klar,  dass  die  stereometrische  Addition  zweier  Motoren  in  fol- 
genden Fällen  auf  die  geometrische  Addition  von  Keilen  hinauskommt: 
Erstens  wenn  beide  Motoren  Rotoren  sind  (9^/' «*  9lj"  =  0),  deren 
Hauptaxen  denselben  eigentlichen  Punkt  o  enthalten;  zweitens  wenn 
die  Trilger  der  beiden  gegebenen  Motoren  parallel  sind;  drittens^  wenn 
wenigstens  einer  dieser  Motoren  ein  Translator  ist.  Nachzuweisen 
bleibt  der  Satz  also  nur  noch  für  den  allgemeinen  Fall,  in  dem  beide 
Motoren  Hauptaxen  X^  und  ^^  haben,  die  sich  unter  einem  von  Null 
verschiedenen  Winkel  kreuzen  oder  schneiden. 

Es  lässt  sich  nun  einsehen,  dass  der  Satz  XVIII  auch  in  diesem 
allgemeinen  Falle  richtig  sein  muss,  und  zwar  deshalb,  weil  er  in  dem 
ersten  und  dritten  der  genannten  Specialfälle  richtig  ist. 
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Es  möge  %  irgend  einen  Translator  bedeuten^  dessen  Nebenaxe 
die  Gerade  O  trifft,  oder,  was  dasselbe  ist,  dessen  Vector  auf  der  Ge- 
raden O  senkrecht  stehi  Dann  können  wir  durch  -geeignete  Wahl 
Yon  %  einen  neuen  Motor  (nämlich  einen  Rotor)  herstellen^ 

SR^  =  91^  +  3;, 

dessen  Endlinie  X'  die  Gerade  O  in  einem  beliebig  anzunehmenden 
Punkte  0  schneidet;  denn  bei  stereometrischer  Addition  von  %  zu  91^ 
verschiebt  sich  X  um  irgend  welche  Yectoren  in  den  Richtungen  von 
3Ei  und  3^2  oder  D  (Nr.  20  imd  22).  Aus  den  beiden  Motoren  SR* 
und  9i^  können  wir  dann  einen  neuen  Motor 

durch  unsere  Construction  Nr.  18  ableiten. 

Andrerseits  können  wir  %  auch  unmittelbar  zu  dem  Motor  91^ 
stereometrisch  addiren,  und  so  eine  Gerade  3  '  definiren  vermöge  der 
stereometrischen  Gleichung 

Gelingt  es  nun^  zu  zeigen,  dass  diese  beiden  Geraden  3'  ^^^^  3" 
zusammenfallen,  oder  dass  überhaupt 

a:  4- (9i^  4- ißg)  =  (a;  +  91*)  +  91» 

ist,  wenn  der  zu  %  gehörige  Vector  auf  der  Geraden  O  senkrecht  steht, 
so  ist  damit  schon  der  Satz  XYIII  bewiesen.  Denn  wir  können  durch 
Wiederholung  desselben  Verfahrens  erreichen,  dass  auch  an  Stelle  des 
zweiten  Motors  91^  ein  Motor  tritt,  dessen  Endlinie  durch  den  auf  O 
angenommenen  Punkt  o  geht.  Die  hierbei  benutzte  stereometrische 
Addition  eines  Translators  zu  einem  beliebigen  Motor  kann  aber,  wie 
wir  gesehen  haben,  nach  der  unter  XVIIl  angegebenen  Regel  auf  die 
geometrische  Addition  von  Keilen  zuruckgeftihrt  werden;  und  für  den 
Fall  von  Rotoren,  deren  Träger  durch  o  gehen,  ist  der  Satz  XVIII, 
wie  wir  bemerkt  haben,  richtig. 

Den  Nachweis  nun,  dass  die  mit  3'  ^^i  3"  bezeichneten  Geraden 
wirklich  zusammenfallen,  stützen  wir  auf  den  folgenden 

Hülfssatz.  „Es  seien  9  und  S3  irgend  zwei  nicht  parallele  Ge- 
rade, und  es  sei  (£  =  9(^  deren  gemeinsame  Normale.  Es  seien 
femer  a,  &,  c  irgend  drei  Vectoren,  die  zu  diesen  Geraden  parallel 
sind,  und  es  bedeute  allgemein,  wenn  x,  y,  g  Vectoren  sind,  (xyjs) 
das  sechsfache  Volumen   des  Tetraeders,   das   entsteht,   wenn    man 


dienen    Vettoren    eh^en    g^meliLsakmer,   Anfasigspinikt  giebt^)^  unter 
gefaorij^  Berücki^iehtUnng  des  Vorxeicheiis. 

Wird  d^Ji)  die  Gende  %  am  d<ec  Vc^or  r  psnllel  za  sich  selbst 
renchohen,  so  renehieht  «ich  die  G^ade  6  am  den  Vedor 


ach 


In  der  ThAt,  num  kann  das  {ahe^-hche  des  Yectors  r  bekanntlich 
wie  folgt  zerlegen: 

iahot  =  *hev  a  +  4>ar\6  -j-  (airV. 

Damit  ist  dann  aoch  die  Sehiebong  längs  r  in  drei  Schiebungen  zer- 
legt^ die  parallel  zn  den  Geraden  9^  9,  6  erfolgen;  Ton  diesen 
Schiebungen  aber  andern  die  längs  9  und  Q  die  Lage  Ton  S  nicht, 
während  die  Schiebung  entlang  9  offenbar  eine  ihr  gleiche  Ver- 
schiebung der  Geraden  S  bewirkt 

Wir  bezeichnen  nun  gewisse  Vectoren,  die  zu  den  in  der  Constmction 
Xr.  18  Tin  der  Fig.  25,  S.  87)  auftretenden  Geraden  parallel  sind,  durch 
die  entsprechenden  Buchstaben  des  kleinen  deutschen  Alphabets,  mit 
Ausnahme  eines  zu  der  Geraden  C  gehörigen  Yectors,  der  mit  {^  be- 
zeichnet  werden  mag.  Die  zu  C,  3Ej  und  SE,  parallelen  Yectoren  Eo^  Si»  & 
sollen  jeder  die  Lange  Eins  haben,  und  es  sollen  die  Richtungen  dieser 
Yectoren  so  gewählt  werden,  dass  (EoEi&)  =  +  1  wird;  die  übrigen 
noch  in  gewissem  Grade  willkürlichen  Yectoren  werden  wir  dann  so 
gleich  näher  bestimmen ,  derart,  dass  die  zu  entwickelnden  Formeb 
möglichst  einfach  ausfallen.     Endlich  sei 

9  =  ang(C,  3E),     t  =  ang(0,  3)- 

Nunmehr  können  wir,  wie  leichte  üeberlegungen  zeigen,  den  gemachten 
Annahmen  durch  die  folgenden  Ansätze  Rechnung  tragen: 

E  =  Eo  —     tg9  •&; 


9  - 

«lo  +  ßh 

+ 

r    &,(«,/»  +  0) 

9i  = 

y-ix 

+ 

ß    h, 

9*- 

ß-it 

+ 

7  •&, 

Ej  = 

ßh  +  ^h 

1 

9.  =  - 

ß*€9-io-\-r-ii 

ß     E,, 

8  — 

«■io  +  ß-h 

■f  (y 

—  0 

ftgy)?»- 

*)  Also  die  von  H.  Grassmann  als  „äusseres  Product"  der  Vectoren  oder 
Strecken  x^  y^  z  bezeichnete  Grösse. 
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Wenn  ferner  noch   die  Bezeichnungen  3i  =  Oß  ^^^  3«  =  ^Öi  ^^^~ 
gef&hrt  werden^  so  können  wir  entsprechend  setzen: 

ii  =  (y  —  (^^e9)'ii  —  ß'hf 

ii  =  ß-h  +  (y  —  ^^g9>)'h' 
Nennen  wir  endlich  A  die  Determinante  der  beiden  letzten  Gleichungen^ 

A  =  ^»  +  (y-«tg9,)«, 

SO  ergeben  sich  weiter  die  Gleichungen 

^'ii  =  ir  —  ^^9>)'ii  +  ß'h, 

^•h ß'hi  +  (r  —  a^9)'h7 


und 


2 


cos  ""tp  = 


a 


s 


die  wir  sogleich  zu  benutzen  haben  werden. 

Wir  fuhren  jetzt  unseren  Beweis  in  zwei  Schritten:  Wir  addiren 
zuerst  stereometrisch  zu  den  Vectoren  91^  und  SSl^  einen  Translator  %^ , 
dessen  Vector  zu  der  Geraden  di^  parallel  ist  und  mit  ö^j^  bezeichnet 
«rerden  soll,  und  wir  zeigen,  dass  dann  3'  =  3  '  wird;  hierauf  addiren 
wir  zu  beiden  genannten  Motoren  stereometrisch  einen  Translator  X^? 
dessen  Vector  die  Richtung  von  3^  hat  und  r^^  heissen  möge,  und 
wir  zeigen,  dass  wiederum  ß'  =  3"  wird;  damit  wird  dann  unser 
Satz  allgemein  bewiesen  sein,  da  jeder  Translator,  dessen  Vector  zu  D 
senkrecht  ist,  in  der  Form  X^  +  ^2  dargestellt  werden  kann. 

Bestimmen  wir  also  zunächst  die  Aenderungen,  die  im  ersten 
Falle  in  unserer  Figur  eintreten.  Wir  bezeichnen  zu  diesem  Zwecke 
durch  Accente  die  Vectoren,  um  die  die  einzelnen  Geraden  der  Figur 
fortrücken,  wenn  der  Translator  X^  zu  dem  Motor  91^  stereometrisch 
addirt  wird;  derart,  dass  z.  B.  j'  den  Vector  bedeutet,  um  den  X  fort- 
geschoben wird.     Dann  haben  wir 

1=6  cosV  .  El,     e/  =  0,     Es'  =  0; 
und,  nach  obigem  Hülfssatze, 

^'  ~  lltiM  '  9«  ""  p»  +  y»  cos«  9  •  92, 

Andererseits  wird  der  Vector  j",  um  den  die  Gerade  3  fortrückt, 
wenn  der  Translator  X^  unmittelbar  zu  SR^  stereometrisch  addirt  wird, 
gefunden,  indem   man   den   Vector  <tEi  durch  j^  und  j^  darstellt  und 
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dem    ersten   Glied    dieser    geometrischen    Summe    den    Factor   cos'  9 
hinzufügt: 

Diese  beiden  Yectoren  }'  und  i"  dürfen  sich  nun  nur  um  einen 
Yecior  von  einander  unterscheiden^  der  der  Geraden  3  panJlel  ist; 
und  in  der  That;  drückt  man  jCj,  J^  und  j,  durch  ^q,  ^^^  i^  ma,  dann 
aber  {^  durch  jj,  £^^  i^,  so  findet  sich 

g'-^}"mod.a. 

Aehnlich  gestaltet  sich  die  Rechnung  im  zweiten  Falle.  Wir  be- 
zeichnen wieder  durch  einfache  und  doppelte  Accente  Yectoren^  die  die 
Yerschiebungen  der  Geraden  unserer  Figur  darstellen^  wenn  der  Trans- 
lator %^  erst  zu  91^;  dann  zu  ^^  stereometrisch  addirt  wird,  und 
finden: 

El'  =  ii  =  [Jj|^5  •  Eo  =  1^  ctg9  •  Eo; 
*•  (E.E.t))''        «•+?»•  9, 

*     ■"  (hhtk)  '^'"^  (^iJs)  *^ 

Andrerseits  ergiebt  sich: 

Drückt  man  {9  und  ^3  durch  i^,  i^,  £,  aus,  und  beseitigt  man  dann 
wieder  jr^,  so  findet  sich  auch  im  gegenwärtigen  Falle 

g'  =  ä"mod.j. 

Die  bei  den  ausgeführten  Rechnungen  als  Nenner  auftretenden 
Grössen  sind  unter  den  Yoraussetzungen^  die  wir  nach  Erledigung  der 
oben  bezeichneten  Grenzfalle  machen  durften ,  stets  von  Null  ver- 
schieden. Der  Satz  XYUI.  ist  also  jetzt  in  seinem  ganzen  Umfang 
bewiesen. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  einen  Specialfall  unserer  Gonstruction 
Nr.  18  hervorheben,  den  wir  weiterhin  zu  verwenden  haben  werden. 
Diese  Construction  vereinfacht  sich  nämlich  nicht  unbeträchtlich,  wenn 
wir  annehmen,  dass  die  Hauptaxen  3^  und  D^  der  beiden  stereometrisch 
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zu  addirenden  Motoren  31^,  91^  einander,  und  also  auch  die  gemein- 
same Anfangslinie  O  rechtwinklig  schneiden.  Es  wird  dann  ^^  s»  X^ 
und  3^2  SS  g)^  ^  ausserdem  aber  folgt 


Flg.  M. 


(Vgl.  Fig.  34.)     Wechseln  wir  also  die  Bezeichnung,  indem  wir  di^  an 
Stelle  von  X,,  und  D2  &n  Stelle  von  ^3  schreiben,  so  ergiebt  sich: 

Wenn  die  Hawptaxen  zweier  Motoren  einander  rechtwinklig  schneiden, 
so  kann  die  Hauptaxe  eines  jeden  als  Anfangslinie  des  anderen  Motors 
gewähU  werden.  Sind  die  Motoren  9{^,  9{||  demgemäss  dargestellt, 
so  ist 


sofern 


gesetzt  wird. 


0  =  <^i,    3  =  3(1), 


Fig.  85. 


Man  erkennt  unschwer,  dass  diese  durch  Figur  35  dargestellte 
Construction  auch  dann  nicht  illusorisch  wird,  wenn  einer  der  gegebenen 
Motoren  oder  beide  Translatoren  sein  sollten. 
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§  13. 
Die  stereometriBohe  Superposition  der  Bewegnngen. 

Wir  haben  gesehen^  dass  mit  jeder  der  beiden  betrachteten  Arten 
von  „geometrischer*'  Addition  von  Linienpaaren  eine  Art  von  „Super- 
position" von  Bewegungen  verknüpft  ist.  Wir  waren  gerade  auf  diesem 
Wege  zur  geometrischen  Addition  der  Motoren  gelangt,  indem  wir 
nämlich  die  Zuordnung  untersuchten^  die  zwischen  einem  Paar  durch  S 
zusammengeordneter  Punkte  x,  x'  und  der  Mitte  x  der  Sehne  Xj  x 
stattfindet,  und  ebenso  die  Zuordnung  zwischen  zwei  zusammengehörigen 
Ebenen  m,  u  und  ihrer  eigentlichen  Winkelhalbirenden  »/  (§§  6,  7). 
In  gleicher  Weise  hatte  sich  uns  die  geometrische  Addition  der  Im- 
palsoren  ergeben  aus  einer  Untersuchung  der  Abhängigkeit  zwischen 
den  Endpunkten  Xy  x    einer  Sehne  und  deren  Normalebene  u  (§§  9,  10). 

Nun  hatten  wir  aber  in  §  1  schon  ein  viertes  System  einander  in 
ganz  ähnlicher  Weise  zugeordneter  Gebilde  betrachtet,  nämlich  ein 
Paar  entsprechender  gerader  Linien  3E,  X'  und  deren  eigentliche  Winkel- 
halbirende  3E*:  Jetzt  wollen  wir  zeigen,  dass  diese  letzte  Zuordnung 
zu  einem  System  geometrischer  Sätze  führt,  das  weitgehende  Analogieen 
zu  den  beiden  zuvor  untersuchten  darbietet.  Während  wir  uns  jedoch 
bei  der  linearen  Superposition  der  Bewegungen  nur  auf  die  geometrische 
Addition  der  Stäbe  und  Keile  zu  stützen  brauchten,  und  bei  der  correla- 
tiven  nur  auf  die  geometrische  Addition  der  Quirle,  müssen  wir  bei 
Begründung  der  nun  zu  betrachtenden  „stereometrischen**  Superposition 
von  Bewegungen  die  stereometrische  Addition  der  Motoren  schon  vor- 
aussetzen: Es  ist  nicht  eine  Zufälligkeit  unserer  Darstellung,  sondern 
es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  wir  nunmehr  eine  andere  Reihen- 
folge der  im  Uebrigen  ganz  analogen  Sätze  innehalten. 

Wir  bilden  zuerst  einen  Begriff,  der  analog  ist  den  Begriffen  des 
begleitenden  Stabes  und  Keiles  einer  geometrischen  Summe  von  Keilen, 
sowie  dem  des  begleitenden  Quirles  einer  geometrischen  Summe  von 
Quirlen,  auf  Grund  eines  Satzes,  der  sich  natürlich  auch  auf  unsere 
verschiedenen  Arten  von  „geometrischer**  Addition  erstreckt,  hier  aber 
nur  mit  Bezug  auf  die  stereometrische  Addition  der  Motoren  formulirt 
werden  soll: 

Jeder  Motor  kaim  auf  eine  einzige  Weise  als  stereomeirisclie  Summe 
zweier  Motoren  derart  dargestellt  werden,  dass  eiiie  gegebene  eigenÜidie 
Gerade  Hauptaxe  des  einen  Summanden  wnd  Querlinie  des  Trägers  des 
anderen  Summanden  wird. 
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Dass  nicht  mehr  als  eine  Darstellung  der  Art  yorhanden  sein 
kann^  folgt  unmittelbar  daraus^  dass  die  Träger  zweier  Motoren^  von 
denen  der  eine  ein  (stereometrisches)  Vielfaches  des  anderen  ist,  iden- 
tisch sein  müssen  und  also  dieselben  EEauptaxen  und  Querlinien  haben. 
Die  verlangte  Zerlegung  selbst  aber  wird  geliefert  durch  den  letzten 
Satz  des  vorigen  Paragraphen,  und  zwar  in  allen  Fällen,  ohne  jede 
Ausnahme.  Man  betrachte  (Fig..  35)  X^  als  die  gegebene  Gerade,  und 
stelle  —  was  immer  auf  wenigstens  eine  Weise  geschehen  kann  — 
den  gegebenen  Motor  in  der  Form  91^  dar,  derart,  dass  seine  Anfangs- 
linie 0  die  Gerade  X^  senkrecht  trifft.  Construirt  man  dann  der  Reihe 
nach  die  Geraden 


so  ist 


Di  =  dX,    D»  =  3e^3,    3£,  =  D^, 


5«8  =  9lJ:  +  9lJ. 


Da  3  nicht  J_  D,  also  auch  nicht  3  II  ^^u  3  II  Vi  ^^^^  kann,  so 
sind  die  construirten  Geraden  3^,  ^^  völlig  bestimmt,  auch  kann  nicht 
3£i  ±  3^2  oder  ^^  J_  8)2  sein,  da  sonst  3  -L  0  folgen  würde. 

Wir   bezeichnen   nun,   um   den   Anschluss   an    die  Betrachtungen 
des  §  1   zu   gewinnen,   den   ge- 
gebenen Motor  mit 


^o 


lU' 


Fig.  S6. 


nnd  die  gegebene  Gerade  mit  di*. 
Fähren  wir  dann  die  verlangte 
Zerlegung  aus,  so  kann  der  zweite 
Summand  —  also  der,  dessen 
Träger  die  Gerade  3£*  als  Quer- 
linie hat,  ebenfalls  in  doppelter 
Gestalt 

dargestellt   werden.      Von  diesem  Motor  nun   (dessen  Construction  die 
Figur  36  zeigt)  wollen  wir  sagefi,  dass  er  mr  Geraden  X*  gekört  und 

den  Motor  SW^  =  9l]^  hegleitet. 

Unmittelbar  folgt  dann: 

Werden  irgend  welche  Motoreti  stereometrisch  addirt,  so  werden  zu- 
gleich  auch  die  sie  hegleitenden  und  zur  selben  Geraden  X*  gehörigen 
Motoren  stereometrisch  addirt. 

Vergleicht  man  nun  die  beschriebene  Construction  zweier  Ge- 
raden  3£,  3£'   mit   der   in    §   1    betrachteten    und    durch    die   hier   als 
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Figur  37  theilweise  reproducirte  Figur  1   (S.   10)  dargestellten  Con- 
struction,  so  ergiebt  sich: 


Flg.  87. 

Die  Zuordnung  /smschen  Geraden  X,  di\  die  durch  die  begleitenden 
Motoren 

eines  gegebenen  Motors 

vermittelt  wirdj  ist  eine  Bewegtmg,  nämlich  die  Bewegung 

S  =  {U,D|  =  {U,D'}. 

Jetzt  können  wir  die  in  §  12  unter  XVIL  gegebene  Definition  des 
einer  geometrischen  Summe  von  Stäben,  Keilen  oder  Quirlen  affiliirten 
Motors  auf  die  Bewegungen  S  ausdehnen:  Wir  werden  von  der  Be- 
wegung S  —  die  niemals  eine  ümschraubung  sein  kann  —  ebenfalls 
sagen,  sie  sei  der  geometrischen  Summe  von  Stoben,  Keilen  oder  Quirlen 
afßiirt. 

Durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Sätze  ergiebt  sich  nunmehr: 

25.  Es  sei  die  eigentliche  Gerade  O  eigentliche  Winkelhalbirmde 
der  Linienpaare  de,  3£'  und  ^,  9)'  in  Bezug  auf  zwei  gegebene  Be- 
wegungen, die  nicht  Umschraubungen  sind.  Werden  dann,  mit  Hülfe 
der  stereometrischen  Addition  der  Motoren,  zwei  neue  Gerade  3;  3 
construirt  auf  Grund  der  Vorschrift 
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.SO  wird  der  Geraden  3  die  Gerade  3'  dtbrch  eine  dritte  Bewegung  der 
genannten  Art  zugeordnet. 

Wir  sagen,  es  sei  die  neue  Bewegung  aus  den  beiden  ersten  durch 
.jStereonietrische  Superposition''  entstanden. 

Man  vergleiche  hiermit  die  Sätze  Nr.  6,  S.  49  und  14,  S.  78.  Wie 
der  die  letzte  Definition  ergänzende  Begriff  der  ,,  stereometrischen 
Streckung^'  einer  Bewegung  zu  fassen  ist,  liegt  auf  der  Hand: 

26.  Wenn  zwei  Bewegungen  8,  S\  die  nicht  ümschraubungen  sind, 
densdben  Träger  haben,  so  saugen  unr^  die  zweite  sei  aus  der  ersten  durch 
ffStereometrische  Streckung  im  VerhcUtniss  c :  1 "  hervorgegangen,  wenn 
mischen  ihren  halben  Drehungswinkeln  und  Schiebwngsgrössen  die  Be- 
ziehungen bestehen: 

tgd'  =  c  •  tgd,  \^.  =  c-  -Vi. 

Nunmehr  kann,  mit  Bezug  auf  die  geometrischen  Summen  von 
Keilen,  ein  Satz  formulirt  werden,  der  vollkommen  analog  ist  dem 
Satz  YL,  S.  50:  Man  hat  nur  die  Worte  „associirt'^  uad  „linear'^  durch 
„afßliirt^^  und  „stereometrisch^^  zu  ersetzen.  Es  ist  aber  wohl  besser, 
diesen  Satz  so  zu  fassen: 

XIX.  Die  Ableitung  einer  Bewegung  {3^,,  ^3}  aus  zwei  anderen 
{3Ei,  ^il  und  {3£j,  ^2}  durch  stereometrische  Superposition  erfolgt 
durch  stereometrische  Addition  der  zugehörigen  Motoren  9l|',  91^: 

Entsprechendes  gilt  natürlich  von  der  „stereometrischen^  Streckung 
und  Multiplication,  doch  wäre  ein  hierauf  bezüglicher  Satz  kaum  mehr 
als  eine  Tautologie.  — 

Die  hier  überall  hervortretende  Analogie  unserer  Sätze  zu  denen 
der  §§  6  und  9  geht  noch  weiter:  Untersuchen  wir  genauer  die  Zu- 
ordnung, die  zwischen  den  drei  Geraden  X,  X*,  X'  besteht,  so  zeigt 
sich,  dass  diese  Zuordnung  Eigenschaften  hat,  die  sehr  ähnlich  sind  den 
Eigenschaften  der  in  §  2  untersuchten  Transformationen  X^,  X^  und  T. 

Wir  setzen  (une  in  §  2  zuerst  geschehen)  voraus,  dass  die  zu  unter- 
suchende Bewegung  8  keine  Umschraübung  ist. 

Lassen  wir  dann  eine  der  drei  zusammengehörigen  Geraden  die 
Gesammtheit  aller  geraden  Linien  durchlaufen,  so  thun  dasselbe  die 
beiden  anderen:    Für  den  Fall,  dass  nur  eigentliche  Gerade  betrachtet 
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werden^  haben  wir  die  anzuwendenden  Gonstructionen  schon  angegeben 
(vgl.  Fig.  37y  S.  102);  dass  diese  Beziehung  aber  auch  auf  die  uneigent- 
lichen  Geraden  ausgedehnt  werden  kann^  erkennt  man  sehr  leicht^ 
wenn  man^  wie  wir  schon  mehrfach  gethan  haben  ^  die  Punkte  und 
Geraden  der  unendlich  fernen  Ebene  durch  die  Strahlen  und  Ebenen 
eines  eigentlichen  Punktes  ersetzt. 

Durch  die  Zuordnung  zwischen  zwei  zusammengeliörigen  Geraden 
3E,  3E'  und  ihrer  eigenäicheti  Winkelludbirenden  3E*  werden  also  zwei 
Transformatumen  T^,  Tg  des  Linienraumes  definirt: 

3E{T,}3E*{Ta!r. 

Diese  beiden  Transformationen  sind  vertauschbar  und  erzeugen 
zusammengesetzt  die  Bewegung  S: 

Um  die  Yertauschbarkeit  von  T^  und  T^  einzusehen^  braucht  man 
nur  die  Bewegung  S  auf  die  ganze  Figur  3£,  X*,  X'  anzuwenden:  Die 
genannten  Geraden  gehen  dann  über  in  X'^  ?ß*\  Tli'\  und  man  hat 

3E*{S}3E*',      3E*(T,13e'|Ti}3E*', 

Die  erklärten  Transformationen  sind  nun,  wenn  die  Bewegung  S 
nicht  gerade  eine  Schiebung  ist,  nicht  etwa  GoUineationen,  und  eben- 
sowenig sind  sie  Correlationen:  Geraden,  die  einander  schneiden, 
werden  im  Allgemeinen  nicht  wieder  einander  schneidende  Gerade  zu- 
geordnet. Die  Transformationen  T^,  T,  haben  aber  eine  andere  nicht 
minder  bemerkenswerthe  Eigenschaft: 

Durchläuft  von  den  drei  Geraden  X,  X*,  X'  irgend  eine  das  Nor- 
malennetz einer  geraden  Linie  (oder  ein  Parallderibündel),  so  Öiun  dasselbe 
die  beiden  anderen. 

Wir  wollen  diesen  Satz,  bevor  wir  ihn  beweisen,  noch  etwas 
bestimmter  fassen: 

Es  seien  die  Axen  der  drei  zusammengehörigefi  Normalennetze  mit 
9>  S*j  W  l>^^^hnet.  Die  Zuordnung  zunscJien  diesen  drei  Geraden  ist 
dann  wieder  bestimmt  durch  die  IransformaMonen  Tj,  Tg,  die  jedoch 
nunmehr  in  umgekehrter  Folge  auftreten: 

DITJD*{T,)2)'. 

Offenbar  kann  dieselbe  Behauptung  auch  so  ausgedrückt  werden: 
Wenn  zwischen  zweimal  drei  (eigenüichen)  Geraden  die  Beziehungen 
stattfinden: 

X|T,)X*{Tg|X', 

?)!T,i?)*{T,}r, 
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und  wenn  von  den  drei  Geradenpaaren  X,  ^;  3£*,  ^:i:;  3£',  2)'  eines  aus 
zwei  einander  rechtwinJclig  schneidenden  Geraden  besteht,  so  gilt  dasselbe 
vm  den  beiden  anderen.*) 

Dieser  Satz  ist  leicht  zu  beweisen.  Wir  erinnern  zunäclist  daran^ 
dass  die  Gerade  3E*  Axe  einer  TJmwendung  ist,  die  die  Gerade  de  mit 
der  Geraden  3£'  derart  zur  Deckung  bringt,  dass  auch  die  zusammen- 
gehörigen Richtungen  dieser  beiden  Geraden  in  einander  übergehen  (§  1). 
Zerlegt  man  also  die  Bewegung  S  in  diese  TJmwendung  ?7  =  { X* )  und 
eine  andere  vorher  oder  nachher  auszuführende  Bewegung,  so  ist  die 
Schraubenaxe  der  so  bestimmten  Bewegung  im  ersten  Falle  die  Ge- 
rade 3E,  im  anderen  die  Gerade  X".  Umgekehrt,  stellt  man  die  Be- 
wegung S  in  der  doppelten  Form 

dar,  wo  S^,  8^  und  U  Bewegungen  sind,  ü  aber  insbesondere  eine  TJm- 
wendung ist,  so  stehen  die  (stets  bestimmten)  Schraubenaxen  dieser 
drei  Bewegungen  in  eben  der  Beziehung  zu  einander,  wie  die  Geraden 
X,  3£*,  X'.  Es  möge  nun  ^^  irgend  eine  eigentliche  Gerade  sein,  die 
die  Gerade  X*  unter  rechtem  Winkel  schneidet.  Dann  bildet  diese  Ge- 
rade ^j^,  da  die  ganze  Figur  bei  der  TJmwendung  {X*}  in  Ruhe 
bleibt,  mit  den  Geraden  X,  X'  gleiche  Winkel,  und  sie  hat  von 
ihnen  gleichen  Abptand:  Sie  erweist  sich  als  Schraubenaxe  einer 
gewissen  Bewegung,  die  die  Gerade  X  mit  der  Geraden  X'  im  mnge- 
lehrten  Sinne  zur  Deckung  bringt.  Jetzt  zerlegen  wir  S  in  diese  Be- 
wegung und  eine  andere  vorher  oder  nachher  auszuführende  Bewegung: 
Dann  sind  die  beiden  letzten  Bewegungen,  nach  einem  in  §  1  (S.  10) 
angefahrten  Satze,  TJmwendungen  um  gewisse  Axen  ^,  ^',  von  denen 
die  erste  auf  X,  die  zweite  auf  X'  senkrecht  steht.  Die  Zuordnung 
zwischen  2)*  ^^^  W  ^^^  ^^®^  nsLch  dem  Gesagten  gegeben  durch 
?)*!Ti)2)',  und  ebenso  hat  man  ?){T2l2):,j. 

Die  Ausdehnung  des  ersten  Satzes  auf  den  Grenzfall  dreier  zu- 
sammengehöriger Parallelenbündel  bietet  keine  Schwierigkeit. 

TJm  das  Wesen  der  zuletzt  angestellten  Betrachtung  besser  hervor- 
treten zu  lassen,  fügen  wir  noch  eine  allgemeinere  Bemerkung  hinzu. 
Man  kann  offenbar  überhaupt  Transformationen  der  geraden  Linien 
im  Räume  untersuchen,  die  die  Eigenschaft  haben,  aus  dem  Normalen- 
netz einer  Geraden  immer  wieder  ein  solches  hervorgehen  zu  lassen. 
Mit  jeder  solchen  Transformation  des  Linienraumes  ist,  ihrem  Begriffe 
nach,  eine  zweite  verbunden,   die  zu  der  ersten  in  einer  umkehrbaren 

*)  Ein  entsprechender  Satz  gilt,  wenn  man  nicht  ein  Schneiden,  sondern 
nur  ein  Kreuzen  der  genannten  Geraden  unter  rechtem  Winkel  voraussetzt. 
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Beziehung  steht,  nämlich  die  Transformation,  die  die  Axen  der  ein- 
ander entsprechenden  Normalennetze  einander  zuordnet.  Diese  zweite 
Transformation  ist  im  Allgemeinen  von  der  ersten  verschieden;  beide 
fallen  nur  dann  zusammen,  wenn  die  gegebene  Transformation  zugleich 
eine  Transformation  der  Punkte  (und  Ebenen)  und  folglich  eine  Aehn- 
lichkeitstransformation  ist.  Offenbar  ordnet  sich  die  Beziehung  der 
Transformationen  T^,  T^  dieser  allgemeineren  Abhängigkeit  zweier 
besonderer  Transformationen  des  Linienraumes,  die  wir  als  Contra- 
gredienz  bezeichnen  können,  unter. 

Auf  die  der  projectiven  Geometrie  einer  zweifach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  nahe  verwandte  Geometrie  der  zuletzt  betrachteten 
merkwürdigen  Transformationen  werden  wir  im  zweiten  Abschnitt 
nochmals  zurückkommen,  ein  näheres  Eingehen  darauf  müssen  wir  uns 
aber  für  eine  andere  Gelegenheit  vorbehalten.  Hier  mag  nur  erwähnt 
werden,  dass  diese  Transformationen  eine  endliche  continuirliche  und 
zwar  von  17  Parametern  abhängige  Gruppe  bilden,  mit  einer  nenn- 
gliedrigen  und  einer  sechzehngliedrigen  invarianten  Untergruppe,  die 
sich  in  einer  achtgliedrigen  Gruppe  von  vertauschbaren  Transformationen 
durchdringen. 

Wir  betrachten  nochmals  die  begleitenden  Motoren  eines  gegebenen 
Motors,  um  daran  einen  Satz  zu  knüpfen,  der  ebensowohl  den  Schluss- 
satz des  vorigen  Paragraphen,  als  auch  mehrere  in  §  8  (S.  69)  auf- 
gestellte Sätze  als  besondere  Fälle  umfasst. 

Ist  der  gegebene  Motor  kein  Translator,  so  giebt  es  offenbar  nur 
eine  einzige  (eigentliche)  Gerade,  der  als  begleitender  Motor  der  Motor 
Null  zugehört,  nämlich  die  Hauptaxe  des'  gegebenen  Motors;  ist  dieser 
Motor  dagegen  ein  Translator,  so  haben  alle  Hauptaxen  dieses  Trans- 
lators, also  alle  Geraden  eines  Parallelenbündels,  und  keine  weiteren 
die  verlangte  Eigenschaft.     Wir  können  also  schliessen: 

Wenn  solche  zwei  von  den  hegleitenden  Motoren  eines  gegAenen 
Motors  gleich  Null  sind^  die  zu  nicht  parallelen  (eigenüichen)  Gereuten 
gelwren^  so  ist  dieser  Motor  selbst  gleich  NuU, 

Wir  betrachten  nun  ein  geradliniges  Sechseck  mit  lauter  rechten 
Winkeln,  also  eben  die  Figur,  zu  der  wir  in  §  1  durch  die  Zusammen- 
setzung der  Bewegungen  geführt  worden  waren,  und  die  —  wie  man 
leicht  erkennt  —  sich  auch  einstellt,  wenn  man  die  Geraden  eines 
rechtwinkligen  Axenkreuzes  den  eben  geschilderten  Transformationen 
Tj ,  Tj  unterwirft.  Wir  bezeichnen  die  Seiten  dieses  Sechsecks  der  Reihe 
nach  durch  die  Zahlen  1  ....  6,  und  bilden  die  stereometrische  Summe 
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Wir  suchen  nun  für  jeden  einzelnen  Summanden  den  begleitenden 
Motor,  der  zu  irgend  einer  Seite ;  z.  B.  zur  Seite  1  gehört.  Zunächst 
ist  der  begleitende  Motor  des  ersten  Summanden  gleich  3lt  selbst. 
Der  begleitende  Motor  von  91»  ist  entgegengesetzt  gleich  dem  von  Sie; 
am  aber  diesen  zu  finden,  haben  wii*  im  Schnittpunkt  von  1  und  6 
eine  Senkrechte  zu  errichten,  und  deren 
und  der  Geraden  3  gemeinsame  Normale  7 
za  bestimmen.  Construiren  wir  ebenso,  nach 
Vertauschung  von  3  und  6  mit  5  und  2  eine 
Gerade  8,  so  wird  der  gesuchte  begleitende 
Motor  gleich 

9i}      SRI-  91?. 

(VgL  die  schematische  Figur  38.)  Hier  haben 

wir    nun    die    Figur    unserer    Construction 

Nr.  18   (S.  87)  vor  uns:     Der  begleitende 

Motor  hat  also  den  Werth  Null.     Da  dieser  Schluss  mit  Bezug  auf 

jede  einzelne  Seite  des  Sechsecks  wiederholt  werden  kann,  so  folgt: 

Sind  1  , .,  6  die  auf  einander  folgenden  Seiten  eines  Sechsecks  mit 
Umter  rechten  Winkelnj  so  ist  stets 

5Ä}  +  9l5  +  9fl?  =  0. 

Damit  dieser  Satz,  wenigstens  unmittelbar,  einen  Sinn  habe,  ist 
natürlich  vorauszusetzen,  dass  alle  in  die  stereometrische  Sunmie  ein- 
gehenden Motoren  endlich  sind,  dass  also  unter  den  gegenüberliegenden 
Seiten  des  Sechsecks  keine  solchen  vorkommen,  die  einander  recht- 
winklig kreuzen. 

Eine  Folgerung  unseres  Satzes  ist  ein  von  J.  Petersen  und 
F.  Morley  angegebener  Satz,  der  eine  Erweiterung  des  Satzes  vom 
Höhenschnittpunkt  eines  ebenen  oder  sphärischen  Dreiecks  darstellt: 

In  jedem  Sechseck  mit  lauter  rechten  Winkeln  Jiaben  die  drei  gemein- 
samen Normeden  der  gegenüberliegenden  Seiten,  sofern  sie  nicht  sämmÜich 
unbestimmt  sind,  ihrerseits  eine  gemeinsame  Normale*) 

Unterwirft  man  die  Figur  der  zehn  Geraden  zweien  der  oben  be- 
trachteten Transformationen,  die  (wie  z.  B.  T^,  T^)  im  erklärten  Sinne  con- 
tragredient  sind,  so  entsteht  i.  A.  eine  Figur  von  zweimal  zehn  Geraden, 
deren  gegenseitige  Anordnung  vollkommen  analog  ist  der  Anordnung 


*)  J.  Petersen,  Interm^diaire  des  Mathematiciens,  Febr.  (?)  1898  (dem 
Ver£u8er  unzugänglich).  F.  Morley,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  v.  29  (1898)  p.  670, 
Am.  Bull.  V.  6  (1899)  p.  262. 
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der  zehn  Punkte  und  Geraden,  die  die  Figur  der  perspectiven  Dreiecke 
bilden:  In  jeder  der  beiden  Hälften  der  Figur  giebt  es  zehn  Tripel 
von  Geraden,  die  als  gemeinsame  Normale  eine  Gerade  aus  der  anderen 
Hälfte  haben.  Eine  analoge  Figur  von  zweimal  neun  Geraden  ent- 
spricht, beiläufig  bemerkt,  dem  speciellen  PascaVschen  Satz,  u.  s.  w. 


§  14. 

Zusammenfassung. 
Vollständigkeit  der  entwickelten  Theorie. 

Wir  sind  im  Laufe  unserer  Betrachtungen  genöthigt  gewesen, 
eine  längere  Reihe  von  neuen  Begriffen  einzuführen:  Es  wird  daher 
dem  Leser  wohl  nicht  unwillkommen  sein,  wenn  wir  nunmehr,  soweit 
es  in  beschränktem  Räume  eben  möglich  ist,  Unsere  Ergebnisse  tabel- 
larisch zusammenstellen.  Lassen  wir  die  Vectoren  und  die  sphärischen 
Figuren  bei  Seite,  so  bleiben  insgesammt  neun  Systeme  geometrischer 
Constructionen,  die  in  der  folgenden  Tafel  (S.  109)  einander  gegen- 
über gestellt  sind.  Diese  Systeme  sind  in  vier  Hauptabtheilungen 
untergebracht,  deren  erste  allein  von  der  geometrischen  Addition  der 
Stäbe  gebildet  wird.  In  jeder  dieser  grösseren  Abtheilungen  sind  die 
Bezeichnungen  festgehalten,  derart,  dass  dieselben  Buchstaben  immer 
die  gleiche  Bedeutung  haben;  für  die  Tafel  im  Ganzen  ist  dieses 
Princip  aber  nicht  durchgeführt  worden,  weil  sonst  die  Zahl  der  zu 
verwendenden  Zeichen  zu  gross  geworden  wäre.  Man  muss  also,  wenn 
man  etwa  die  in  der  vierten  und  fünften  Horizontalreihe  enthaltenen 
Grössen  einander  gleich  setzen  will,  die  gleich  bezeichneten  aber  in 
verschiedene  Hauptabtheilungen  gestellten  Grössen  vorher  durch  Zu- 
fügung  weiterer  Indices  als  von  einander  verschieden  kenntlich  machen. 
ri  und  -9"  bedeuten  in  den  auf  Bewegungen  bezüglichen  XJnterab- 
theilungen  der  Tafel,  wie  auch  bisher  schon,  die  halbe  Schiebungs- 
grösse  und  den  halben  Drehungswinkel  einer  Bewegung. 

Die  Art,  wie  die  Tafel  benutzt  werden  kann,  mag  durch  ein  Bei- 
spiel erläutert  werden: 

Die  Mannigfaltigkeit  aller  (reellen)  Motoren  lässt  sich  atisnalimslos 
eindeutig -umkehrbar  so  auf  sicfi  selbst  abbilden,  dass  dwrcli  diese  Abbildung 
die  geoinetrische  Addition  der  Motoren  der  stereo^netrischen  zugeordnet  wird. 

Genauer:  Es  mögen 

3R  =  a»!  ,     91  =  SR®: 

Motoren  desselben  Trägers  bedeuten,  die  in  einer  solchen  Beziehung  stdien, 
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dass  die  Oeffnung  und  Länge  des  ersten  gleich  der  Oefftmng  und  Sperrung 

des  zweiten  ist: 

tgaiig(X,2))  =  tgang(3E',g') 

di8t(3£,?))  =  -^^^'?l^ 

^    '  c'/        cos"  ang  (3t  ,  g  ) 

Dann  folgt  aus  jeder  geometrischen  QUichung  der  Form 

q  •  2Ri  +  Ci  •  3R,  +  ....  =  0 

die  entsprechende  stereomeiriscke  Gleichung 

CiX%  +  c^X%  + =  0, 

und  umgekehrt. 

Dieser  Satz  ist,  wie  eine  AnzaM  ähnlicher  Sätze,  die  ebenfalls  noch 
anzuführen  wir  für  überflüssig  halten,  eine  selbstverständliche  Folgerung 
unserer  Theorie;  er  drückt  aber,  wie  uns  scheint,  eine  sehr  merkwürdige 
geometrische  Thatsache  aus:  Liegt  es  doch,  ungeachtet  der  Einfachheit 
der  Gonstructionen,  durch  die  wir  die  Gleichheit  und  die  geometrische 
und  stereometrische  Addition  zweier  Motoren  erklärt  haben,  keines- 
wegs auf  der  Hand,  dass  diese  letzten  Operationen  auch  nur  das  associative 
Gesetz  befolgen,  und  noch  weniger  wird  man  im  Voraus  die  Möglichkeit 
einer  Zuordnung  zwischen  so  verschiedenartigen  Gonstructionen  erwarten 
können. 

unsere  Tafel  weist  keine  besonders  einfache  und  regelmässige 
Structur  auf  Es  wird  daher  jetzt  die  Frage  sich  aufdrängen,  ob  die 
durchgeführte  Untersuchung  mit  den  bis  jetzt  betrachteten  und  in  der 
Tafel  nebeneinander  gestellten  Gattungen  von  Gonstructionen  einen 
gewissen  Abschluss  erreicht  hat,  oder  ob  in  der  Tafel  nicht  noch 
Glieder  fehlen,  die  als  mit  den  aufgeführten  gleich werthig  gelten 
könnten.  Lassen  sich  unsere  Gonstructionen  in  irgend  einem,  wenn 
auch  vielleicht  nicht  mit  kurzen  Worten  zu  erklärenden  Sinne,  zu 
einer,  wenn  der  Ausdruck  erlaubt  ist,  natürlichen  Familie  vereinigen? 
Ist  also  die  Umgrenzung  des  behandelten  Stoffs  nach  sachlichen,  durch 
die  Natur  des  Gegenstandes  selbst  bedingten  Rücksichten  erfolgt,  oder 
beruht  diese  Abgrenzung  nicht  vielmehr  lediglich  auf  dem  Zufall  der 
Erfindung,  oder  auf  einem  subjectiven  Ermessen  des  Verfassers?  Offen- 
bar würde  ein  intellectuelles  Bedürfhiss  unbefriedigt  bleiben,  wenn  das 
Letzte  sich  zeigen  sollte.  Wir  werden  daher  nachzuweisen  versuchen, 
dass  es  Eigenthümlichkeiten  giebt,  die  unseren  Gonstructionen  gemein- 
sam sind,  und  die  diese  aus  einer  unendlichen  Mannigfaltigkeit  von 
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Constructionen  hervorheben,  die  man  der  geometrischen  Addition  der 
Stabe  ebenfalls  würde  zuordnen  können. 

Der  Stab,  der  Eeil,  der  Quirl ,  jede  von  diesen  drei  Figuren  be- 
stimmt einen  Speer  imd  eine  Zahl,  oder  den  entgegengesetzten  Speer 
und  die  eni^egengesetzt  gleiche  Zahl.  Will  man  umgekehrt  diese 
letzte  Zusammenstellung  durch  eine  rein  geometrische  Figur  ersetzen, 
so  bieten  sich  als  die  unzweifelhaft  einfachsten  Figuren  das  Punkte- 
paar, die  Figur  eines  Punktes  und  einer  Ebene,  endlich  das  Ebenen- 
paar dar.  Wie  bei  Annahme  einer  der  beiden  ersten  Figuren  unter 
unendlich  vielen  Möglichkeiten  doch  die  geometrische  Addition  der 
Stabe  und  Quirle  als  die  einfachsten  ausgezeichnet  sind,  das  haben  wir 
zu  Eingang  des  §  8  schon  gesehen.  Eine  entsprechende  üeberlegung 
kann  man  auch  mit  Bezug  auf  die  Ebenenpaare  anstellen:  Das  Er- 
gebniss  ist,  dass  man,  soweit  die  „geometrische  Addition^^  der  mit 
Zahlen  verknüpften  Speere  durch  einen  eigentlichen  Punkt  in  Frage 
koDunt,  an  Stelle  des  Keiles  auch  ein  Paar  von  Ebenen  setzen  kann, 
deren  Winkel  durch  seine  Cotangente  die  Länge  des  zugehörigen  Stabes 
darstellt.  Aber  die  Constructionen,  zu  denen  man  dann  kommt,  sind 
YOD  der  geometrischen  Addition  der  (sphärischen)  Eeile  gar  nicht 
wesentlich  verschieden;  und  in  ihrer  Anwendung  im  dreifach  aus- 
gedehnten Baume  erweist  sich  die  neue  Figur  als  viel  weniger  brauch- 
bar ab  der  Keil,  da  sie  keinen  dem  uneigentlichen  Keil  entsprechenden 
Grenzfall  enthält.  Wir  durften  also  diese  Figur  zweier  nicht-paralleler 
Ebenen  bei  Seite  lassen. 

Betrachten  wir  nun  zweitens  geometrische  Summen  von  Stäben, 
oder,  was  nach  §  2  und  §  3  auf  dasselbe  hinauskommt,  mit  Zahlen 
verbundene  Gewinde,  so  sind  wiederum  die  einfachsten  Figuren, 
die  man  diesen  verwickelten  Gebilden  zuordnen  kann,  unzweifelhaft 
Paare  gerader  Linien.  In  der  Art  der  Zuordnung  selbst  besteht  jedoch 
ein  hoher  Grad  von  Willkür:  Gehen  wir  von  einer  bestimmten 
Art  der  Zuordnung  aus,  also  etwa  von  einem  Motor  von  der  Länge  17 
und  der  Oeffiiung  S,  so  können  wir  sicher  unbegrenzt  viele  neue  Arten 
„geometrischer  Addition^'  von  Linienpaaren  definiren,  indem  wir  dem 
genannten  Motor  einen  anderen  desselben  Trägers  zuordnen,  dessen 
Lange  17'  und  OefiEnung  t'  init  17  und  ^  durch  eine  birationale  Trans- 
formation verbunden  sind.  Eine  noch  zu  ganz  einfachen  Ergebnissen 
f&hrende  Transformation  dieser  Art  ist  z.  B.  V  =  cci,  tj'  =  arj  -^  ßf^y 
wo  a  und  ß  bestimmte  Zahlen  sind. 

Dass  nun  unter  allen  diesen  unendlich  vielen  Möglichkeiten,  die 
man  übrigens  durch  weitere  Forderungen  noch  würde  einschränken 
können,  die  drei  von  uns  betrachteten  eine  atisgezeichnete  Stellung  ein- 
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nehmen,  ergiebt  sich  aus  deren  Beziehung  zu  den  drei  Arien  der  Saper 
Position  von  Bew^ungen.  Diese  nämlich  sind,  in  ihrer  Gesanuntheii, 
eifUfig  in  ihrer  Art. 

Liegt  eine  Bewegung  vor,  so  sind  Paare  von  zugeordneten  Figuien 
einfachster  Art:  Das  Paar  von  Punkten  x^  x']  das  Paar  von  Ebenen 
Uf  u']  das  Paar  von  geraden  Linien  X,  X'.  Nun  bestimmt  ein  Paar 
von  Punkten  nur  einen  (gegenüber  Bewegungen  mit  ihm  invariant 
verbundenen)  eigentlichen  Punkt  in  symmetrischer,  also  wieder  in 
fnöglichst  einfacher  Weise,  nämlich  die  Sehnenmitte  x:  Die  Untersuchung 
der  Abhängigkeit  der  drei  Punkte  x^  x,  x'  fuhrt  zu  den  Transfor- 
mationen %i,  %29  ^^<^  damit  zur  geometrischen  Addition  der  Motoren. 
Ein  Punktepaar  bestimmt  ferner  in  symmetrischer  Weise  eine  einzige 
(eigentliche)  Ebene,  die  Normalebene  u  der  Sehne  x,  x':  Aus  dieser 
Abhängigkeit  entwickelt  sich,  durch  Vermittelung  der  Transformation  J, 
die  geometrische  Addition  der  Impulsoren.  Ein  Ebenenpaar  u,  u 
jedoch  bestimmt,  wieder  in  symmetrischer  Weise,  zwei  weitere  Ebenen, 
seine  Winkelhalbirenden.  Von  diesen  aber  giebt,  wie  wir  gesehen 
haben,  nur  die  eigentliche  zur  Entstehung  gewisser  Transformationen 
im  Ebenenraume  Veranlassung.  Diese  sind  identisch  mit  den  Trans- 
formationen ^,  Xi;  sie  fOhren  wieder  auf  die  geometrische  Addition 
der  Motoren.  Ein  Punkt,  der  durch  die  Ebenen  u,  u'  allein  bestimmt 
würde,  und  mit  diesen  zugleich  den  ganzen  B^um  durchliefe,  existirt 
nicht.  Endlich  bestimmen,  wenn  wir  nun  den  Linienraum  betrachten, 
zwei  Gerade  3E,  3E'  in  symmetrischer  Weise  (ausser  ihrer  gemeinsamen 
Normale)  wiederum  nur  zwei  andere  Gerade,  die  beiden  Winkel- 
halbirenden. Nur  diese  letzten  haben  eine  Analogie  zu  den  vorher 
betrachteten  Figuren;  nur  eine  von  ihnen  durchläuft  mit  3£,  X'  zu- 
gleich den  ganzen  Linienraum;  die  Eigenschaften  der  zugehörigen 
Transformationen  T^,  T,  sind  auf's  Engste  mit  der  stereometrischen 
Addition  der  Motoren  verbunden,  die  in  dieser  Hinsicht  jedenfalls  mit 
den  beiden  Arten  „ geometrischer '^  Addition  von  Linienpaaren  in  eine 
Reihe    zu    stellen    ist.*)     Unsere    drei  Arten    der   Superposition  von 

•)  Wir  müssen  hier  auf  die  analytische  Darstellung  im  zweiten  Abschnitt 
verweisen,  wo  das  Wesen  der  besprochenen  Analogien  noch  deutlicher  hervor- 
treten wird.  Wir  werden  dort  (in  §  21  und  §  25)  sehen,  dass  die  Abhilngigkeit 
der  Punkte  x,  x'  von  x,  die  Abhängigkeit  derselben  Punkte  von  w,  die  Ab- 
hängigkeit der  Ebenen  u,  u'  von  ihrer  Winkelhalbirenden  m,  und  endlich  auch 
die  Abhängigkeit  der  Geraden  X,  S'  von  ihrer  Winkelhalbirenden  3C*  durch  For- 
meln von  analoger  einfacher  Structur  ausgedrückt  wird,  tmd  dass  femer  auch 
die  drei  Arten  der  Superposition  von  Bewegungen  durch  Formeln  dargestellt  werden, 
deren  Bau  eine  Gewähr  dafür  enthält,  dass  andere  Arten  der  Superposition  von 
ähnlichen  und  dabei  gleich  einfachen  Eigenschaften  nicht  gefunden  werden  können. 
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Bewegungen  haben  also  gewisse  einfache  Züge  miteinander  gemein^  die 
sie  mit  anderen  Arten  der  ^^Superposition^'^  deren  man  unbegrenzt  viele 
definiren  kann,  sicher  nicht  theilen  werden^  und  hierin  kann  ein  aus- 
gezeichneter Charakter  der  entsprechenden  Arten  von  „Addition"  der 
Linienpaare  gefunden  werden. 

Unsere  Gonstructionen  sind  aber  noch  durch  ein  anderes  Band 
yerknüpfty  nämlich  durch  ihre  gemeinsamen  Beziehungen  zu  gewissen 
Gonstructionen  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie. 

Betrachten  wir  zunächst  zweifach  ausgedehnte  sphärische  und  ebene 
Mannigfaltigkeiten.  Dass  die  Theorie  der  sphärischen  Stäbe^  Keile  und 
Quirle  im  Grunde  dasselbe  ist,  dass  jede  aus  jeder  anderen  durch  ein 
ganz  einfaches  Princip^  die  absolute  Correlation  hergeleitet  werden  kann, 
das  haben  wir  schon  gesehen  (S.  68).  Den  Zusammenhang  dieser  ganz 
offenbar  eine  abgeschlossene  Gruppe  bildenden  Gonstructionen  mit  der 
Geometrie  der  Bewegungen ,  die  die  Eugelfiäche  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  bringen,  haben  wir  zwar  nicht  besonders  dargelegt,  er  kann 
aber  unseren  auf  andere  Ziele  gerichteten  Ueberlegungen  ohne  Schwierig- 
keit entnommen  werden.  Führen  wir  nun  den  Grenzübergang  zur  ebenen 
Geometrie  aus,  so  kommt  die  absolute  Gorrelation  in  Wegfall:  Wir  er- 
halten statt  einer  drei  Gruppen  geometrischer  Gonstructionen,  die  geo- 
metrische Addition  der  Stäbe,  Eeile  und  Quirle  in  der  (Euklidischen) 
Ebene,  Gonstructionen,  die  zwar  immer  noch  auf  mannigfache  Weise 
unter  einander  zusammenhängen,  und  gewiss  zu  einer  „natürlichen 
Familie'^  vereinigt  werden  dürfen,  keineswegs  aber  einen  so  einfachen 
Zusammenhang  haben,  wie  die  entsprechenden  Gonstructionen  in  der 
sphärischen  Geometrie.  Eigenthümlich  verhalten  sich  bei  diesem  Grenz- 
fibergang  die  Bewegungen.  Nur  mit  der  geometrischen  Addition  der 
Eeile  ist  auch  in  der  ebenen  Geometrie  noch  eine  Art  von  „geome- 
trischer Superposition"  der  Bewegungen  eindeutig -umkehrbar  verbun- 
den, nicht  aber  mit  den  beiden  anderen  Arten  geometrischer  Addition: 
Die  mit  den  sphärischen  Sieben  verbundenen  Bewegungen  gehen  im 
Grenzfall  in  Schiebungen  über,  die  den  Siäben  nicht  mehr  eindeutig- 
umkehrbar zugeordnet  werden  können,  im  Falle  der  Quirle  aber  stellen 
sich  an  Stelle  der  Bewegungen  andere  Transformationen,  nämlich  Um- 
legungen ein,  Transformationen  mit  symmetrischer  Gleichheit  zugeord- 
neter Figuren. 

In  einer  der  geschilderten  ähnlichen  (übrigens  u.  A.  im  Verhalten  der 
Bewegungen  abweichenden)  Beziehung  stehen  nun  unsere  auf  die  Geometrie 
im  dreifach  ausgedehnten  Euklidischen  Räume  bezüglichen  Sätze  zu  ent- 
sprechenden Sätzen  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie.  Da  dieser  um- 
fangreiche  Gegenstand    im   Uebrigen    ganz    ausserhalb    des    Rahmens 
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unserer  Untersuchung  fällt,  so  können  wir  nur  anhangsweise*)  einige 
Andeutungen  darüber  machen.  Man  Jcann  zunächst  die  ganze  hier  enir 
wickelte  ITiearie  auf  den  Nicht-Euklidischen  Baum  übertragen,  und  zwar 
in  zum  Theil  verschiedener  Weise  bei  Mannigfaltigkeiten  positiver 
und  negativer  Ejrümmui^.  Man  kann  dann  weiter  die  so  gefundenen 
Sätze,  nach  dem  Princip  der  absoluten  Gorrelation  (s.  oben)  in  Gat- 
tungen anordnen.  Diese  Gattungen  bilden  in  ihrer  Gesammtheit  ein 
geschlossenes  System,  dem,  wie  im  Falle  der  sphärischen  Stäbe,  der 
Charakter  einer  gewissen  Vollständigkeit  zugeschrieben  werden  darf, 
das  aber,  im  Vergleich  zur  Theorie  der  sphärischen  Stäbe,  eine  un- 
gleich grössere  Mannigfaltigkeit  von  Constructionen  aufweist  Man 
kann  dann  drittens  untersuchen,  was  aus  diesen  Constructionen  wird, 
wenn  man,  nach  AusfOhrung  eines  Grenzübergangs,  sich  wieder  auf 
den  Boden  der  Euklidischen  Geometrie  stellt.  Es  findet  sich  dann, 
dass  von  den  genannten  Constructionen  eine*  Anzahl  unbrauchbar  werden, 
oder  doch  (wie  die  auf  Vectoren  bezüglichen  Constructionen  in  Mannig- 
faltigkeiten positiver  Krümmung)  einen  sehr  speciellen  Charakter  an- 
nehmen; und  dass  andere  Constructionen,  die  im  Nicht -Euklidischen 
Räume  noch  durch  die  absolute  Correlation  aus  einander  hergeleitet 
werden  können,  und  also  nicht  wesentlich  verschieden  sind,  im  Greni^ 
falle  in  wesentlich  verschiedene  Constructionen  übergehen.  Diese  Con- 
structionen können  wir,  auch  nach  Ausführung  des  Grenzübergangs, 
noch  in  eine  „Gattung^'  zusammenstellen. 

So  bilden  die  auf  die  geometrische  Addition  der  Vectoren  bezüg- 
lichen Sätze,  zusammen  mit  denen  über  Vectorkeile,  Vectorquirle  u.  s.  w., 
eine  Gattung;  eine  zweite  Gattung  bilden  die  Sätze  über  Stöbe,  Keile 
und  Quirle;  eine  dritte  bilden  die  von  der  geometrischen  Addition  der 
Motoren  und  Impulsoren  handelnden  Sätze,  die  durch  die  lineare 
und  correlative  Superposition  der  Bewegungen  mit  den  Keilen  und 
Quirlen  verbunden  sind.  Eine  vierte  Gattung  endlich  bildet  bei  dieser 
Art    der    Gliederung    des    Stoffs    die    stereometrische    Addition    der 


*)  Die  Untersuchung,  auf  die  wir  uns  hier  beziehen,  liegt  bis  jetzt  im  Druck 
nicht  vor.  —  Der  Verfasser  ist,  wie  schon  erwähnt,  bei  der  Ableitung  der  vor- 
getragenen Theorie  ursprünglich  einen  Weg  gegangen,  der  dem  des  Textes  gerade 
entgegengesetzt  ist.  In  dieser  Art  von  Anwendung  der  Nicht-Euklidischen  Geo- 
metrie auf  die  Euklidische  darf  wohl  eine  fruchtbare  Methode  geometrischer 
Forschung  gefunden  werden;  dass  aber  die  so  erlangten  Ergebnisse  auch  un- 
mittelbar begründet  werden,  scheint  uns  eine  unabweisbare  Forderung  zu  sein, 
der  wir  uns  um  so  weniger  haben  entziehen  wollen,  als  in  unserem  Falle  die  eine 
Discussion  zahlreicher  Grenzfälle  einschliessende  Begründung  durch  elementar- 
geometrische  Methoden  der  schwierigere  Theil  der  Aufgabe  war. 
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Motoren^  verbunden  mit  der  stereometrischen  Superposition  der  Be- 
wegungen. 

In  den  Beziehwngen  der  Euklidischen  Geometrie  zur  Nicht-EMidi- 
sehen  findet  also  sowohl  das  von  uns  hervorgehobene  Auftreten  einer  Reilie 
von  formalen  Analogieen  zunschen  verschiedenen  Arten  unserer  Con- 
structionen  seine  ErUärung,  als  amh  der  Umstand^  dass  diese  Analogieen 
nicht  durchgreifend,  sondern  im  Einzelnen  vielfach  durchbrochen  sind. 

Namentlich  verliert  durch  Untersuchung  des  besprochenen  Grenz- 
übergangs die  isolirte  Stellung  der  geometrischen  Summen  von  Stäben 
in  unserem  System,  der  Umstand,  dass  diese  nicht  in  der  Art,  wie  die 
Summen  von  Keilen  und  Quirlen  mit  Linienpaaren  verbunden  sind, 
alles  Auffallende. 

Darin  aber,  dass  bei  dem  betrachteten  Grenzübergang  aus  dem 
entsprechenden,  wenigstens  bei  Annahme  positiver  Krümmung  in  mancher 
Hinsicht  einfacheren  und  leichter  zu  übersehenden  System  von  Sätzen 
der  Nicht-Euklidischen  Geometrie  die  abgeleiteten  Constructionen,  und 
(von  trivialen  Aenderungen  abgesehen)  keine  weiteren  sich  ergeben, 
dürfen  wir  wohl  ebenfalls  einen  Hinweis  darauf  erblicken,  dass  wir 
wirklich  eine  natürliche  Familie  geometrischer  Wahrheiten  vor  uns 
haben.  — 

Diese  Auseinandersetzungen  haben,  wie  gesagt,  nur  den  Zweck, 
die  von  uns  gewählte  Umgrenzung  des  behandelten  Stoffs  zu  recht- 
fertigen; wir  wollen  keineswegs  behaupten,  dass  nicht  auch  noch  andere 
Zuordnungen  der  Summen  von  Stäben  zu  geometrischen  Figuren  Inter- 
esse haben  könnten.  Wir  wollen  anhangsweise  selbst  noch  einige 
Andeutungen  über  eine  weitere  Gonstruction  der  Art  hinzufügen. 

Eine  Figur,  die  in  ähnlichem  Sinne  benutzt  werden  kann,  wie  die 
Figur  zweier  Geraden,  und  hinter  dieser  letzten  Figur  an  Einfachheit  nur 
wenig  zurücksteht,  ist  die  Figur  zweier  Speere.  Wir  betrachten,  da 
die  gemeinte  Gonstruction  im  Allgemeinen  ziemlich  verwickelt  ist,  hier 
nur  den  einfachen  Fall,  wo  die  Geraden  der  Speere  in  einem  eigent- 
lichen Punkte  einander  schneiden.  Ersetzen  wir  dann  die  Speere  durch 
Punkte  auf  einer  Kugel  vom  Radius  Eins,  so  kommen  wir  zu  einer 
neuen  Art  geometrischer  Addition  von  Punktepaaren  auf  einer  Kugel, 
die  wie  folgt  erklärt  werden  kann. 

Wir  nennen  Segment  5|  einen  Hauptkreisbogen,  dessen  Länge 
(I,  ri)  mod.  2ä  von  Null  verschieden  ist.  Ein  solcher  Hauptkreisbogen 
darf  ebenso,  wie  der  übrigens  von  ihm  wohl  zu  unterscheidende 
sphärische  Stab,  auf  seinem  Hauptkreis  beliebig  verschoben  werden. 
Man  darf  dann  voraussetzen,  dass  zwei  beliebige  Segmente  60  und  öo 
den  Anfangspunkt  o  gemein  haben.     Man  construire  nun  einen  Kreis 
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durch  I,  der  den  Hauptkreis  orj  in  o  berührt,  und  ebenso  einen  Kreis 
durch  iy,  der  den  Hauptkreis  o|  in  o  berührt,  und  bezeichne  den 
zweiten  Schnittpunkt  dieser  beiden  Kreise  mit  g:  Dann  ist  durch 

60  -j-  ^0  ^^^  ^o 

eine  y^geonietrische  Addition  der  Segmente"  erklärt,  die  das  associative 
Gesetz  befolgt,  und  die  der  geometrischen  Addition  der  sphärischen 
Stäbe 

So       i"  Sq    *"""  Sq 

zugeordnet  werden  kann,  wenn  man,  bei  gleichem  Hauptkreis,  etwa 

setzt    2ctg-^- -  =  tg(o,  li),  u.  s.  w. 

Im  Grenzfall  der  ebenen  Geometrie  ergiebt  sich  aus  dieser  leicht 
abzuleitenden  Gonstruction  wieder  die  Art  von  geometrischer  Addition 
von  Stäben,  die  wir  in  §  8  als  einen  Durchgangspunkt  betrachtet 
hatten,  und  die  von  der  geometrischen  Addition  der  Quirle  nicht  wesent- 
lich verschieden  ist. 

§15. 

Dynamen  und  infinitesimale  Bewegungen. 

Wir    wenden   uns    jetzt   zur  Anwendung    unserer  Constructionen 
auf  die    in   der   Einleitung   formulirte   Aufgabe,   die    den   Ausgangs- 
punkt  unserer   Untersuchung   gebildet   hat,   zu    der   Frage    nach    der 
geometrischen  Zusammensetmng  der  Dynatnen,      Diese   Aufgabe  kann 
nun  mit  wenigen  Worten  erledigt  werden:   Der  bekannte  Zusammen- 
hang  zwischen   der  Zusanmiensetzung   der  Kräfte  und  Dynamen   und 
der  geometrischen  Addition  der  Stäbe  und  Summen  von  Stäben  kann 
ohne  Weiteres  auf  die  anderen  von  uns  betrachteten  Systeme  von  Con- 
structionen übertragen   werden.     Man   wird   eine   vorgelegte   Dyname 
darstellen   durch  eine  Zugkraft  (S.  1)   von   der  Intensität  £,  und  eine 
Drehkraft  vom  Moment  M,  deren  Ebene  auf   der  Wirkungslinie   der 
Zugkraft;  senkrecht  steht.    Ordnet  man  dann  diesem  System  z.  B.  einen 
Motor  zu,   dessen  Hauptaxe  in  die  Wirkungslinie  der  Zugkraft  fällt, 
und  dessen  Oeffnung  und  Länge  die  Werthe  L  und  M  haben,  insbe- 
sondere also   einer  Zugkraft   einen   Rotor  und  einer  Drehkraft   einen 
Translator,  so  erfolgt  die  Zusammensetzung  der  Dynamen  durch    die 
geometrische  Addition  der  entsprechenden  Motoren.     Wie   die  Zuord- 
nung  abzuändern   ist,    wenn    man   die    stereometrische   Addition     der 
Motoren  oder  die  geometrische  Addition  der  Impulsoren  benutzen  will, 
zeigt  die  Tafel  auf  S.  109.     Da  man  in  der  Mechanik    der  als  Inten- 
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sitat  einer  Zugkraft  bezeichneten  Grösse  nur  positive  Werthe  beizulegen 
pflegt,  so  ergiebt  sich,  für  diese  Anwendung  unserer  Theorie,  die  übri- 
gens nicht  unentbehrliche  Beschränkung,  dass  die  in  der  vierten  Hori- 
zontalreihe unserer  Tafel  aufgeführten  Grössen  ebenfalls  nur  positive 
Werthe  haben  dürfen.  Für  die  Motoren  z.  B.  hat  das  die  Bedeutung, 
dass  als  im  positiven  Sinne  erfolgend  u.  A.  die  Drehung  um  die  Haupt- 
axe  eines  Rotors  anzusehen  ist,  die  die  Anfangslinie  des  Rotors  mit 
seiner  Endlinie  in  der  Weise  zur  Deckung  bringt,  dass  dabei  ein 
rechter  Winkel  nicht  überschritten  wird.  Durch  diese  Pestsetzung 
wird  der  positive  Sinn  der  Drehungen  um  die  genannte  Axe  über- 
haupt festgelegt  und  damit  zugleich  die  positive  Richtung  der  Axe, 
80  dass  über  die  Richtung,  in  der  die  Grösse  M  auf  dieser  Axe  abzu- 
tragen ist,  ein  Zweifel  nicht  bestehen  kann. 

In  gleicher  Weise  gelangen  wir  zur  Zusammensetzung  infinitesi- 
maler Bewegungen  auf  Grund  einer  naheliegenden  Bemerkung: 

XX.  Geht  man  von  endlichen  zu  infinitesimalen  Bewegungen  über, 
so  fallen  in  der  Grenze  die  lineare  und  die  stereometrische  Super- 
Position  der  Bewegu/ngen  zusammen,  wnd  diese  beiden  Arten  der  Super- 
Position  —  nicht  aber  auch  die  correlative  —  gehen  zugleich  in 
die  Zusammensetzung  der  infinitesimalen  Bewegungen  über. 

Indem  wir  die  Untersuchung  des  völlig  abweichenden  Verhaltens  der 
correlativen  Superposition  dem  Leser  überlassen,  beschränken  wir  uns 
auf  die  Betrachtung  der  positiven  Seite  unseres  Satzes. 

Denken  wir  uns  einen  starren  Körper  im  Räume  bewegt,  und 
nehmen  wir  als  unabhängige  Veränderliche  der  einfacheren  Ausdrucks- 
weise wegen  die  Zeit,  so  wird  in  einem  bestimmten  Zeitpunkte  ^  =  ^o 
jeder  Punkt  des  Körpers  eine  gewisse  Geschwindigkeit  besitzen;  und 
wenn,  wie  man  sich  ausdrückt,  „gleichzeitig^^  mehrere  infinitesimale 
Bewegungen  stattfinden,  so  erfolgt  bekanntlich  die  Zusammensetzung 
der  Geschwindigkeiten  für  jeden  einzelnen  Raumpunkt  vermöge  der 
Parallelogrammconstruction.  Zu  dieser  Gonstruction  kommen  wir  nun 
von  der  linearen  Superposition  der  Bewegungen  aus  durch  einen  Grenz- 
übergang. 

Es  seien  vorgelegt  die  endlichen  Bewegungen  5/,  mit  den  halben 
Schiebungsgrössen  und  Drehungswinkeln  i;,-,  '9',-,  von  denen  die  letzten 

nicht  ^  -^  mod.  tc  sein  sollen. 

©,  =  ©;.  =  ©<•      {xi[Si]x:) 

seien  die  zu   den   Sehnen  X{Xi    gehörigen   Stäbe,   die   ihre   Mitten   in 
einem  gegebenen  Punkte  x  haben.     Wir  strecken  nun  die  Bewegungen 
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Si  linear  im  Verhältniss  c :  1  (Nr.  7,  S.  49),  und  bezeichnen  die  dann 
entstehenden  Bewegungen  mit  Si\  so  dass 

die  begleitenden  Stäbe  der  Bewegungen  S/  werden  dann 

©/  =  c  •  ©«• . 

Setzen  wir  nun  c  =  i  —  ^o?  ^^^  gehen  wir  zur  Grenze  ^  ==  <o  ^^^j 
so  erhalten  wir  statt  der  endlichen  infinitesimale  Beweguugen,  mit  den 
halben  Winkelgeschwindigkeiten 

«•  /  ig  »/ 

und  den  halben  Schiebungsgeschwindigkeiten 

die  halben  Oeschwindigkeiten  des  Raumpunktes  x  aber  werden  nach 
Grösse  und  Richtung  dargestellt  durch  die  Stäbe 

lim  - — T-  ©i-  =  ©,• . 

Die  Zusammensetzung  dieser  Geschwindigkeiten,  und  daher  auch 
der  infinitesimalen  Bewegungen  erfolgt  also  durch  geometrische  Addi- 
tion der  Stäbe  @/,  d.  h.  durch  lineare  Superposition  der  endlichen 
Bewegungen  Si, 

Hiermit  haben  wir  den  Satz  XX  zunächst  so  weit  bewiesen ,  als 
er  sich  auf  die  lineare  Superposition  bezieht;  wir  haben  aber  nodi 
ein  weiteres  Resultat  erhalten ,  das  in  verschiedenen  Formen  auszu- 
sprechen wir  zweckmässig  finden.  Führen  wir  zunächst  statt  der 
Bewegungen  Si  die  geometrischen  Summen  von  Keilen  ein,  denen  sie 
associirt  sind,  so  ergiebt  sich: 

XXI.  Versteht  man  unter  k  eine  imllkürliche,  aber  ein  für  allemal 
bestimmte  Constante,  und  ordnet  man  jeder  infinitesimalen  Drehv/ng 
[Schiebung]  einen  Keil  desselben  Trägers  zu,  dessen  Oeffnung  [Sperrung] 
das  k-fadie  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  [das  k-fache  der 
Schiebungsgeschwindigkeit]  ist,  so  wird  damit  jeder  infinitesimalen 
Bewegung  eine  völlig  bestimmte  geometrische  Summe  von  Keilen  zuge- 
ordnet. Es  werden  nämlich  infinitesimale  Drehungen  u/nd  Schiebungen 
(und  damit  überhaupt  infinitesimale  Bewegungen)  zusammengesetzt, 
indem  man  die  entsprechenden  Keile  (Summen  von  Keilen)  geometrisch 
addirt. 

Hiermit  ist  natürlich  auch  der  Zusammenhang  zwischen  der  Zu- 
sammensetzung der  Kräfte   und   der  Zusammensetzung  infinitesimaler 
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Bewegungen  nachgewiesen^  den  man  sonst  unmittelbar  auf  die  geome- 
trische Addition  der  Stäbe  zu  gründen  pflegt.  Es  verdient  aber  wohl 
bemerkt  zu  werden,  dass  die  Keile  hier  sich  in  gewisser  Hinsicht  ganz 
anders  verhalten  als  die  Stäbe:  Ueberträgt  man  in  leicht  ersichtlicher 
Weise  die  Begriffe  Kraft,  Stab,  Keil,  infinitesimale  Bewegung  auf 
Mannigfaltigkeiten  von  n  Dimensionen,   so  erkennt  man  unschwer: 

Der  Zusammenhang  ztdschen  Systemen  von  Kräften  und  Stabe- 
summen  erstreckt  sich  auf  Mannigfaltigkeiten  von  beliebig  vielen  Dimen- 
sionen, und  ebenso  auch  der  Zusammenhang  zwischen  infinitesimalen 
Bewegungen  und  geometriscJten  Summen  von  Keilen. 

Dagegen  hat  der  in  der  Geometrie  des  dreifach  ausgedehnten  Baumes 
bestehende  Zusammenhang  zwischen  diesen  beiden  Doppelreihen  von  Be- 
griffen Teein  Anahgon  in  der  Gemnetrie  von  (Euklidischen  oder  auch 
Nicht-Euklidischen)  Mannigfaltigkeiten  anderer  Dimensionenzahl,  und  ins- 
besondere auch  kein  Anahgon  in  der  Geometrie  der  Ebene. 

In  Nicht-Euklidischen  Mannigfaltigkeiten  zwar  besteht  zwischen 
den  Begriffen,  die  man  an  Stelle  der  Begi'iffe  „Stab"  und  „Keil"  zu 
setzen  hat,  allgemein  der  durch  die  absolute  Gorrelation  vermittelte 
Zusammenhang,  eben  der,  den  wir  im  Falle  der  Geometrie  im  Strahlen- 
bündel oder  auf  der  Kugelfläche  in  §  4  benutzt  hatten.  Aber  nur 
wenn  die  Dimensionenzahl  gleich  drei  ist,  tritt  neben  diesen  trivialen 
Zusammenhang  ein  anderer,  der  dem  von  uns  behandelten  an  die  Seite 
gestellt  werden  kann. 

Führen  wir  statt  der  Keile  Motoren  ein,  so  können  wir  den  Inhalt 
des  Satzes  XXI  offenbar  auch  so  ausdrücken: 

XXU.  Jeder  infinitesimalen  Bewegung  (Schraubung)  kann  ein  Motor 
desselben  Irägers  eindeutig -umicehrbar  zugeordnet  werden.  Die  Winkd- 
geschunndigkeit  und  Schiebungsgeschwindigkeit  der  Schra/ubung  stellen 
zu  der  Oeffnung  und  Länge  [Sperrung]  des  Motors  in  einem  willkür- 
lichen, aber  ein  für  allemal  bestimmten  Verhältniss  1  :k. 

Insbesondere  entspricht  jeder  infinitesimalen  Drehung  ein  Botor 
und  jeder  infinitesimalen  Schiebung  ein  Translator, 

Infinitesimale  Bewegungen  werden  zusammengesetzt,  indem  man  die 
entsprechenden  Motoren  geometrisch  [stereometrisch]  addirt. 

Aus  der  hier  benutzten,  übrigens  schon  früher  von  uns  besproche- 
nen Thatsache,  dass  wir  bei  Yertauschung  der  Länge  des  einzufüh- 
renden Motors  mit  der  Sperrung  von  der  geometrischen  Addition  dei 
Motoren  zur  stereometrischen  übergehen,  ergiebt  sich  nunmehr  der 
vollständige  Beweis  des  Satzes  XX:  Lassen  wir  die  Gonstante  k  gegen 
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Null  convergiroD^  so  fallen  in  der  Grenze  die  Länge  und  Sperrung 
und  also  auch  die  beiden  betrachteten  Motoren  selbst  zusammen;  gleich- 
zeitig gehen  die  beiden  im  allgemeinen  Falle  verschiedenen  endlichen 
Bewegungen^  die  mit  diesen  Motoren  verbunden  sind^  in  eben  die  infini- 
tesimale Bewegung  über^  von  der  im  Satze  XXU  die  Rede  ist.  Die 
genannten  beiden  endlichen  Bewegvmgen  geben  jede  ein  deutliches,  aber 
natürlich  verzerrtes  Bild  von  den  Eigenschaffen  der  zugehörigen  infinite- 
simalen Bewegung:  Diese  erscheint  bei  unserer  Betrachtungsweise  ge- 
wissermaassen  unter  dem  Mikroskop  gesehen. 

Eine  Anwendung  liegt  nahe:  Wie  das  StabeparcdMogramm  zur 
Zusammensetzung  infinitesimaler  Punkttransformationen  benutzt  wird, 
so  kann  das  Keiltrapez  (als  „Keiltrapez  der  Winkelgeschwindigkeiten'*) 
zur  Zusammensetzung  solcher  infinitesimaler  (Berührungs-)  Transfor- 
mationen dienen^  deren  Raumelement  die  Ebene  ist,  und  ebenso  können 
die  geometrische  imd  die  stereometrische  Addition  der  Motoren  zur 
Zusammensetzung  von  infinitesimalen  Transformationen  gerader  Linien 
benutzt  werden. 

Wir  sind  hiermit  am  Ziele  unserer  geometrischen  Betrachtungen; 
aber  vielleicht  liegt  es  im  Interesse  grosserer  Deutlichkeit,  wenn  wir 
einige  der  von  uns  abgeleiteten  Sätze  nun  nochmals  formuliren,  indem 
wir  jetzt  deren  Beziehungen  zu  den  Dynamen  in  den  Vordergrund 
treten  lassen. 

XXTII,  1.  Zerlegt  man  eine  Dyname  derart  in  eine  Zugkraft  und 
eine  Drehkraft,  dass  die  Wirkungslinie  der  Zugkraft  einen  veränderlichen 
eigentlichen  Punkt  x  enthält,  und  stellt  ma/n  dann  die  Drehkraft,  wie 
üblich,  durch  einen  Vector  fßl  =  SSf  dar,  so  entspricht  dem  Punkt  x 
der  Punkt  x  in  einer  Bewegung,  die  von  einer  Unischraubung  ver- 
schieden ist. 

2.  Zerlegt  man  eine  Dyname  derart  in  zwei  einzelne  Kräfte  (Zug- 
oder  Drehkräfte),  dass  die  Wirkungslinie  der  einen  in  einer  veränder- 
lichen eigentlichen  Ebene  u  liegt,  die  der  omderen  aber  auf  dieser  Ebene 
senkrecht  stellt,  und  stellt  man  sodann  die  erste  dieser  Kräfte  durch 
einen  Keil  Ä^  =  Su  dar,  so  wird  der  Ebene  u  die  Ebene  u  durch  eine 
Bewegung,  und  zwar  durch  eben  die  im  Salze  1.  genannte  Bewegung 
zugeordnet, 

3.  Zerlegt  man  eine  Dyname,  wie  unter  2.,  nach  einer  veränder- 
lichen Ebene  u  und  senkrecht  dazu,  und  stellt  7nan  sodann  die  zweite 

Componenie    durch    einen    Quirl    Cl^  '==  d|    dar,  so    entspricht   dem 
Punkt  X  der  Punkt  x  in  einer  Bewegung,  die  keine  Drehung  ist,  oder 
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(wenn  nätnlich  die  Dyname  eine  DrehJcraft  ist),  in  einer  nicht  involu- 
torischen  ausgearteten  Umschraubung, 

4.  2jerlegt  man  eine  Dyname  in  zwei  Dynamen,  derart,  dass  die 
Ha/u/ptaooe  der  ersten  in  eine  veränderliche  eigentliche  Gerade  3£*  fällt, 
die  der  zweiten  aber  diese  Gerade  senkrecht  schneidet,  und  stellt  man 
hierauf  die  zweite  Componente  stereometrisch  durch  einen  Motor 
9lj[*  =  yi^  dar  (so  nämlich,  dass  die  Sperrung  des  Motors  das  Moment 
der  Dyname  misst),  so  wird  der  Geraden  X  die  Gerade  3£'  wiederum 
durch  eine  von  einer  Umschraubung  verschiedene  Bewegung  zugeordnet, 

5.  Der  Zusammensetzung  mehrerer  Dynamen  entwicht  im  Falle 
1.  und  2.  die  lineare  Superposition  der  eingeführten  Bewegungen; 
im  FaUe  3.  die  correlative  Superposition;  im  FaMe  4,  endlich 
die  stereometrische  Superposition, 

Anhangsweise  wollen  wir  schliesslich  kurz  noch  eine  Frage  be- 
sprechen, zu  deren  Behandlung  wir  bisher  keine  Veranlassung  gehabt 
haben,  die  aber  der  Vollständigkeit  wegen  doch  wohl  noch  berührt 
werden  muss. 

Die  Hauptaxen  ^j,  D^,  D3  dreier  nicht  auf  Translatoren  sich 
redncirender  Motoren,  deren  geometrische  [stereometrische]  Summe  ver- 
schwindet, mögen  als  nicht  parallel  angenommen  werden.  Die  genannten 
drei  Geraden  haben  dann  eine  einzige  gemeinsame  Normale  O,  die  ge- 
meinsame Querlinie  der  Träger  der  drei  Motoren,  und  sie  werden  auf 

dieser  gewisse  Abschnitte 

l,  =  dist.  (?)„  %) 

u.  s,  w.  bestimmen.     Welches  sind  die  Belxitionen,  die  zwischen  diesen 
Abschnitten,  den  Winkeln 

A,  =  ang.(?)„  %) 

u.  s,  f,  und  den  Oeffnungen  L^,  L^,  L^  und  Längen  [Sperrungen]  M^, 
M^,  M^  der  drei  Motoren  stattfinden? 

Die  Antwort  ist  natürlich  nicht  schwer  zu  geben:  Die  fraglichen 
Belationen  werden  ausgedrückt  durch  die  Formeln 

Ix  +  ^  +  h^O  mod.  2;r,         h+k  +  h=^^y 
L^ :  sin  A^  =  X^ :  sin  ^  =  Z^  :  sin  Ag, 

M^ h_^M^ k_  =  :^ L 

A         tgi,         L,         tgi,         X,         tgX,' 

Den  Beweis,  wie  auch  die  Behandlung  der  ausgeschlossenen  Grenz- 
falle, glauben  wir  dem  Leser  überlassen  zu  dürfen. 

Auch  diese  Formeln  liefern  ein  freilich  nicht  besonders  empfehlens- 
werthes  Verfahren   zur  Zusammensetzung  der  Dynamen. 


Zweiter  Abschnitt. 


Einleitung. 

Die  Untersuchung  unseres  ersten  Abschnittes  lässt  unerledigt  die 
Frage  nach  dem  algebraischen  Aequivalent  der  abgeleiteten  Sätze^  nach 
deren  Einordnung  in  das  System  der  analytischen  Geometrie.  Diese 
Frage  ist,  vollständig  jedenfalls^  nicht  so  einfach  zu  beantworten ^  wie 
es  zimächst  vielleicht  scheinen  mag.  Zwar  die  einzelnen  Bestandtheile 
unserer  Gonstructionen  sind  einfach  genug ;  aber  wenn  es  sich  z.  B.  bei 
der  stereometrischen  Addition  der  Motoren  darum  handelt,  durch  sieben- 
malige Wiederholung  einer  an  sich  ganz  einfachen  Gonstruction  aas 
drei  Oeraden  O,  3£,  ^^  die  eine  beliebige  Lage  gegen  das  Coordinaten- 
System  haben  können,  eine  vierte  Gerade  ß  abzuleiten  (Nr.  18,  S.  87) 
so  erweist  sich  die  gewöhnliche  analytische  Geometrie  doch  als  ein 
viel  zu  schwerfälliger  Apparat.  Es  genügt  bei  concreten  Aufgaben 
eben  nicht,  dass  man  die  Schritte,  die  zur  Lösung  führen,  einzeln  thun 
kann,  sondern  man  muss  das  Endergebniss  der  Rechnung  vor  sich 
haben,  und  überdies  in  einer  Form,  die  übersichtlich  genug  ist,  um 
noch  weitere  Schlussfolgerungen  zu  ermöglichen.  So  werden  wir  denn 
durch  unseren  Gegenstand  dazu  genöthigt,  die  analytische  Geometrie 
selbst  in  bestimmter  Richtung  weiterzubilden;  und  wir  werden  dabei 
mit  den  allerelementarsten  Aufgaben  einsetzen  müssen.  Die  darzu- 
legenden Methoden  werden  sich  dann  auch  bei  anderen  Problemen  als 
nützlich  erweisen,  besonders  bei  solchen  Aufgaben  der  analytischen 
Geometrie,  die  nicht  so  verwickelt  sind,  dass  ihre  Lösung  durch  ge- 
schlossene Endformeln  überhaupt  unthunlich  wäre. 

Als  die  wünschenswerthe  Grundlage  solcher  algebraisch-geometrischer 
Untersuchungen  erscheint  dem  Verfasser  eine  umfassende  Theorie  der 
Bewegungsmvarianten,  als  deren  centrales  Problem  die  Bestimmung  aller 
ganzen  irreducibelen  Bewegungsinvarianten  in  einem  unbegrenzten  System 
von  Punkten,  Geraden  (oder  Gewinden)  und  Ebenen  und  der  zwischen 
diesen   Invarianten   stattfindenden   irreducibelen   Relationen    anzusehen 
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ist*).  Eine  solche  Theorie  liegt  indessen  zur  Zeit  noch  nicht  Yor,  nnd 
bei  der  nicht  zn  unterschätzenden  Schwierigkeit  der  angedeuteten  Auf- 
gabe werden  wir  ohne  eine  solche  auszukommen  suchen  müssen.  Wir 
werden  uns  in  der  Art  helfen^  dass  wir  wenigstens  die  Ausdrücke, 
mit  denen  wir  es  thatsächlich  zu  thun  haben,  aus  ihren  elementaren 
Bestandiheilen  aufbauen,  die  sich  einzeln  leicht  als  Bewegungsinvarian- 
ten  erweisen  lassen.  Solche  irreducibele  Bewegungsinvarianten  treten 
in  unserer  Untersuchung  in  verhältnissmässig  geringer  Zahl  auf.  Wir 
fähren  daher  für  sie  eigene  Zeidien  ein,  und  wir  erreichen  damit  den 
Grad  von  formaler  Einfacheit  und  üebersichtlichkeit  der  Formeln,  der 
uns  für  unsere  Zwecke  unerlässlich  zu  sein  scheint.  Daneben  bedienen 
wir  uns  da,  wo  Bewegungen  in  Frage  kommen,  einer  Darstellung  des 
Coefficientensystems  einer  orthogonalen  Goordinatentransformation  durch 
gewisse  Parameter,  auf  Grund  einer  älteren  Arbeit  des  Verfassers, 
deren  Inhalt  hier,   soweit  als  nöthig,  reproducirt  wird. 

Wesentliche  Dienste  leisten  wird  uns  zur  Abkürzung  mancher 
sonst  beschwerlichen  und  unübersichtlichen  Rechnung  die  von  A ron- 
hold eingeführte  und  namentlich  von  Clebsch  weiter  entwickelte 
sogenannte  symbolische  Bezeichnungsweise  und  die  darauf  beruhende 
Rechnungsmethode.  Die  Anwendbarkeit  dieser  Methode  auf  unseren 
Gegenstand  ist  darin  begründet,  dass  die  besprochenen  elementaren 
Bewegungsinvarianten  (nicht  aber,  wie  irrthümlich  schon  behauptet 
worden  ist,  Bewegungsinvarianten  überhaupt)  simultane  Invarianten  im 
Sinne  der  gewöhnlichen  Invariantentheorie  (der  Invariantentheorie  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe)  sind. 

Dass  dem  Gebrauch  der  symbolischen  und  anderer  abkürzender 
Bezeichnungsweisen  in  der  analytischen  Geometrie  in  weiten  Kreisen 
eine  starke  Abneigung  entgegensteht,  ist  dem  Verfasser  sehr  wohl 
bekannt,  und  er  möchte  auch  keineswegs  in  Abrede  stellen,  dass  diese 
Abneigung  in  manchen  Fällen  gerechtfertigt  ist.  Wo  es  sich  um  eine 
kleinere  Gbruppe  von  Wahrheiten  handelt,  lohnt  es  sich  wirklich  nicht, 
einen  besonderen  Galcul  zu  erlernen.  Der  Formalismus,  der  doch 
immer  nur  Mittel  zum  Zweck  sein  darf,  ist  nur  allzuoft  Selbstzweck 
geworden;  und  dass  mit  Bezug  auf  gewisse  Fragen  abstracter  Natur 
andere  Methoden  der  symbolischen  überlegen  sind,  hat  der  Erfolg  be- 
wiesen. Es  kann  aber  doch  wohl  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  es 
dem  Geometer  schlechterdings  Nichts  nützt,  wenn  er  irgend  eine  end- 


*)  Wegen  einer  genaueren  Formulirung  vergleiche  man  eine  Abhandlung  des 
Veifassers,  Leipz.  Ber.  1S96,  S.  649,  wo  die  entsprechende  Aufgabe  aus  der  ebenen 


Geometrie  gelöst  ist. 
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liehe  Zahl  algebraiseher  Grossen  durch  eine  ebenfidk  endliche  Zahl 
sogenannter  anaffthrbarer  Operationen  ermitteln  ^kann^*).  Nicht 
Methoden  brancht  der  Geometer,  die  alles  M^liehe  umspannen,  son- 
dern etwas  ganz  Anderes:  Algebraische  Processe,  die  möglichst  eng 
seinen  Problemen  angepasst  sind;  Processe,  die  in  einem  viel  weiteren 
Umfiinge,  als  sogenannte  allgemeine  Methoden  ausßihrhar  sind  im  eigent- 
liehen  Sinne  des  Wortes^  indem  sie  nämlich  geschlossene  Endformeln 
liefern;  Methoden ,  die  überdies  aach  möglichst  schneU  zn  diesem  Ziele 
führen  y  wo  immer  es  sich  erreichen  lasst.  Ein  wesentliches  Erfordemiss 
dazu  aber  ist^  bei  umfangreicheren  Untersuchungen  jedenfalls,  eine  dem 
besonderen  Gegenstande  angemessene  Formelsprache,  ein  Galcul,  der 
es  dem  Geometer  ermöglicht,  seine  Constructionen  durch  Zeichen  auf 
dem  Papier  übersichtlieh  darzustellen.  Gegenüber  dieser  Hauptforderung 
seheint  uns  selbst  das  gewiss  auch  für  den  Geometer  sehr  wichtige 
Problem  der  erschöpfenden  Bestimmung  gewisser  yoUsiandiger  Inva- 
riantensysteme  durch  wirkliche  Aufstellung  ihrer  Ausdrücke  von  unter- 
geordneter Bedeutung  zu  sein. 

Freilich,  wer  von  abkürzenden  Bezeichnungen  rechten  Nutzen  ziehen 
will^  der  bedarf  einer  gewissen  Uebung,  und  diese  kann  in  unserem 
Falle  wohl  nur  bei  einem  ziemlich  kleinen  Theile  der  Fachgenossen  Tor- 
ausgesetzt   werden.    Wir  haben   unter  diesen  umstanden   ein    billiges 

*)  Es  darf  wohl  einmal  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  nicht  Yielleicht 
die  Abstraction  überhaupt  in  unserem  Denken  einen  zu  breiten  Platz  einnimmt. 
Jedenfalls  erscheint  uns  der  ja  nunmehr  eingebürgerte  Gebrauch  der  Worte 
„ausführbar**  und  ^^können"  im  obigen  Sinne  nicht  durchaus  glücklich  zu  sein. 
Der  Physiker  wird  vorsichtig  sein  mit  der  Behauptung,  dass  er  einen  Apparat 
construiren  ka/nn*^  denn  er  hat  stets  die  Schwierigkeiten  gegenwärtige  die  die  Aus- 
führung eines  vielleicht  sehr  einfachen  Gedankens  oftmals  mit  sich  bringt.  Der 
Mathematiker  kümmert  sich  weniger  um  die  Tücke  des  Objects.  Nun  kann  ja 
gewiss  die  Fiction  eines  Wesens  von  beliebig  grosser  (wiewohl  „endlicher")  Geduld 
nicht  entbehrt  werden.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man,  wo  ein  Weiteres 
sich  nicht  erreichen  lässt,  mit  der  „endlichen  Zahl  ausführbarer  Operationen"  zu- 
frieden sein  muss.  Aber  auch  da,  wo  die  genannte  Voraussetzung  gar  nicht  zu- 
trifft, wird  hftufig  ein  Problem  als  „in  der  Hauptsache"  erledig^  und  weiteren 
Interesses  baar  angesehen,  sobald  es  auf  eine  endliche  Zahl  „ausführbarer^^  Ope- 
rationen reducirt  ist,  während  in  Wirklichkeit  das  Meiste  vielleicht  noch  zu 
thun  bleibt.  Man  vergisst  wohl  zuweilen,  dass  es  sich  nicht  um  ein  wirkliches 
Ausführen,  ein  wirkliches  Können  handelt.  Dieselbe  Anschauung  lieg^  auch  manchen 
Urtheilen  zu  Grunde,  in  denen  die  sogenannte  Allgemeinheit  einer  Theorie  unseres 
Erachtons  viel  zu  einseitig  als  Werthmesser  benutzt  wird.  Dem  gegenüber  darf 
vielleicht  einmal  die  Bedeutung  concreter  imd  namentlich  elementarer  Aufgaben 
betont  werden.  Wir  sollten  nicht  zu  vornehm  sein,  uns  mit  Einfachem  zu  be- 
fassen, aber  vornehm  genug,  gerade  bei  einfachen  Aufgaben  uns  die  Ldsung  nicht 
jtrt«  leicht  zu  machen. 
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Maass  pädagogischer  ForderuDgen  in  folgender  Weise  zu  befriedigen 
gesucht. 

Ausgehend  von  der  Annahme,  dass  der  Leser  mit  dem  Gedanken- 
kreise der  projectiven  Geometrie  und  namentlich  mit  dem  Gebrauch 
von  homogenen  Punkt-,  Linien-  und  Ebenencoordinaten  vertraut  ist,  setzen 
wir  zunächst,  in  §  1,  die  symbolische  Bechnungs weise  selbst  ausein- 
ander, unter  Beschränkung  auf  das  Wenige,  was  für  unsere  Zwecke 
DÖthig  sein  wird,  und  unter  Benutzung  solcher  Beispiele,  die  zu  dem 
Folgenden  in  Beziehung  stehen.  Wir  führen  zweitens  die  Untersuchung 
durchweg  im  einfachsten  Coordinatensystem,  dem  Cartesischen  recht- 
winkligen, wiewohl  für  einen  grossen  Theil  unserer  Ueberlegungen 
eine  solche  Specialisirung  nicht  erforderlich  ist.  Wir  geben  drittens 
in  einer  Reihe  von  Fällen  neben  den  symbolischen  auch  die  ausge- 
rechneten Ausdrücke  an.  üeberall  aber  wird  es,  nach  den  mitgetheil- 
ten  Regeln,  möglich  sein,  den  Uebergang  von  den  abkürzenden  sym- 
bohschen  Ausdrücken  zu  völlig  entwickelten  Formeln  schnell  zu  voll- 
ziehen, und  es  wird  sich  daher  ein  jeder  Mathematiker  von  Dem  unter- 
richten können,  was  behauptet  wird.  Eine  Yerification  dieser  Behaup- 
tungen wird  dann,  durch  allerdings  mitunter  beschwerliche  Rechnungen, 
auch  ohne  Symbolik  zu  erbringen  sein. 

Die  algebraische  Begründung  unserer  „Geometrie  der  Dynamen^', 
die  wir  nun  vortragen  wollen,  ist  ihrer  ganzen  Anlage  nach  völlig 
unabhängig  von  der  im  ersten  Abschnitt  mitgetheilten  Begründung. 
Wir  setzen  aber,  um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  die  Begriffe  Linien- 
kreuz, Eeil,  Quirl  u.  s.  w.  als  aus  dem  ersten  Abschnitt  bekannt  vor- 
aus, ebenso  auch  die  auf  sie  bezüglichen  Behauptungen  (nicht  aber 
deren  Beweise).  Auch  glauben  wir  auf  eine  besondere  algebraische 
Behandlung  mehrerer  Einzelheiten  verzichten  zu  dürfen. 

§16. 
Coordinaten.     Lineare  und  bilineare  Formen. 

Punkte  und  Ebenen, 

Wir  stellen  einen  Punkt  im  Räume  dar  durch  rechtwinklige  Gar- 
tesische  Coordinaten.  Diese  schreiben  wir,  wie  es  (nach  dem  Vorgang 
von  Hesse)  auch  sonst  zuweilen  geschieht,  in  Gestalt  von  Brüchen 

mit  gemeinsamem  Nenner  — ;  -^;  — ;   da  andernfalls  gewisse  Gesetz- 

*^0         ^0         *^0 

mässigkeiten  in  den  abzuleitenden  Formeln  nicht  deutlich  zum  Vorschein 
kommen  würden.  Der  Punkt  x  wird  also  dargestellt  durch  vier  Ver- 
bältnissgrössen 
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sogenannte  rechtwinklige  homogene  Coordinaten^  deren  gleichzeitiges 
Verschwinden  aussagt^  dass  der  betrachtete  Punkt  unbestimmt  wird 
Es  werden  durchweg  nur  endliche  Werthe  der  Grössen  Xi  zugelassen; 
die  uneigentlichen  Punkte^  die  bei  der  in  Elementarbüchem  üblicheu 
Darstellungsweise  unendliche  Goordinatenwerthe  erhalten^  sind  gekenn- 
zeichnet durch  das  Verschwinden  von  x^. 

Eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  genannten  vier  Grössen^  eine 
gleich  Null  gesetzte  sogenannte  lineare  Farm,  stellt  eine  Ebene  dar. 
Die  Goefficienten  u,-  in  dieser  Gleichung,  ebenfalls  homogene  Grössen, 
sind  die  Goordinaten  der  Ebene.     Setzen  wir  also 

(1)  {UX)  =  UqXq  +  u^x^  +  u^x^  +  u^x^, 

80  ist  (urr)  :==  0  die  Bedingung  der  vereinigten  Lage  des  Punktes  x 
und  der  Ebene  u. 

Mit  (Ix)  bezeichnen  wir  die  in  den  Punktcoordinaten  Xi  lineare 
Form,  deren  Goefficienten  die  Zahlenwerthe 

haben,  so  dass  identisch 

(2)  ilx)  —  x^ 

ist,  und  also  (Ix)  =  0  die^  Gleidiißng  der  unendlich  fernen  Ebene  be- 
deutet: Es  ist  vielfach  nützlich,  diese  letzte  Gleichung  so  darzustellen, 
dass  sie  sich  in  der  Form  den  abgekürzten  Gleichungen  {ax)  »» 0, 
(6^)  =s  0, . . .  irgend  welcher  anderer  Ebenen  anschliesst. 

Die  aus  den  Goordinaten  von  vier  Punkten  x,  x',  y,  y'  oder  Ebenen 
u,  u',  17,  t;'  gebildeten  Determinanten  bezeichnen  wir  mit 

ixx'yy'),      {uu'vv)] 

das  Verschwinden  dieser  Grössen  drückt  aus,  dass  die  vier  Punkte  in 
(wenigstens)  einer  Ebene  liegen  oder  dass  die  vier  Ebenen  durch  einen 
Punkt  gehen;  die  Gleichung 

{luVW)  =  I  WiVgW^s  I  '^  0 

insbesondere  sagt  also  aus,  dass  die  drei  Ebenen  u,  v,  w  zu  einer 
Geraden  parallel  sind. 

Die  Goordinaten  u,-  einer  durch  drei  Punkte  |,  i?,  S  bestimmten  Ebene 
werden,  natürlich  abgesehen  von  einem  unbestimmt  bleibenden  Factor, 
gefunden,  wenn  man 

(UX)  =  (Inlx) 
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setzt  und  die  Goefficienten  der  Grössen  x-,  beiderseits  vergleicht;  ent- 
sprechend die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  dreier  Ebenen  g>ftlf,x  ^^^ 

{ux)  =  (9^x«i). 

Wir  drücken  diese  Abhängigkeit  von  Punkt-  und  Ebenencoor- 
dinaten  und  umgekehrt  aus  durch  die  Zeichen 

(3)  u  =  irjt,      x  =  9>i^X 

d.  h.  also  «0  =  —  I  61%  5ö  L     ^i  =  \  5«% So  I?  ^-  s.  w., 
und  nickt  etwa  u^  =  \  li^gj  |,    u^  =  —  1 62%So  I  ^-  s-  ^^ 
Die  Art,  wie  das  hiermit  eingeführte  Symbol*)  x\  in  Rechnungen  ver- 
wendet wird,  zeigen  die  Formeln 

(5)  y\  ^ 

(vn  6i?D (|i?e  (pi^x)  =  I  (9I)  (*^)  (z£)  I  • 

Zwischen  Ausdrücken  der  drei  Typen  {ux)^  (uu'vv'),  {xx'yy')  — 
wozu  wir  hier  auch  (J,x)  und  (JLuvw)  rechnen  —  bestehen  mehrere  iden- 
tische Relationen.  Es  genügt  hier  zwei  von  diesen  anzuführen,  die 
den  Typus  verschiedener  bei  den  weiterhin  vorkommenden  Rechnungen 
nöthiger  Umformungen  angeben.  Die  erste  der  gemeinten  Identitäten 
ist  der  Multiplicationssatz  vierreihiger  Determinanten: 

(6)  (t*i«2W8t«^  {x^x^x^x^  —  I  (3hX^{u^x^){u^x^){u^x;)  1  =  0; 

die  andere  Identität,  gleichfalls  eine  elementare  Formel  der  Determi- 
nantentheorie, schreiben  wir,  entsprechend  dem  verschiedenen  Gebrauche, 
den  wir  von  ihr  zu  machen  haben  werden,  in  mehrerlei  Gestalt: 

(7) 

{UX^{X^X^X^X^  +  {UXi){X^X^X^X^  -f  {UX^){X^X^XqX^ 

+  {UX^)(X^XqXj^X^)  -f-  (ux^ix^x^x^x^)  =  0, 
(ux)(XiX^agx^^^(^ 

=  {UX^iXX^X^X^  -f-  {UX^{XyXX^X^  -f-  (UX^)(XiX^XX^  -f-  {UX^(X^X^X^X)j 

(ux)(y^riQ  —  (uy){x^riQ  = 
=  (Mi)(yxrit)  +  (wi?)(yx£g)  +  (uQiyxiri). 

Die  dem  Zeichen  x  in  diesen  Formeln  beigefügten  Indices  dienen 
hier,  und  weiterhin  in  ähnlichen  Fällen,  natürlich  zur  Unterscheidung 


*)  BeisB,  Math.  Ann.  Bd.  n,  S.  8S6  u.  ff. 
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mehrerer  Punkte,  nicht  aber,  wie  oben,  zur  Unterscheidung  der  Coor- 
dinaten eines  und  desselben  Punktes.  Will  man  die  Coordinaten  einzeln 
sichtbar  machen,  was  meistens  überflüssig  ist,  so  muss  man  zu  deren 
Unterscheidung  noch  weitere  Indices  hinzufügen,  man  muss  dann  also 
z.  B.  das  Zeichen  (x^^x^x^x^)  durch  das  Determinantensymbol  |  XiqX^^Xj^2^^  ' 
ersetzen. 

Gerade  Linien. 

Die  gerade   Linie  ?ß   erscheint   entweder  als  Verbindungslinie  ^? 

zweier  Punkte  S,  17,  oder  als  Schnittlinie  $^  zweier  Ebenen  9,  ^.  In 
beiden  Fällen  dienen  als  Coordinaten  der  Geraden,  nach  Plücker,  die 
aus  den  Coordinaten  der  genannten  Punkte  oder  Ebenen  zu  bildenden 
zweireihigen  Determinanten,  oder  vielmehr  deren  Verhältnisse.  Es  ergiebt 
sich  hieraus  eine  doppelte  Bezeichnungsweise  der  sechs  Liniencoordi- 
naten:  Wir  entscheiden  uns,  willkürlich,  für  die  eine,  was  bei  einer 
Untersuchung,  wie  der  unsrigen,  bei  der  das  in  der  projectiven  Geo- 
metrie waltende  correlative  Verhältniss  zwischen  Punkten  und  Ebenen 
ohnehin  gestört  ist,  wohl  auch  von  vom  herein  nahe  liegt.  Sei  also 
die  Gerade  ^  =  ^|  gegeben  als  Verbindungslinie  zweier  Punkte  $,17, 
so  bezeichnen  wir  die  Liniencoordinaten  wie  folgt: 

liegt  eine  Gerade  $ß  =  $ß^  als  Schnittlinie  zweier  Ebenen  9,  ^  vor, 
so  bezeichnen   wir  die  Liniencoordinaten  so: 

^01  =  92*8  —  ^^8^8  »  ^28  =  9o*l  —  *09l  ; 

(9)  ^02  =  98  *1  —  *8  9l  >  ^81  =  9o*2  —  *092  ; 

^08  =  9l*2  —  *l92  ,  ^12  =  9o*8  —  *098  • 

Wie  bei  den  Punkten  und  Ebenen,  so  werden  wir  auch  bei  den 
geraden  Linien  meistens  nicht  nöthig  haben,  die  Coordinaten  in  den 
Formeln  einzeln  sichtbar  zu  machen;  den  durch  Unterdrückung  der 
Indices  i,  Iz  gewonnenen  Raum  können  wir  dann,  wie  oben,  durch 
andere  Indices  S,  1^  oder  9,  ^  ausfüllen,  die  die  Entstehungsweise 
der  einzelnen  geraden  Linien  anschaulich  machen.  So  kommen  wir 
zu  den  folgenden  Bezeichnungen  für  häufig  auftretende  Verbindungen 
der  Coordinaten  gerader  Linien: 

(10)        (?!>:')= (^:>f)  =  (ii'ijV), 

(11)  (^j'  ^p  =  (^jqjp  =  (9,|)(^,?)  -  (y,,)(^|), 

(12)  (^f  ^  J)  =  (^J^p  =  (9,^  wo . 
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Lassen  wir  die  beigefügten  Indices  wieder  weg,  und  bezeichnen 
wir,  in  allen  drei  Fallen,  die  erste  Gerade  mit  ^,  die  zweite  mit  D,  so 
werden  alle  drei  Ausdrücke  dargestellt  durch  dieselbe  Formel: 

(13)    (^El)  =  ^,A,+^<«Q«i+*«B,,+^,,Do,+^siüo.+^i,0«,. 

Das  Verschwinden  dieses  Ausdrucks  bedeutet,  dass  die  Geraden 
$,  Q  einander  schneiden;  fallen  beide  Gerade  zusammen,  D  =  ^,  so 
ergiebt  sich  die  Identität  zwischen  PI  ück  er 'sehen  Liniencoordinaten: 

(14)        um) = *oi*M  +  ^(«?»i + *«.*« = 0. 

Die  Gesammtheit  aller  Geraden  3E,  die  eine  gegebene  Gerade  ^ 
schneiden,  bildet  eine  dreifach  ausgedehnte  Linienmannigfaltigkeit,  nach 
Herrn  R.  Sturm 's  Ausdruck  ein  Gebüsch  gerader  Linien ^  dargestellt 
durch  die  Gleichung  (^X)  =  0.  Verschwinden  in  dieser  Gleichung, 
der  „Gleichung  der  geraden  Linie^^  die  Goefficienten  ^q^,  ^^g,  ^^j,  so 
ist  die  Gerade  $  uneigentlich,  sie  gehört  der  unendlich  fernen  Ebene  au. 

Gewinde.    Nullsysteme, 

Wir  betrachten  nun  ein  System  von  sechs  Verhältnissgrössen  ^,it, 
die  die  Gleichung  (14)  nicht  befriedigen.  Bilden  wir,  unter  dieser  Voraus- 
setzung, wieder  die  Gleichung  ($ßX)  =  0,  so  entsteht,  als  Ort  der  verän- 
derUchen  Geraden  3£,  das  Gewinde  oder  der  allgemeine  lineare  Linien- 
complex.  Setzen  wir  einmal  X  =  3E«,  das  andere  Mal  X  =  X«;  so  ent- 
stehen bilineare  Beziehungen  zwischen  den  Punkten  x,  y  und  den 
Ebenen  Uj  v  (d.  h.  zwischen  den  Coordinaten  dieser  Punkte  und 
Ebenen),  und  diese  definiren  ein  sogenanntes  Nullsystem;  es  entstehen 
die  bekannten  Gleichungen: 

(      *         —  ^28^1  —  $81^2  —  ^12^8)»0  + 
+  (^28^0  *  —  ^03^2  +  ^02^)^1  + 

+  (^81^0  +  ^08^1  *        —  ^01^8)y2  + 

+  (5ßl2^0-  ^02^1  +  ^01^2  *        )y8  =  0, 

(      ♦  —  ^01«*1  —  ^02«*S  —  ?08W8>0  + 

+  (^01^0  *  -  ^12t^2  +  ^81^)^1  + 

+  (?02«*0  +  ^12^1  ♦        —  '^^^)%  + 

+  (^08^0  -  *81«*1  +  ^28^2  *      >8  =  0- 

Hält  man  in  der  Gleichung  (15)  den  Punkt  x  fest,  so  bestimmt 
diese  Gleichung,  als  Ort  von  y,  eine  Ebene  durch  den  Punkt  x,  die 
NuUebene  des  Punktes  x]  bezeichnet  man  deren  Coordinaten  mit  te,-,  so 
bestiount  (16),  als  Ort  der  Ebene  v,  einen  in  u  gelegenen  Punkt,  den 
NtMpunkt  der  Ebene  u,  nämlich  wieder  den  Punkt  x.    Zu  jeder  Ebene 

Study,  Geometrie  der  Dynamen.  9 


(15) 


(16) 


130  n,  §  16.     Coor'dinaten. 

gehört;  so  lange  das  NuUsystem  nicht  ausartet ,  d.  h.  so  lange 
J=^(^«ß)  von  Null  verschieden  bleibt,  ein  völlig  bestimmter  Punkt 
als  Nullpunkt,  und  umgekehrt;  insbesondere  gehört  zur  unendlich  fernen 
Ebene  als  Nullpunkt  der  uneigentliche  Punkt 

(17)  iWI)-=0, 

also  der  Punkt 

Durchlauft  der  Punkt  x  irgend  eine  gerade  Linie  de,  so  dreht  sich 
—  falls  eT  =4=  0  —  seine  Nullebene  immer  um  eine  völlig  bestimmte 
Gerade  dl\  die  Polare  der  Geraden  X  in  Bezug  auf  das  Nullsystem 
(15,  16),  und  dieser  Geraden  3E'  ist  durch  denselben  Process  wieder 
die  Gerade  3E  zugeordnet.  Die  Beziehung  zwischen  den  einander  zu- 
geordneten Polaren  3£,  X'  kann,  bei  Einführung  einer  veränderlichen 
Geraden  ^,  dargestellt  werden  durch  irgend  eine  der  in  Bezug  auf 
die  Liniencoordinaten  ^^  identischen  Gleichungen 

(X-9)_2S|^-(J|)), 

deren  jede  die  andere  nach  sich  zieht;  d.  h.  es  ist 

(18b)  3e;;  +  3£,.-.||.*„=2^.*,., 

wofern  der  in  die  Grössen  3£,-t  eingehende  willkürliche  Proportionali- 
tatsfactor  in  geeigneter  Weise  bestimmt  wird.  — 

ColUneationen. 

Eine  CoUineation  S  wird  in  Punkicoordinaten  dargestellt  durch  ein 
Gleichungssystem  der  Form 

(19)  x/  =  CioXo  +  CnXi  +  d^Xi  -f-  c,s^8         d  =  0, 1, 2, 3) 

mit  von  Null  verschiedener  Determinante:  Wir  stellen  uns  vor,  dass 
durch  diese  Gleichungen  einem  gegebenen.  Punkt  x  ein  anderer  x'  zu- 
geordnet wird,  so  dasB 

x{S\x\        x{S-'}x, 

um  die  Gesetze,  nach  denen  verschiedene  ColUneationen  (wie  auch 
die  sogleich  zu  betrachtenden  Gorrelationen)  hinter  einander  auszu- 
führen oder  „zusammenzusetzen'^  sind,  einfach  ausdrücken  zu  können, 
ist  es  nützlich,  eine  abkürzende  Bezeichnung  einzuftihren.  Wir  stellen 
zunächst  den  Punkt  x'  dar  durch  eine  Gleichung  (u'x')  =  0,  d.  h.  wir 
multipliciren  die  Grössen  x/  mit  den  Goordinaten  w/  einer  unbestimmten 
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£bene,  und  setzen  die  Summe  gleich  Null.  Setzen  wir  dann  noch, 
was  för  das  Folgende  bequem  ist,  Cik  =  ykt,  so  wird  die  Gollineation 

(19)  dargestellt  durch  eine  gleich  Null  gesetzte  bilineare  Form  mit 
einer  Beihe  von  Ptmktcoordinaten  Xi  und  einer  Beihe  von  Ebenencoordi- 
fuUen  u/^  nämlich  durch  die  Gleichung 

(20)  £ya:CiUk^O        (i,*  =  0,1,2,3). 

Dieselbe  Gleichung  stellt  dann,  wie  man  sofort  erkennt,  auch  die  der 
Transformation  S  entgegengesetzte  Transformation  S"^  dar;  diese  aber 
als  eine  Zuordnung  von  Ebenen:  Nennen  wir  w,-  den  Coefficienten  von 
Xi  in  (20),  so  besteht  offenbar  zwischen  den  Ebenen  u  und  u'  die  Be- 
ziehung 

u\S-^}u,        u[S]u\ 

Der  Ausdruck  links  in  Nr.  (20)  hat  nun  gerade  so  viele  Coeffi- 
cienten wie  das  Product  aus  einer  in  Punktcoordinaten  linearen  Form 

(ax)  =  GqXq  -f  a^x^  -f-  a^x^  -f-  a^Xj^ 

und  einer  in  Ebenencoordinaten  linearen  Form 

und  dieses  Product  {ax){up)  ist  selbst  eine  specielle  bilineare  Form; 
man  kann  daher  abkürzend,  oder  wie  man  sagt,  symbolisch, 

UyikXiUk  =  iax){up) 

setzen,  wofern  man  bestimmt,  dass  nach  Ausrechnung  des  Products 
{ax){up)  die  einzelnen  Producte  aipk  durch  die  entsprechenden  Werthe 
ytk  ersetzt  werden  sollen. 

Wir  bedienen  uns  dieser  Bezeichnungsweise  zunächst,  um  die  Zu- 
sammensetzung zweier  (oder  mehrerer)  GoUineationen  S,  S'  zu  einer 
neuen  S''  übersichtlich  zu  gestalten:  Werden  die  Transformationen  S 
nnd  jSi'  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

2YikXiUk=  {ax){up)    =0, 

2yik00iUk  =^{ax){u  p)  =  0, 

so  wird  die  aus  beiden  zusammengesetzte  Transformation  S''=  SS' 
wiederum  dargestellt  durch  eine  gleich  Null  gesetzte  bilineare  Form 

£  Yik  Xi  Uk  =  (a  "  X)  (u  '>")  =  0 . 
Hier  ist  yo=^y.*yi;,  oder 

k 

(21)  (a'x)iu''p')  =  {ax)(ap)(j4,''p),   v 

worin  rechts  nach  Ausführung  der  angezeigten  Multiplication  die  Pro- 
ducte üiPk  durch  yfk  und  die  Producte  Uki^}  durch  y'kj  zu  ersetzen  sind. 

9* 
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Sind  die  Transformationen  S  und  S\  und  auch  die  zugehörigen  bili- 
nearen Formen  identisch,  ^;;t=^a9  so  ist  die  Formel  (21)  ebenfalls 
noch  anwendbar:  Man  muss  dann  nur  erst  nach  Ausrechnung  des 
symbolischen  Ausdrucks  (21)  die  Producte  atPk  und  ebenso  die  Pro- 
ducte  a'iPk  durch  die  Grössen  y,*  ersetzen,  nicht  aber  etwa  vorher  die 
Symbole  a,-  und  ai,  oder  jp,-  und  pk  verwechseln. 

Des  hiermit  eingefElhrten  Princips  der  gleichzeitigen  Verwendung 
mehrerer  Symbolpaare  zur  Darstellung  derselben  Grössen  y^  bedienen 
wir  uns  femer  zur  Darstellung  der  CoUineation  S  in  IJniencoordinaten, 

Sei  eine  Gerade  X  zunächst  gegeben  durch  zwei  ihrer  Punkte 
x^j  x^,  so  ist  die  entsprechende,  nämlich  X  durch  S  zugeordnete  Gerade 
3E'  bestimmt  als  Verbindungslinie  der  Punkte  x^'y  x^^  die  den  Punkten 
x^^  x^  durch  S  zugeordnet  sind.  Stellen  wir  also  unsere  CoUineation^ 
auf  zwei  verschiedene  Arten,  symbolisch  dar  durch  ein  gleich  Null 
gesetztes  Product  linearer  Formen 

{ax){up)  =  {ax){up)  =  0, 

so  hat  die  gesuchte  Gerade  die  Gleichung 

{ax^{ax^(jppy^y^)  =  0, 

oder  auch,  da  man  wegen  der  Aequivalenz  beider  Symbolpaare  a  mit 
a    und  zugleick  p  mit  p'  vertauschen  darf,  und  da 

(PPViV^)  =  —  iPPViVi) 
ist,  die  Gleichung 

■i-  { {ax^{ax^  —  (axi)((Fx^) }  {ppv^y^)  =  0 ; 

oder  endlich,  wenn  u^  und  u^  zwei  Ebenen  bedeuten,  die  die  Gerade 
3£  ^  3£^  =  X^  enthalten,  die  gesuchte  Gerade  hat  die  Gleichung 

(22)  ^  (a  a  u^  u^)  {ppyy  y^)  =  0  *). 

Gehen  wir  jetzt  zu  Liniencoordinaten  über,  so  folgt,  dass  die  Col- 
lineation  8  in  solchen  dargestellt  wird  durch  eine  Gleichung  der  Form 

(23)  i(^'3£)(^'?)')  =  0; 

d.  h.  betrachten  wir  in  dieser  Gleichung,  deren  linke  Seite 

\  \  (öo<  —  «i03£oi  H f-  («8<  -  «»«2')3£m  H } 

•  { (1>oä'  — i?LPo')?)i3  H h  ^APs'  —  VzP%)%r -I } 

nach  der  angegebenen  Regel  aip\  =  atp'k  =  ym  leicht  ausgerechnet 
werden  kann,  die  Gerade  X  als  gegeben,  die  Gerade  ^ '  als  veränderlich. 


*)  Der  durch  die  Rechnung  eingeführte  Factor  ^,  der  natürlich  unterdruckt 
werden  könnte,  wird  aus  Zweckmässigkeitsgründen  beibehalten. 
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so  ist  der  Ort  dieser  Geraden  ^'  die  durch  dl[S]dc'  bestimmte  Gerade  dl\ 
Die  Goordiuaten  der  Geraden  3E'  werden  also  schliesslich 

3£<!i  =  (^00^11  —  yoiyio)3£oi  H — 

+  (780^81   —  ^81^50)3^23  H ,    U.  S.   W. 

Xm  =  (^08^18  —  Ywyii)^oi  H — 

+  (2^22 ns  —  ^23^32)3^8  H »    U.   S.   W. 

Man  wird  diese  Gleichungen  natürlich  auch  ohne  alle  Symbolik 
leicht  herleiten  können;  sie  haben  aber  eine  weniger  einfache  Gestalt 
als  die  mit  ihnen  völlig  äquivalente  symbolische  Gleichung  (23)^  deren 
concise  Form  und  durchsichtiges  Bildungsgesetz  eine  leichtere  Hand- 
habung in  der  Rechnung  ermöglicht. 

In  derselben  Weise  verfahren  wir  femer,  wenn  es  sich  um  eine 
Darstellung  der  ColUneation  S  in  Ehenencoordinaten   handelt.     Wir  be- 

trachten  die  Ebene  u  als  gegeben  durch  drei  ihrer  Punkte,  u  =  x^x^x^ 
(s.  S.  127).  Die  durch  u[8]u'  bestimmte  Ebene  u  ist  dann  die  Ver- 
bindungsebene der  drei  Punkte,  deren  Gleichungen  sind 

iv'xi)  =  (aa:i)(t;»  =  0  (Ä  =  1, 2, 3) ; 

sie  wird  also  dargestellt  durch  die  Gleichung 

{ax^){ax^){a;'x^){ppp"if)  =  0, 

wofür  wir,  unter  Verwendung  der  Vertauschbarkeit  der  vermöge 

{ax){up)  =  (ß'x){up)  =  (a'x){up'') 

äquivalenten  Symbolpaare  aiPk,  a'iPk,  a'/pk  auch  schreiben  können 

l  I  (ax,)  (a'x^)  {a''x,)  \  {pp'p'y)  =  0. 


/N 


Der  Determinantenfactor  links  hat  vermöge  u  =  x^x^x^  den  Werth 
(aaa'u)  (s.  oben  Nr.  5);  wir  erhalten  also   schliesslich  die  Gleichung 

(24)  ^{aaa''u)(pp'p'y)  =  0, 

die  als  Ort  des  Punktes  j/'  die  Ebene  u'  definirt ,  die  der  Ebene  u 
durch  die  ColUneation  S  zugeordnet  wird,  oder,  bei  gegebenem  y'  und 
veränderlichem  u,  als  Ort  der  Ebene  u  den  Punkt  y,  der  aus  y'  durch 
die  entgegengesetzte  ColUneation  5~^  hervorgeht. 

Endlich  bilden  wir,  mit  Hülfe  von  vier  Systemen  gleichwerthiger 
Symbole,  in  derselben  Weise  den  Ausdruck  der  Discriminante  der  Col- 
Uneation S,  d.  h.  der  Determinante  des  Gleichungssystems  (19)  oder 
der  biUnearen  Form  (20),  mit  deren  Hülfe  wir  die  ColUneation  S  dar- 
gesteUt  hatten: 
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(25)  D  =  ij(.aa'a"a"'){pp'p"p"')  =  |  yn  \  *)• 

Correlationen. 

In  ähnlicher  Weise  wie  die  CoUineationen  stellen  wir  ferner  die 
Correlationen  analytisch  dar.  Zunächst  wird  eine  CorrekUion  S  als 
Zuordnung  von  Ebenen  zu  Punkten ,  oder  cUs  Punkt- Ebenentram- 
formation  dargestellt  durch  ein  Gleichungssystem  analog  den  Glei- 
chungen (19) 

(26)  \ii  =  CioX^  +  CaiTi  -f-  Ci^Xi  +  Ci^xz  (i  =  0, 1 , 2, 3) 

mit  von  Null  verschiedener  Determinante;  wenn  wir  dann^  wie  oben, 
yki  an  Stelle  von  Cik  schreiben^  und  beide  Seiten  der  Gleichungen  (26) 
mit  den  Coordinaten  y'i  eines  unbestimmten  Punktes  y'  multipliciren, 
und  die  Summe  gleich  Null  setzen,  erhalten  wir  die  Darstellung 
derselben  Correlation  durch  eine  gleich  Null  gesetzte  hilitieare  Form 
mit  zwei  Beihen  von  Punktcoordinaten 

(27)  2:ynXiy'k  =  0. 

Dieselbe  Gleichung  stellt,  wenn  man  den  Punkt  y'  als  gegeben,  x  als 
veränderlich  betrachtet,  die  entgegengesetzte  Correlation  S~*,  und 
zwar  ebenfalls  als  Punkt-Ebenentransformation  dar.  Die  linke  Seite 
von  (27)  lässt  sich  wiederum,  symbolisch,  als  Product  zweier  linearer 
Pactoren  schreiben: 

2:YikXiyk  =  (ax){J)y')] 

daraus  ergiebt  sich  eine  Darstellung  der  Correlation  S  als  Zuordnumj 
zwischen  Geraden  (oder  Gewinden): 

(28)  KC'3e)(?ß:'?)')  =  0; 

Soi  =  (^02^18  —  ^08^12)3^01  H 

,     ,  +  (^22^88  —  ^28^82)3^28  H ,    U.  S.    W. 

d.  h. 

3£m  =  (^oo^^ii  —  ^01^10)3^01  H 

+  (^20^81  —  ^21^80) 3^28  H ,    U.   S.   W. 

Dieselbe  Correlation  femer  wird  als  Ebenen -Punkttransformation 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

(29)  \{aaa'u)(]bb'V'v)^0, 
endlich  ihre  Discriminante  durch  den  Ausdruck 

(30)  D  =  i^{aa'a'a''){bWr')  =  j  y,*  . 

*)  Auf  den  aus  (6)  sich  ergebenden  Zusammenhang  der  Formen  (24),  (25' 
mit  den  durch  Wiederholung  der  CoUineation  S  entstehenden  bilinearen  Formen 
und  deren  linearen  Invarianten  einzugehen  haben  wir  keine  Veranlassung.  Man 
vergleiche  darüber  Clebsch  und  Gordan,  Math.  Ann.  Bd.  I'S.  369  u.  ff. 
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Wir  übergehen  die  hier  anzuschliessenden  Ausdrücke  für  die 
Zosamensetzung  mehrerer  Collineationen  und  Gorrelationen^  und  ebenso 
auch  eine  Reihe  von  weiteren  Sätzen^  die  bei  einem  näheren  Eingehen 
auf  die  Theorie  der  Collineationen  und  Gorrelationen  anzuführen  wären^ 
hier  aber  entbehrt  werden  können.  —  Wir  wenden  uns  zur  Unter- 
suchung einiger  besonderer  Fälle. 

AUernirende  bilineare  Formen. 

Wir  wollen  zuerst  voraussetzen ,  dass  die  betrachtete,  zu  einer 
Corrdation  gehörige  bilineare  Form  altemirend  ist.  Wir  nehmen  an, 
es  sei,  für  alle  Werthsysteme  Xi,  yt 

(31)  (ax){hy)  -f-  (ayKbx)  =  0; 
d.  h.,  wir  nehmen  an,  es  sei 

Führen  wir  dann  für  y^^  die  neue  Bezeichnung  ^ßgj  und  für  y^s  ^^^ 
neue  Bezeichnung  ^q^  ein,  so  können  wir  schreiben 

(32)  (^XjJ)  =  {ax)(by)  =  —  {ay){bx) : 

der  Ausdruck  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  von  Neuem  das  oben  schon 
betrachtete  Ntdlsystem  (Nr.  15)  dar.  Aus  den  Gleichungen  (28)  und 
(29),  die  zeigen,  wie  zu  einer  Geraden  oder  Ebene  die  zugeordnete 
Gerade  und  der  zugeordnete  Punkt  gefunden  werden  können,  müssen 
also  jetzt  die  früher  aufgestellten  einfacheren  Gleichungen  (18)  und 
(16)  sich  ableiten  lassen,  die  im  vorliegenden  Falle  Dasselbe  leisten. 

Wir  wollen  die  hierzu  nöthigen  Umformungen,  da  sie  für  einen 
in  der  symbolischen  Rechnungsweise  nicht  geübten  Leser  wohl  nicht 
ganz  auf  der  Hand  liegen,  wirklich  ausführen. 

Wir  setzen  zunächst  zur  Abkürzung 

(33)  J-=  i  (5ß<ß)  =  liaba'b')  =  ^^^,,  +  ^,,^,,  +  ^^^,, , 

und  erhalten  dann  durch  Entwickelung  des  Products  {abab'){xxyy') 
nach  Nr.  (6)  die  Identität: 

{ax)Q)x') '  (ayjib'y)  -  /•  (xxyy')  = 

=  (axKby)  •  {ax')Q)'y)  —  {ax){by')  -  (ßx){Vy)  = 

=  ^[(ax){ax')  —  {ax'){ax)]  [(by)Q>'y')  —  (byWy)}' 

Führen  wir  jetzt  statt  der  nur  in  den  Verbindungen  XiXk  —  XkX'i, 
UiVk  —  ykyi  auftretenden  Punktcoordinaten  Liniencoordinaten  ein,  so 
findet  sich: 

(34)  i(^«  3t)(?f?))  =  ita^)  .  {^'aW  -Jim)' 
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Hier  ist  die  linke  Seite  der  unter  (28)  aufgeführte  symbolische  Aas* 
druck;  die  rechte  unterscheidet  sich  von  dem  Ausdruck  (3i'ff)  unter 
(18)  nur  um  den  Factor  J,  der^  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  zu- 
gleich mit  der  Discriminante  D  (Nr.  30)  von  Null  verschieden  ist. 

Um  femer  den  Uebergang  von  der  Formel  (29)  zu  der  Nr.  (16) 
herzustellen,  formen  wir,  unter  Verwendung  der  Identität  (7),  das  Pro- 
duct  (aaa"u){bb'b''v)  um,  indem  wir  an  Stelle  von  u  in  den  ersten 
Factor  der  Reihe  nach  6,  6',  6",  v  eintreten  lassen.  Es  ergiebt  sich 
dann,  bei  gehöriger  Berücksichtigung  von  Nr.  (31),  zunächst 

2{aaa'u){hWv)  =  ^{aaa'b)(]b'V'uv) . 

Durch  erneute  Anwendung  derselben  Identität  folgt  dann,  wenn  man 
rechts  das  Symbol  V  in  den  anderen  Factor  eintreten  lässt, 

4i{aa  a''b)Q)'Vuv)  =  {abab')(ß,"b"uv),  ^* 

Beide  Gleichungen  geben  verbunden:  ^    ' 

(35)  l  {aaa'ii)(J)Wv)  =  J-  \{abuv)^    "^     ^ 

womit  die  gewünschte  Reduction  geleistet  wird.  Setzt  man  beider- 
seits a"  an  Stelle  von  u  und  b'"  an  Stelle  von  t?,  so  folgt  schliess- 
lich noch 

(36)  B  =  ^{aa'a"a'"){bVrV")  =  J% 

eine  in  der  ausgerechneten  Form 

(36)  I  ^,*  I  =  (^„.1ß,3  +  ^^%,  +  ^^^„)« 

wohlbekannte  Identität. 

Die  Ausdrücke  (28),  (29),  (30)  werden  also,  wenn  {ax)(hy)  eine 
altemirende  Form  ist,  sämmtlich  reducibely  sie  lassen  sich  ausdrücken 
durch  einfacher  gebildete  Grössen  (die,  wie  jene,  Invarianten  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  sind). 

Die  quadratische  Form   (u^f  =  u^-  -|-  u^^  +  u./. 

Neben  den  altemirenden  bilinearen  Formen  mit  YeiiLnderlichen- 
paaren  (rr,  y)  oder  {u,  v)  nehmen  in  der  allgemeinen  Formentheorie 
eine  ausgezeichnete  Stellung  ein  die  synitnetrischen  bilinearen  Formen, 
die,  deren  Coefficienten  yik  den  Gleichungen  y^  =  y^i  genfigen.  Sie 
sind  den  altemirenden  insofern  analog,  als  auch  sie,  so  lange  ihre 
Discriminante  nicht  verschwindet,  gleich  Null  gesetzt^  involutorische 
Gorrelationen  bedeuten,  solche,  die  nach  zweimaliger  Ausffihrung  die 
identische  Transformation  hervorbringen.  Es  sind  das  die  in  der  Geo- 
metrie unter  dem  Namen  von  Polarsystemen  auftretenden  Gorrelationen, 
die  mit  den  nicht  ausgearteten  Flächen  zweiten  Grades  verbunden  sind. 
In  unserer  Untersuchung  aber  haben  wir  mit  symmetrischen  Formen 
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dieser  allgemeinen  Art  Nichts  zu  thun:  Nur  eine  specielle  Form,  und 
zwar  eine  solche  von  verschwindender  Discriminante  werden  wir  zu 
betrachten  haben,  nämlich  die  in  Ebenencoordinaten  bilineare  Form 

über  deren  Eigenschaften  wir  daher  noch  Einiges  hinzufügen  wollen. 
Zunächst  können  wir  auch  diese  bilineare  Form  symbolisch  dar- 
stellen, und  zwar  als   Product  zweier  linearer   Formen   mit  gleichen 
Coefficienten:   Wir  setzen 

und  bestimmen  demgemäss,  dass  die  Producte  zweiten  Grades  der  Sym- 
bole ki  nach  folgender  Hegel  durch  ZaMenwerthe  ersetzt  werden  sollen: 

V  =  0,      V  =  V  =  V=1,      ^ih'-O       (i  +  Ä;). 

Bei  Darstellung  gewisser  mit  der  angefahrten  Form  verbundener 
anderer  Formen  (Covarianten)  bedienen  wir  uns,  zur  Vermeidung  von 
Mehrdeutigkeiten,  wie  oben,  verschiedener  Symbole  A,-,  A/,  A/',  .  .  . 
die  einzeln  nur  im  zweiten  Grade,  in  den  Verbindungen  XiXk  u.  s.  w. 
zugelassen  werden,  und  die  in  den  ausgerechneten  Ausdrücken  ^unmt- 
lich  nach  der  angegebenen  Regel  durch  Zahlen  zu  ersetzen  sind. 

Wir  führen  die  Werthe  an,  die  durch  Ausrechnung  der  aus  (28) 
und  (29)  durch  Specialisirung  hervorgehenden  Formen 

sich  ergeben;  daneben  führen  wir  noch  eine  kürzere  Bezeichnungsweise 
ein,  die  wir  in  der  Folge  überall  da  verwenden  werden,  wo  die  sym- 
bolische Bezeichnungsart  sich  ohne  Unbequemlichkeit  vermeiden  lässt. 

(37)  {u\v)  =  {uX)ivX)  =  w^Vj  +  UjVj  -f-  WjVg  *), 

(38  a) 

(K I  ^y)  ^  (^^'  I »»')  =  \ax'xx')ax'yi/)  = 

=  Uix^x^;  —  x^x^){y^y^  —  y^y^), 

(38  b) 
(^^'  ^^')  =  {xx\vv)  =  {XX'xx)ivX)(vX')  = 

=  £(XqXj^  ~  x^x^)iv^v^  —  v^v^}, 

(38  c) 
(1J«!?l')  =  i!(^^)(«*'>l')  -  ^uX){uX')\[kvX){v'X')  —  {vX)(3^X')\ 
-"  (w  I  v)  •  {u  I  v)  —  {u  I V)  •  {li  I  V)y 

^  Das  Zeichen  {  ist  in  ähnlichem  Sinne,  aber  in  geringerer  Ausdehnung  von 
U.  Q rassmann  gebraucht  worden,    (u  |  v)  kann  gelesen  werden  \^u  in  v*"^. 
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(38)  ^(WX"x){XX'l''y)  =  {Ix)  •  dy)     (Nr  2). 

Die  Summenzeichen  in  den  Formeln  (38)  beziehen  sich  auf  die 
cycUschen  Vertauschungen  der  Indices  1,  2,  3;  der  Inhalt  dieser  For- 
meln selbst  kann  da,  wo  es  nicht  nöthig  ist,  die  Entstehung  der  darin 
auftretenden  Symbole  gerader  Linien  sichtbar  zu  machen,  einfacher 
ausgedrückt  werden  durch  die  eine  Formel 

(39)  _(m)  =  hitM^'^W  =         (Vgl.  Nr.  8-13.) 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens  dieser  Ausdrücke 
liegt  auf  der  Hand:  (u\v)  =  0  besagt,  dass  die  Ebenen  «*,  v  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  ebenso  (X!^)  =  0,  dass  die  Geraden  3E,  9) 
einander  rechtwinklig  kreuzen  (oder  schneiden).  Ist,  im  ersten  Falle, 
die  eine  der  betrachteten  Ebenen  die  unendlich  ferne,  so  ist  die  Be- 
dingung der  Orthogonalität  identisch  erfüllt:  Es  besteht,  für  alle 
Werthe  der  Grössen  W/,  die  Gleichung 

(40)  ,z;i()  =  (U;,>A)  =  0; 

ebenso  verschwindet  der  Ausdruck  (38)  identisch,  wenn  eine  der  Ge- 
raden X,  D  uneigentlich  ist,  der  unendlich  fernen  Ebene  angehört. 

Die  durch  die  Coordinaten  der  uneigentlichen  Ebene  (Ix)  =  0  und 
sonst  nur  durch  die  Coordinaten  imaginärer  Ebenen  erfällte  Gleichung 
(u  I  u)  =  0  stellt  eine  in  der  unendlich  fernen  Ebene  gelegene  Curve, 
den  ahsohäen  Kegelschnitt  oder  „unendlich  fernen  Kugelkreis''  dar. 

Wir  fügen  noch  zwei  bei  einigen  Rechnungen  nützliche  Umfor- 
mungen hinzu: 

(41)  ^(U'^"x)(:uk)(Xk''yz)  =  —  {Ix)  •  { {lyjvuz)  —  {U){uy)  | , 

(42)  iJkX' k" x){uk){vX'){wk")  =  {Ix)  •  {uvwl)f 
endlich  die  folgenden  leicht  abzuleitenden  Identitäten 
(48)             \UiU2U^l){ViV^v^l)  —  !  {u^  \  v^)  u^  t\)  (ii^  >  Vg)  |  =  0, 

-f-  ^U^UiU^l)'U^  .  V)  —    UiU^u^hiu^    v)  =  0, 


(44) 


Allgemeines.     Cogredienz  und  Contragredienz. 

Hiermit  sind  wir  im  Besitze  der  Mehrzahl  der  Begriffe  und  Be- 
zeichnungen, die  in  den  nächstfolgenden  Untersuchungen  zu  yerwenden 
sein  werden.  Es  dürften  aber,  bevor  wir  zu  Anwendungen  übergehen, 
wohl  noch  einige  erläuternde  Bemerkungen  am  Platze  sein. 

Wir  hatten  die  Collineationen  und  Correlationen   im  Baume  dar- 


\ 
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gestellt  durch  gleich  Null  gesetzte  sogenannte  quatemäre  (d.  h.  zwei 
Reihen  von  je  vier  Coordinaten  Xfj  Uiy  oder  Xi,  y,-,  oder  endlich  m,-,  v, 
enthaltende)  bilineare  Formen.  Daraus  folgt,  dass  die  Zuordnung 
zwischen  der  CoUineation  {ax)(up)^=^0  z.B.  und  der  entsprechenden 
bilinearen  Form  {ax){up)  unendlich-vieldeutig  ist,  indem  nämlich  jede 
Form,  die  von  der  angegebenen  sich  nur  um  einen  Zahlenfactor  unter- 
scheidet,  zu  der  CoUineation  {ax)(up)  s=s  0  in  derselben  Beziehung 
steht,  wie  die  Form  (ax)(up)  selbst*).  Es  wird  auch  umgekehrt  der 
bilinearen  Form  selbst  eine  geometrische  Bedeutung  nicht  zukommen: 
wollte  man  eine  solche  haben,  so  müsste  man  einen  Raum  von  vier 
Dimensionen  zu  Hülfe  nehmen.  Es  hat  daher  auch  bei  den  geometri- 
schen Anwendungen,  die  wir  hier  im  Auge  haben,  im  Allgemeinen 
keinen  Sinn,  solche  Verbindungen  wie  die  Summe  zweier  bilinearer 
Formen  mit  von  einander  unabhängigen  Coefficienten  zu  betrachten, 
während  der  durch  Zusammensetzung  („Composition",  „Multiplication") 
aus  zwei  bilinearen  Formen  {ax){up),  (bx)(uq)j  entstandenen  Form 
(ax){bp){uq)j  nachdem  man  auch  sie  gleich  Null  gesetzt  hat,  eine 
solche  Bedeutung  zukommt:  Die  (projective)  Geometrie  des  dreifach 
ausgedehnten  Raumes  enthält  nur  ein  unvollständiges  Bild  der  alge- 
braischen Theorie  der  quateiiiären  bilinearen  Formen,  die  «sich  durch 
Specialisirung  der  von  Frobenius  und  Anderen  für  den  Fall  einer 
unbestimmten  Zahl  von  Veränderlichen  ausgebildeten  Theorie  der 
bilinearen  Formen  ergiebt. 

Ein  Umstand,  auf  den  wir  hier  schon  die  Aufmerksamkeit  zu 
lenken  wünschen,  ist  nun  der,  dass  man  gleichwohl  unter  besonderen 
Umständen  auch  quatemären  bilinearen  Formen  selbst,  und  daher  auch 
den  Summen  solcher  Formen  eine  geometrische  Deutung  unterlegen 
kann:  Man  kann  erstens  unter  geeigneten  Voraussetzungen  die  im 
Allgemeinen  mehrdeutige  Beziehung  zwischen  Transformation  und  Form 
durch  eine  eindeutige  ersetzen,  zweitens  kann  man  aber  auch  den 
bilinearen  Formen  geometrische  Figuren  anderer  Art  (also  nicht  Corre- 
lationen  oder  GoUineationen)  zuordnen,  die  dann  eine  geometrische 
Deutung  auch  der  Addition  solcher  Formen  ermöglichen.  Wir  werden 
namentlich  sehen,  dass  die  oben  betrachteten  altemirenden  Formen, 
oder,  was  im  Wesentlichen  Dasselbe  ist,  die  in  Liniencoordinaten 
linearen  Formen,  und  deren  Addition,  solche  geometrische  Deutungen 
in  den  Figuren  und  Constructionen  finden,  die  wir  in  unserem  ersten 
Abschnitt  betrachtet  haben. 


*)  Wir  haben  uns  also  oben  nicht  ganz  genau  ausgedrilckt,  wenn  wir  von 
der  Discriminante  einer  CoUineation  redeten. 
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Das  Auftreten  zweier  verschiedenartiger  Systeme  yon  vier  Grossen^ 
von  denen  die  einen  als  Goordinaten  yon  Punkten ,  die  anderen  als 
Goordinaten  von  Ebenen  gedeutet  werden^  bezeichnet  man  in  der  pro- 
jectiyen  Geometrie  als  Contragrediena,  und  man  unterscheidet  dem  ent- 
sprechend zuweilen  z.  B.  die  durch  die  Gleichungen  iax){up)  ^^0  und 
\(aa  a'u){ppp"x)  =  0  dargestellten  Transformationen  als  contragre- 
diente  Transformationen,  Es  kommt  in  dieser  Unterscheidung  nur  die 
Thatsache  zum  Ausdruck^  dass  eine  und  dieselbe  Gollineation  oder 
Gorrelation  durch  verschiedene  Formeln  dargestellt  wird^  je  nachdem 
man  sie  auf  Punkte  oder  Ebenen  anwendet.  Da  man  ebensowohl 
auch  Linien  und  Gewinde ,  und  weiter  auch  Curven  und  Flächen 
(oder  die  Goefficienten  ihrer  Gleichungen)  diesen  geometrisch  definirten 
Transformationen  unterwerfen  kann,  so  scheint  es  uns  fär  unsere 
Zwecke  einfacher,  die  geometrische  Ausdrucksweise  auch  in  der  Algebra 
festzuhalten,  und  von  einer  einzigen  Transformation  zu  reden,  die  auf 
verschiedenartige  Raumelemente  angewendet  wird.  Welcher  Natur  diese 
Raumelemente  sind,  Punkte,  Ebenen  oder  Gewinde,  das  zeigen  in 
jedem  Falle  die  Formeln  selbst,  durch  die  Bezeichnung  der  in  sie 
eintretenden  Veränderlichen. 

§17. 
Maassfunotionen. 

Im  gegenwärtigen  Paragraphen  stellen  wir  eine  Reihe  von  Aus- 
drücken zusammen,  die,  wie  die  Entfernung  zweier  Punkte,  der  Winkel 
zweier  Ebenen  u.  s.  w.  ihrem  Begriffe  nach  absolute  Bewegungsinva- 
rianten sind,  d.  h.  die  sich  nicht  ändern,  wenn  man  die  betrachteten 
Figuren  einer  beliebigen  Bewegung  unterwirft,  wie  sie  durch  die 
üblichen  Formeln  für  die  Transformation  rechtwinkliger  Goordinaten 
dargestellt  wird.  Diese  Ausdrücke  unterscheiden  sich  —  soweit  sie 
bisher  überhaupt  betrachtet  worden  sind  —  von  solchen,  die  man  in 
Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  findet,  nur  formal  durch  den 
Gebrauch  der  in  §  1  eingeführten  Zeichen,  die  einem  mit  der  Invarian- 
tentheorie vertrauten  Leser  die  Unveränderlichkeit  der  betrachteten 
Ausdrücke  gegenüber  Bewegungen  auch  äusserlich  in  Evidenz  setzen. 
Die  benutzten  Zeichen  aber  haben  wir  in  §  1  in  der  Weise  erklärt, 
dass  sie  jederzeit  durch  entwickelte,  die  einzelnen  Goordinaten  sichtbar 
machende  Ausdrücke  ersetzt  werden  können.  Vollständigkeit  streben 
wir,  wie  ausdrücklich  bemerkt  sein  möge,  nicht  an;  wir  wollen 
uns  jedoch,  da  uns  einige  Ergänzungen  der  bekannten  Formeln  wün- 
schenswerth  erscheinen,  und  da  wir  uns  auf  diese  Er^nzungen  wohl 
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auch  noch  bei  anderen  Gelegenheiten  zn  beziehen  haben  werden,  nicht 
genau  an  das  binden,  was  für  unsere  besonderen  Zwecke  durchaus  un- 
entbehrlich ist*). 

Die  Entfernung  zweier  Punkte  x,  y, 

genauer  y  die  Entfernung  des  Punktes  y  vom  Punkte  x,  ist  gegeben 
durch  den  Ausdruck   (vgl.  §  16,  Nr.  38  a): 

Die  Entscheidung  über  den  Wurzelwerth  Yxy  \  xy ,  der  positiv  oder 
negativ  sein  darf,  entscheidet  über  die  positive  Richtung  der  Verbin- 
dungslinie der  durch  ihre  Coordinaten  gegebenen  Punkte  x  und  y:  Es 
wird  dadurch  diese  Oerade  in  einen  Speer  verwandelt,  und  damit 
wird  über  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  von  xy  entschieden. 
Sind  auf  derselben  Geraden  zwei  andere  Punkte  Xy  y'  gegeben,  so 
lässt  sich  deren  Entfernung  raMoncU  ermitteln.  Das  Product  der  beiden 
zugehörigen  Wurzel  werthe  ist  nämlich  eine  rational -bekannte  Grösse: 
Man  kann  bestimmen,  dass  (auch  dem  Vorzeichen  nach) 


Yxy  j  xy  ]/x^'  \x'y'  =  (xy\xy') 

sein  soll;  man  erreicht  damit,  dass  die  Entfernungen  xy  und  x'y'  auf 
demselben  Speer  gemessen  werden.  Die  letzte  Formel  ist  ein  beson- 
derer Fall  der  folgenden  wohl  ohne  Weiteres  verstöndlichen  Gleichung 

(2)  ^ .  ^  .  cos  ang  (rM  =  If^^^y') ' 

in  der   die  Coordinaten   von   irgend    vier    eigentlichen   Punkten   vor 
kommen. 

Der  Abstand  eines  Punktes  x  von  einer  Ebene  u, 

(3)  dist  (w,  a;)  =  —  dist  (x,  u)  =  --=^.-- 

^  '    "^  ^  ^    "^       yu[u  •  (Ix) 

Durch  Festigung  der  Wurzelgrösse  yu\u  wird  die  Ebene  orien- 


*)  Einer  in  gewissem  Sinne  vollständigen  Aufzählung  der  hier  in  Betracht 
konmienden  metrischen  Ausdrücke,  wie  sie  für  eine  Dimension  weniger  vom  Ver- 
fasser gegeben  worden  ist  (Leipz.  Ber.  1896,  S.  669),  müsste  nämlich  eine  er- 
schöpfende Anfz&hlung  der  ganzen  algebraischen  Bewegongsinvarianten  voraus- 
gehen, die  in  einem  unbegrenzten  System  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
(d.  h.  im  System  der  entsprechenden  linearen  Formen)  vorkommen.    Vgl.  S.  122. 

*♦)  Wir  schreiben  Yxy  j  xy  für  Yixy  \  xy),  da  das  Wurzelzeichen  die  Klam- 
mer entbehrlich  macht. 
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tirt;  es  wird  jeder  ihrer  Normalen  eine  bestimmte  positive  Richtung 
beigelegt. 

Die  Senkrechte  vmn  Funkte  x  auf  die  Ebene  u,  deren  Gleichung  ist 

(4)  (u !  xyy')  =  (uk){xyy'X)  =  0, 

durchdringt  die  Ebene  u  in  einem  Punkte  x^^,  dessen  Gleichung  (vx^)  =  0 
gegeben  ist  durch 

(5)  '  (^^i)  =  0^^)  (^  I  ^)  —  (^  1  ^)  (y^) ' 

Die  Entfernung  x^  des  Punktes  x  vom  FusspufJcte  x^  des  Lothes 
(4)  wird  dann^  auch  dem  Vorzeichen  nach^  gleich  der  Entfernung 
dist  {u,  x)  des  Punktes  x  von  der  Ebene  u,  wenn  man  zwischen  den 
beiden  in  Betracht  kommenden  Irrationalitäten  die  Abhängigkeit 


Yxj^x  I  x^x  =  Yu\ü  •  (Ix) 

annimmt.  Zur  Ableitung  der  durch  Quadriren  beider  Seiten  dieser 
Gleichung  entstehenden  Identität  ^  auf  Grund  deren  eben  die  genannte 
Abhängigkeit  erklärt  werden  kann^  benutze  man  die  Formel  (41)  des 
vorigen  Paragraphen. 

Der  Winkel  ziveier  Ebenen  w,  v. 

Die  einfachsten  goniometrischen  Functionen  dieses  Winkels  (w,  r) 
=  —  {v,  u)  werden  gegeben  durch  die  Ausdrücke 

(6)  cos  (-u ,  v)  =    ,-J-'  ;-- , 


( 0  sm  (w,  v)  =  J— ../-f^  —  > 

yu  u  yv  I  V 


(8)  *«(«,«)  =  ^-^"^^-^^i-f,-^'^^'- 

Die  Formel  (6)  zeigt,  dass  die  Grösse  cos(W',  v)  völlig  bestimmt 
ist,  sobald  die  beiden  Ebenen  u^  v  orientirt  sind,  die  Formel  (8),  dass 
tg(M,  v)  = — tg  (v,  w)  von  dieser  Orientirung  unabhängig  ist,  wohl 
aber  abhängig  von  der  Orientirung  der  Schnittlinie  von  w,  v,  —  Sind 
u\v'  zwei  andere  Ebenen  derselben  Axe,  so  lässt  sich  tg(M',  t?')  rational 

bestimmen.  Nachdem  durch  Entscheidung  über  y(w|w)(v|t;) — (t*|t?)* 
ein  Drehungssinn  um  die  gemeinsame  Schnittlinie  der  vier  Ebenen 
w,  v,  w',  v'  als  positiv  bezeichnet  ist,  wird  tg(w',  v')  auch  dem  Vor- 
zeichen nach  bestimmt.     Man  kann  nämlich  dann  erklären,  dass 

y(u  I  u){v '  V) — (ii  I  vy  •  y{u  \  u) {v'  \  v')  —  {u'  w'y  = 

=  (ii-  j  w')  (r  ,  v')  —  (u  v'){v  j  u) 


II,  §  17.    Maassfunctionen.  143 

sein  soll.     Die  diese  Öleichsetzung  ermöglichende  Identität  ist  ein  be- 
sonderer Fall  der  allgemeineren  Formel 

tg  (u,  v)  '  tg  {u\  v)  .  cos  ang  (^l,  %)  = 

^  ^  ^  {u\u'){v\v')^{u\v){v  I  u) 

{u\v)'  (m'  !  v')  ' 

die  analog  ist  der  oben  aufgeführten  Nr.  (2)  *). 

Die  Orientirung  einer  eigentlichen  Geraden  3£ 


wird  bewirkt  durch  Festlegung  des  Wurzelwerthes  yX|X.  Fügen  wir 
diesen  als  Coordinate  Xq  den  Liniencoordinaten  diu  hinzu ^  so  haben 
wir  sieben  Coordinaten  des  Speeres,  die  durch  zwei  quadratische  Glei- 
clmngen 

Yerbunden  sind.  Sind  Xy  y  zwei  auf  der  Geraden  des  Speeres  gelegene 
Punkte  und  u,  v  zwei  diese  Gerade  enthaltende  Ebenen^  so  ist  sowohl 
die  Entfernung  xy  als  auch  die  Winkelfunction  tg(w,  v)  völlig,  näm- 
lich auf  rationale  Weise  bestimmt:  Beide  Ausdrücke  werden,  wie  die 
Gleichungen  (38a)  und  (38c)  des  §  16  zeigen,  gegeben  durch  die 
Formeln 


(10)  xy  = 


(11)  tg(w,i;)  = 


Vdi\di'{lx)'(lyy 

(3E I  rj 

yT\li'{u\v) ' 


die  beide  nur  die  eine  bereits  erklärte  Irrationalität  YX  \  X  enthalten. 
Aber  auch  der  Abstand  eines  auf  dem  Speere  3£  angenommenen 
Punktes  x  von  einer  zu  X  senkrechten  Ebene  u  ist  eindeutig  bestimmt: 
Man  kann,  imter  der  angegebenen  Voraussetzung,  erklären,  dass 


sein  soll,  und  erhält  dann  für  den  genannten  Abstand   den  Ausdruck 


(12)  dist(t^,^)  =  ^^^^-^^^. 

Die  Vorzeichen  sind  in  diesen  Formeln  derart  gewählt,   dass  der 
positiven  Richtung  der  — -Axe  als  positiver  Drehungssinn  der  von  der 


^0 


*)  Man  vergleiche  wegen  dieser  und  ähnlicher  Formeln,  auf  die  näher  ein- 
zugehen wir  keine  Veranlassung  haben,  Baltzer's  Determinanten  (§16  der 
4.  Auflage). 
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positiven  ~-Axe   nach    der    positiven    — -Axe   hin   zugeordnet   wird. 

^0  •''0  •  ' 

Diese  Festsetzung  wird  in  allen  folgenden  Rechnungen  festgehalten. 

Der  Winkel  zweier  Geraden  X,  ?). 
Man  hat^  nach  Analogie  der  Gleichungen  (6  ...  8),  die  Gleichungen 

(13)  cos  ang  (X,  S)  =  -7-^! 


(14)  sin  ang  (X,  ?))  = 


i/xixvfri) 


— , 


auch  sind  analoge  Bemerkungen  hinzuzufügen. 

Der  Winkel  zwischen  einer  Ebene  u  und  einer  Geraden  X. 

Wir  führen  nur  den  Ausdruck  für  die  Gotangente  des  genannten 
Winkels  (w,  X)  =  —  (X,  u)  an: 


(16)  ctgang(tt,X)= ^- 

Durch  Festlegung  der  Wurzelgrösse  im   Zähler  wird  eine  Gerade 
orientirt^  die  in  u  senkrecht  zu  X  gezogen  ist. 

Der  Abstand  einer  Geraden  X  von  einem  Punkte  x. 
Wir  führen  den  weiterhin  nicht  zu  benutzenden  Ausdruck 


(17)  dist  {x,  X)  =    ^  ^' 


nur  als  Seitenstück  zu  dem  vorhergehenden  auf.  Man  leitet  ihn  am 
schnellsten  aus  der  weiterhin  anzuführenden  Formel  für  die  Dreiecks- 
fläche ab. 

Der  Abstand  paralleler  Ebenen. 

Der  Parallelismus  zweier  Ebenen  u,  v  wird  ausgedrückt  durch 
das  identische  Verschwinden  von  {luvw)\  wenn  aber,  wie  hier,  nnr 
reelle  Ebenen  betrachtet  werden,  so  genügt  die  eine  Bedingung^leichung 

(m  I  u)  {v\v)  —  (u\  vy  =  0. 

Man  kann  dann  erklären,  dass 


(18)  YuluYv  r  =  {u^v) 
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sein  soU,  und  damit  hat  man  die  beiden  Ebenen  gleichartig  orientirt. 
Für  den  Abstand  der  Ebene  v  yon  der  Ebene  u  ergiebt  sich  nun, 
wenn  o   einen  willkürlichen  eigentlichen  Punkt  bedeutet^  der  Ausdruck 

(19)  dist  (w,  v)  =    ,  ^     ^ ■===/■ 

^    ^  ^   '    ^       Yü\ü'(}o)       Yvjv'(lö) 

Statt  der  beiden  durch  die  Gleichung  (18)  verbundenen  Irrationalitäten 
kann  man  hier  in  symmetrischer  Weise  eine  einzige  einfuhren;  offen- 
bar kann,  wenn 

(wx)  =  (uo){vx)  —  {ux){vo) 

gesetzt  wird, 

(20)  yw\  w  ^^  (uo)  Yv  I  V  —  (vo)  yu\u 
erklärt  werden;  der  Ausdruck  (19)  geht  dann  über  in 

dist  (m,  v)  =  .    i   x    /7  X  = 

(21)  K    \    J    K    J 


y(uo)^  •  (v\v)  —  2{ud)  '  {vo)  •  (u  I  v)  -f  jvo)*  '  {u\u) 

(u\v)  »  (lo) 

Lasst  man  den  willkürlichen  Punkt  o  mit  dem  Anfangspunkt  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  zusammenfallen,  so  kann  der  letzte  Aus- 
druck so  geschrieben  werden: 

Man  achte  auf  das  Vorzeichen  in  der  Gleichung  (19):  Der  Aus- 
druck muss,  wenn  der  Punkt  o  in  der  Ebene  v  angenommen  wird,  in 
den  durch  Nr.  (3)  erklärten  Ausdruck  für  dist  (u,  o),  nicht  aber  in  den 
entgegengesetzten  Werth  dist  (o,  u)  übergehen.  Es  ist  also  nicht 
erlaubt,  an  Stelle  von  (19)  eine  Definition  zu  geben,  bei  der  die 
Ebenen  u  und  v  rechts  ihre  Stellen  wechseln  würden. 

Sind  die  Ebenen  u,  v  senkrecht  zu  einer  im  Voraus  bekannten 
orientirten  Geraden  X,  so  wird  der  Abstand  dist  (te,  v)  eindeutig  be- 
stimmt: 

(22)  dist  (m,  v)  =  — ~ — 

(3E*r)  •  (ae^f) 

(Man  Yergleiche  die  Formeln  Nr.  10,  11,  12.) 

Die  Dreiecks  fläche. 

Bezeichnen  wir  die  Fläche  des  durch  die  Punkte  x,  y,  z  begrenz- 
ten ebenen  Dreiecks  mit  F{xy  y,  jer),  so  ist 

(23)  ,F^,,,_,).&^l 

Study,  0«onietrie  der  Djuamen.  10 
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Der  Radicand  im  Zähler  ist  durch  die  Formel  (3)  des  §  16  als 
(xyzXy  erklärt.  (Vgl.  auch  die  Anmerkung  auf  Seite  143.)  Ist  x'i/z 
ein  anderes  Dreieck  derselben  Ebene^  so  kann 

Yxyz]  xyz ^xyz  \  x'y'z'  *=  {xyz  \  xy'z') 

erklärt  werden  ^  und  damit  erfolgt  die  Bestimmung  jeder  anderen 
Dreiecksfiäche  in  derselben  Ebene  rational^  und  ebenso  die  Bestimmung 
der  Fläche  eines  geradlinigen  Polygons  durch  Addition  der  Flächen 
von  Dreiecken  y  in  die  man  das  Polygon  zerlegen  kann. 

Durch  Festlegung  des  Wurzelwerthes  im  Zähler  von  (23)  erfolgt 
die  Orientirung  der  Ebene^  in  der  das  Dreieck  liegt.  Bezeichnen  wir 
diese  orientirte  Ebene  mit  u,  Yu\üy  und  erklären  wir  gemäss  der 
letzten  Formel  ^  dass  dann 

yxyz  I  xyz yu\u  =  (xyz  \  u)  =  {xyzk){uk) 

sein  soll;  so  ergiebt  sich  für  die  Dreiecksfläche  ein  (nach  Adjunction  von 
y%i  I u)  rationaler  Ausdruck: 

(24)  2 F{x,  y,z)  =  —  ^''-^'  '  ''\..  ^ .- ; 

und  durch  diesen  Ausdruck  mtiss  die  Fläche  des  Dreiecks  x^  y^  z  er- 
klärt werden,  wenn  man  die  an  und  für  sich  willkürliche^  aber  zweck- 
mässige und  auch  allgemein  übliche  Festsetzung  trifft,  dass  Dreiecke, 
die  im  positiven  Sinne  (in  dem  bereits  erklärten  positiven  Drehungs- 
sinn der  Winkel)  umlaufen  werden,  eine  positive  Fläche  erhalten. 

In  ähnlicher  Weise  ist  die  Dreiecksfläche  rational  zu  erklären, 
wenn  die  Ebene  u  des  Dreiecks  auf  einer  durch  Adjunction  von  )/3£jX 
■*yi6'|.6S'  bereits  orientirten  Geraden  X  =  Xf  senkrecht  steht: 
Man  findet  für  diesen  Fall  den  Ausdruck 

*)  Der  Leser  möge  bIcIi  nicht  durch  die  herkömmliche  Behandlungsweise 
solcher  Dinge  verleiten  lassen,  die  Erörterung  gewisser  Wurzelgrössen,  die  zur 
Aufstellung  der  Formeln  Nr.  10,  11,  12,  20,  22,  24  u.  s.  w.  fahrt,  für  etwas  Neben- 
sächliches zu  halten.  Wenn  man  sich  nicht  von  vom  herein  Klarheit  verschafft 
über  die  Abhängigkeit  und  die  geometrische  Bedeutung  der  Irrationalitäten,  die 
schon  bei  den  einfachsten  Aufgaben  auftreten,  so  vermag  man  nachher,  wo  diese 
Irrationalitäten  vorkommen,  nicht  den  kleinsten  Schritt  mit  Sicherheit  zu  thun; 
eine  Darstellung,  bei  der  diese  Abhängigkeiten  nicht  berücksichtigt  werden,  ist 
schlechthin  incorrect.  Leider  wird  diesem  wichtigen  Gegenstande,  soweit  der  Ver> 
fasser  es  hat  feststellen  können,  in  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  nur 
sehr  geringe  Aufmerksamkeit  zugewendet.  Bringt  man  doch  schon  bei  der  Defini- 
tion der  sogenannten  Normalform  der  Gleichung  einer  Ebene  ganz  unnöthi^er 
Weise  eine  Discontinuitat  in  die  Beziehungen  zwischen  Algebra   und  Geometrie. 
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Die  Formeln  (23)  und  (24)   sind  besondere  Fälle   der   folgenden 
allgemeineren^  die  einer  besonderen  Erklärung  wohl  nicht  bedürfen: 

,  ..  ^F{x,  y,  z)  .  F{x\  y\  z)  -  cos  {xyz,  xyz') 

^  ^^  {xyz\x'yz') 


{lx)iJy){lz)Qx')iJiy)(Jz') 


7 


(26)  2F{x,  y,  z)  -  cos  {o^z,  u)  =        ^^^"^ '  ''^ 


{lx)Qy){lz)^/u\u 


Der  Sinus  eines  durch  drei  Ebenen  u,  v,  w  begrenzten 

Dreiflaches. 

Wir  führen  diese  durch  v.  Stau  dt  so  benannte  Grosse  auf,  gehen 
aber  nicht  ein  auf  ihre  ja  wohlbekannten  Zerlegungen  in  ein  Product 
gewöhnlicher  Winkelfunctionen. 

(27)  Siaiu,v,w)=>-j=J^I^l 


Yu  \uyv\v  Yw  I  w 

Diese  Grösse  Sin  (w,  v,  w)  ist  also  eine  zweiwerthige  Function, 
und  sie  wird  eindeutig  bestimmt  erst,  wenn  man  die  drei  Ebenen 
orientirt,  oder  wenigstens  zwischen  ihren  Orientirungen  eine  geeignete 
Abhängigkeit  festgesetzt  hat. 

Das  Volumen  des  Tetraeders, 

Wird  mit  F(a:,,  ic^;  ^s?  ^4)  ^^  Volumen  des  Tetraeders  bezeichnet, 
dessen  Ecken  die  vier  Punkte  x^ , .  ,  x^  (mit  den  Coordinaten  x^  . . .  Xis, 
t=  1,2,3,  4)  sind,  so  ist,  wie  bekannt,  und  wie  sich  übrigens  auch 
aus  dem  Vorhergehenden  ohne  Weiteres  ergiebt, 

(28)  6F(x„a.„a,,.:,)  =  ^-^JJ^-^^^. 

Das  Vorzeichen  könnte  an  sich  auch  entgegengesetzt  gewählt 
werden;  bestimmt  mau  es  aber  so,  wie  hier  geschehen,  so  gelten  die 
folgenden  Regeln: 

1)  Nach  beliebiger  Orientirung  der  Ebene  x^x^x^  ist 

6  F==  2F(x^,  iCg,  0:3)  •  dist  (x^x^x^^  x^), 

2)  Nach  Orientirung  der  Kanten  x^x^,  x^x^  in  dem  durch  die 
Pfeile  angegebenen  Sinne  ist  V  positiv   oder  negativ,  je  nachdem  der 

durch  oc^x^  (bei  Projection   dieses  Speeres  auf  eine  zu  XiX^  senkrechte 

Ebene)   bestimmte  Drehungssinn  um  x^x^   der  positive  oder  negative 
ist  {Mobius'sche  Kantenregel). 

10* 
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3)  Nach  beliebiger  Orientining  der  Kanten  ^l]  und  5ß^,  sowie 
der  gemeinsamen  Normale  dieser  beiden  Kanten  ist 

(29)  er ^  .  v^  •  dist  («PS,  «PS)  •  sin  »ng  (??,  ?S)- 

Natürlich  gelten  auch  die  Gleichungen  ^  die  sich  hieraus  durch 
Vertauschung  zweier  Ecken  und  gleichzeitigen  Zeichenwechsel  von  V 
ergeben. 

Ist  das  Tetraeder  g^eben  durch  die  den  Ecken  Xi  gegenüber- 
liegenden Seitenflächen  Ui^  so  ist 

r^fw       avr  ^ (u^Ugt^a^J" 

Eine  absolute  Bewegungsinvariante  im  System 

von  vier  Ebenen. 

Entwickelt  man  das  Product  (u^u>^t^u^)(x^x^x^x^)  nach  Nr.  6, 
§  16^  so  ergiebt  sich  eine  geometrische  Deutung  eines  analog  zu  (28) 
gebildeten  Ausdrucks 

fSl  a)  ^-'_N-N  •  ^*  =  (^i«»^8«4)  . 

Ä1..Ä4  bedeuten  hier  die  Längen  der  vier  Höhen  im  Tetraeder,  unter 
gehöriger  Berücksichtigung  der  Vorzeichen.  Eine  andere  geometrische 
Deutung  desselben  Ausdrucks  ist  enthalten  in  der  sofort  abzuleitenden 
Gleichung 

(31b)   Sin(ti2,  ttj,  wj  •  dist  (w^,  u^u^u^  =         —     (^^3-!i^ 


eine  dritte  ergiebt  sich  aus  der  sogleich  aufzustellenden  Formel  Nr.  33: 
Dividirt  mau^  um  rechts  eine  rationale  Invariante  zu  erhalten,  den 
betrachteten  Ausdruck  noch  mit  C08(ui,  u^)  -  co9(u^y  uj,  so  findet  sich 

-  tg(u,,ii,).tg(ti,,t*,)  .  di8t(^::;,  KO-sinang(^:;t,  KO  = 

(32)  ^       (u^u^u^u^) 

(u^  ,  u,)(w,|i*j' 

Man  beachte  die  zwischen  den  Ausdrücken  (29)  und  (32)  statt- 
findende formale  Analogie.     (Vgl  auch  §  19,  Nr.  36.) 

Der  (Tiürzeste)  Abstand  von  zwei  nicht  parallelen 

Geraden  X,  ^. 

Die  Formel  (29)  liefert  nach  leichter  Umgestaltung  den  Ausdruck 
für  den  Abstand  der  Geraden  ^  von  der  Geraden  X: 

(33)  dist(X,  ?))^ ^^^^ 


V{^\^m\v)-{^m 
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Die  hier  auftretende  Quadratwurzel  ist  dieselbe  wie  in  der  Glei- 
chung (15);  nachdem  man  also  einmal  über  den  Zusammenhang 
zwischen  Richtung  einer  Geraden  und  Drehungssinn  um  die  Gerade 
entschieden  hat^  ist  nur  in  einer  von  beiden  Formeln  das  Zeichen  der 
Wurzel  willkürlich,  was  gelegentlich  schon  ausser  Acht  gelassen  worden 
ist.  Sind  die  Geraden  X,  ^  zu  einer  schon  orientirten  Geraden  3  senkrecht, 
so  sind  beide  Grössen  tg  ang  (X,  ^)  und  dist  (3£,  ^)  rational  zu  er- 
klaren. Wir  führen,  um  diese  und  einige  andere  Formeln  einfach  dar- 
stellen zu  können,  noch  einige  neue  Bezeichnungen  ein,  für  Grössen, 
deren  nähere  Betrachtung  wir  bis  zum  nächsten  Paragraphen  verschieben 
wollen,  um  hier  die  Entwickelung  nicht  unterbrechen  zu  müssen. 

Wir  setzen,  wenn  36,  ^,  3  ^^®  Zeichen  für  irgend  drei  Gerade 
oder  auch  Gewinde  sind,  (d.  h.  wenn  X,*  u.  s.  w,  deren  Goordinaten  be- 
deuten) : 


(34) 


(3e?)3)  = 


Ärti  «Vao  %K, 


'Ol 


OS 


"08 


t)oi       C/OS       t/03 

Ooi     Oos     «Oos 


(35) 


+ 


{XD3) 


*23        *02        *08 
^»>       D02       Dos 

An     Oos     Oos 


+ 


ÄQl               ^1 

*os 

*01 

*02 

*12 

Dox     Dm 

Do» 

+ 

?loi 

So. 

Du 

Ooi       081 

dos 

3oi 

3oa 

3l2 

Seien  nun  3£,D  nicht  parallele  gerade  Linien^  und  U  deren  ge- 
meinsame Normale,  oder  eine  zu  dieser  parallele  Gerade,  so  ist,  wie 
man  unschnrer  findet, 


(36)  1/(3E  I  X)(D  I D)  -  (3f  I W  W»  =  (3e?) U) 

zu  erklären;  die  gesuchten  Ausdrücke  werden  demnach 


(37) 


(38) 


tgang(3E,  g))  = 


dist  (3£,  D)  =  — 


(3E?)U) 


(3e|?))i/(UiU)' 


Eine  der  Formel  (9)  analoge  Gleichung  lässt  sich  unschwer  auf- 
stellen. 
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Die  gemeinsame  Normale  von  zwei  nicht  parallelen 

Geraden  X,  ^. 

Die  Gleichung  (U3)  =  0  dieser  Geraden  in  Liniencoordinaten 
wird,  wenn  ß  ^^^^  veränderliche  Gerade  bedeutet,  dargestellt  durch 
den  gleich  Null  gesetzten  Ausdruck 

(39)  (ÜB)  =  {(3e|3E)(?)|D) - (X|?))»}  {XD3}  +  (Xg))(3E|2))(XD3). 

(Vgl.  Nr.  34,  35);  es  ist  also,  wenn  U  auf  diese  Weise  erklärt  wird, 
(U3£)  =  0,  (U?))  =  0,  (U I X)  =  0,  (U 1 2))  =  0,  (UJ[U)  =  0,  wie  man 
leicht  bestätigen  kann.     Es  folgt  daraus,  dass  ^^.^fl/  lXJ\  z^  0 

(40)  V'ürü  =  {(X|3£)(DiD)  -  (X|  2))«}^ 

erklärt  werden  kann,  dass  also  in  der  That  die  Festlegung  der  rechts 
auftretenden  Quadratwurzel  die  Orientirung  der  Geraden  U  bewirkt. 

Der  Abstand  paralleler  Geraden. 

Sind  die  Geraden  3E,  f)  parallel,  so  verschwindet  die  Covarisnte 
(Uß)  identisch,  und  der  Ausdruck  (33)  nimmt  die  unbestimmte  Form 
0:0  an.  Man  kann  in  diesem  Falle  den  Abstand  der  beiden  Geraden 
auf  mehrere  Weisen  ermitteln,  z.  B.  indem  man  die  eine  mit  einer 
willkürlichen  Ebene  zum  Schnitt  bringt,  und  den  Abstand  des  Schnitt- 
punktes von  der  anderen  Geraden  berechnet.  Hier  mag  eine  leicht 
elementar  zu  begründende  Formel  genügen.  Wir  setzen  zur  Abkür- 
zung 

(41)  {diim  =3E»D„  +  3e,,g)„  +  3t\,D«,*) 
und  finden  :rv  >y\ 

(42)    dist (f\§)  =  v'^^ T30 ( g I g } -mJV)V^\'¥f+  "(Frg)T 3p r . 

Man  berücksichtige  bei  Aufstellung  dieser  Gleichung,  dass  bei 
parallelen  Geraden  X,  ^ 

erkort  werden  kann.    Die  Bedeutung  der  Irrationalität  im  Zähler  von 

(42)  liegt  auf  der  Hand. 

Sind  die  parallelen  Geraden  X,  ^  Normalen  einer  schon  orien- 
tirten  Geraden  U,  yU]!!,  so  muss  der  Abstand  di8t(X,  ^)  wieder 
rational  erklärt  werden.  Man  bezeichne  mit  ^^  die  gemeinsame  Nor- 
male von  U  und  ^,  deren  Gleichung  nach  Nr.  (39)  ist  1UD3}  =0. 
Es  wird  dann,  nach  Nr.  (38), 

*)  Dieser  Ausdruck  ist  im  Allgemeinen  keine  Bewegnngsinvariaute. 


/ 


/ 
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dist  (X,  ?))  =  dist  (X,  ?),)  =  -  ^-^i^^J)^ ' 
oder,  nach  leichter  Rechnung 
(43)  dist  (X,  ?))  =      '^^^"lL  .  - 

Der  Sinus  des  durch  drei  Gerade  (Speere)  3c,  ^,  3 

bestimmten  Dreikants. 


V3i\xVV\VVB\S 

Man  vergleiche  hierzu  die  Formel  Nr.  (27).    Das  Dreikant  ist  nur 
seiner  Gestalt  nach  bestimmt :  sein  Scheitel  ist  ein  willkürlicher  Punkt  o. 


§18. 

Gewinde,  Veotoren,  Stäbe. 

Wir  nehmen  nun  die  in  §  16  abgebrochene  Untersuchung  der  Ge- 
winde oder  linearen  Liniencomplexe  nochmals  auf,  um  sie  ein  Stück 
weiter  zu  führen  in  der  Richtung,  die  durch  die  fernerhin  anzustel- 
lenden Betrachtungen  über  Stäbe,  Keile,  Quirle  u.  s.  w.  angezeigt  wird. 
Einige  Ueberlegungen,  die  zur  Ergänzung  des  Inhalts  der  §§16  und  17 
dienen,  werden  hier  ihre  Stelle  finden.  Endlich  schliessen  wir,  nach 
Betrachtung  der  geometrischen  Addition  der  Vectoren,  hier  eine  ana- 
lytische Darstellung  der  geometrischen  Addition  der  Stäbe  an.  Diese 
Gegenstande  werden  auch  in  Lehrbüchern  der  Mechanik  behandelt*); 
ftber  die  Art,  wie  dies  geschieht,  giebt  keinen  geeigneten  Unterbau 
ab  für  unsere  weiteren  Constructionen.  Immerhin  glauben  wir  mit 
Rücksicht  darauf,  dass  wir  zum  Theil  Bekanntes  nur  in  neuer  Form 
vorzutragen  haben,  uns  kurz  fassen  zu  dürfen:  Der  Leser,  der  die 
übliche  Darstellung  kennt,  wird,  wenn  er  sich  den  Inhalt  der  §§  16 
nnd  17  angeeignet  hat,  unserer  Darlegung  ohne  Schwierigkeit  zu  folgen 
im  Stande  sein. 

Das  Gewinde, 

Ein  Nuüsystem  wird,  nach  §  1(5,  auf  zwei  verschiedene  Arten  da- 
durch analytisch  dargestellt,  dass  man  die  eine  oder  andere  von  zwei 
alternirenden  bilinearen  Formen  gleich  Null  setzt.  Wir  bezeichnen  diese 
beiden  alternirenden  Formen,  von  denen  die  eine  die  Coordinaten  zweier 


*)  S.  besonders  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  Bd.  I. 
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Punkte    Xy  y,   und   die   andere   die  Goordinaten   zweier   Ebenen    u,  v 
enthält,  mit 

(1)  (ax){hy)^  —  {ay)(hx), 

(2)  •  (up)  {vq)=-  —  (V2))  (uq) . 

Das  zugehörige  Gewinde,  gebildet  von  den  Leitlinien  des  Null- 
systems, wird  dargestellt  durch  eine  gleich  Null  gesetzte  lineare  Form 
in  Liniencoordinaten ;  wir  bezeichnen  diese  mit 

(3)  ($X) 

Der  Forderung  nun,  dass  diese  drei  Formen  zu  demselben  Null- 
system und  Gewinde  gehören,  wird  man  am  einfachsten  genügen, 
wenn  man  annimmt,  dass 

(4)  ^{aluv)  =  (up){vq)  =  (^X;!), 
woraus  folgt,  dass  ebenso 

(5)  \{pqxy)  =  {ax)Q)y)  =  (^3Ei) . 

Für  die  Inyariante  J  des  Nullsystems  oder  Gewindes,  die  wir 
als  von  Null  verschieden  annehmen,  ergeben  sich  dann  die  Ausdrücke 

(6)  J=  i(«ß^)  =  \{aha'b')  =  \{ap)ij>q)  =  i(i>gi>'g')  • 

Die  Thatsache,  dass  die  durch  die  Gleichungen  {ax)  (Jby)  =  0, 
(up)(vq)  =  0  dargestellte  Correlation  zweimal  hinter  einander  ange- 
wendet zur  Identität  führt,  wird  auf  yerschiedene  Weisen  ausgedrückt 
durch  jede  der  Gleichungen 

(7)  (ax){hq){up)  =  J-  (ux)  =  (bx){ap){uq), 

(8)  ^{aaa'u){bb'b''v)  ==  J-  ^{abuv), 

(9)  ^{pp'px){qqq"y)  =  J  \{pqxy) . 

In  Linien-  oder  Gewindecoordinaten  wird  die  Correlation  des  Null- 
systems dargestellt  durch  die  Gleichungen 

(10)       j-  {(3eD)  +  (X'g))}  =  (^3E)(?D)  =  (^X')(*?l), 

wenn  man  annimmt,  dass  diese  identisch  sind  in  Bezug  auf  die  laufen- 
den Liniencoordinaten  ^a  (vgl.  §  16,  Nr.  18).  In  dieser  bemerkens- 
werthen  Form  geschrieben  sagt  (10)  zugleich  aus,  dass  das  Gewinde 
(^2))  =  0  in  einem  Büschel  liegt  mit  je  zwei  Gewinden  (X^)  =  0, 
(X'D)  =  0,  insbesondere  auch  mit  je  zwei  Geraden,  die  in  Bezug  auf  das 
Nullsystem  (ax){by)  =  0,  {up){vq)  =  0  einander  polar  zugeordnet  sind. 
«7  SS  0  sagt  aus,  dass  das  Nullsystem  ausartet  und  dass  das  zu- 
gehörige Gewinde  in  ein  Liniengebüsch  übergeht,  in  die  Gesammtheit 
aller  Geraden,  die  eine  (eigentliche  oder  uneigentliche)  Gerade  schneiden. 
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Man  kann  in  diesem  Falle  auch^  allerdings  nicht  ganz  exact^  sagen^ 
das  Nullsystem  selbst  gehe  in  diese  Gerade  über. 

Mit  jedem  Nullsystem  ist  eine  uneigentliche  Oerade  (gegenüber 
Aehnlichkeitstransformationen  invariant)  verbunden,  die  Gerade 

(11)  (*|3£)  =  0, 

die  Nd)enaxe  des  NvUsystems,  Diese  Gerade^  oder  eigentlich  das  zu- 
gehörige Liniengebüsch,  bestimmt  mit  dem  Gewinde  (^3£)  =  0  selbst 
zusammengenommen  ein  Büschel  coaxialer  Gewinde^  das  noch  eine  zweite 
Gerade  (ein  zweites  Liniengebüsch)  enthält.  Diese  Gerade,  nach  Obigem 
die  Polare  der  Nebenaxe  in  Bezug  auf  das  Nullsystem,  ist  die  Haupt" 
axe  des  NuUsystems]  ihre  Gleichung  lautet 

(12)  (UX)  =  (^|¥)(?ßX)-J-.(^|3e)  =  0. 

Beide  gerade  Linien,  die  Hauptaxe  und  die  Nebenaxe  bilden  die 
Figur,  die  wir  in  unserem  ersten  Abschnitt  als  (eigentliches)  Linien- 
hrews  bezeichnet  hatten;  die  Querlinien  dieses  Linienkreuzes,  die  natür- 
lich Leitlinien  des  Nullsystems  oder  Gerade  des  zugehörigen  Gewindes 
sind,  bilden  das  Normalennetz  der  Hauptaxe: 

(13)  (^3E)  =  0,     (^|3E)  =  0. 

Die  bei  einem  (nicht  ausgearteten)  reellen  Nullsystem  stets  endliche 
Grösse 

(14)  3=     •^     —    (**) 


ist  eine  absolute  Invariante  des  Nullsyatems  gegenüber  der  Gruppe 
der  Bewegungen,  bekannt  unter  dem  Namen  Parameter  des  NuUsystems 
oder  Gewindes.  Sie  kann  mit  Hülfe  der  Formeln  Nr.  15  und  33  des 
vorigen  Paragraphen  sofort  in  die  Gestalt 

(^^)  3 ^  =  dist  (U,  X)  •  tg  ang  (U,  36) 

gesetzt  werden,  wo  X  irgend  einen  Leitstrahl  des  Nullsystems  bedeutet, 
der  die  Hauptaxe  U  (und  folglich  auch  die  Nebenaxe)  nicht  trifft.  Es 
ergeben  sich  daraus  mehrere  bekannte  metrische  Erzeugungsweisen  des 
Nullsystems,  und  namentlich  die  Thatsache,  dass  dieses  bei  einer 
jeden  Schraubung  um  seine  Hauptaxe  in  Ruhe  bleibt*). 

Die  Gleichung  (12)  lehrt,  beiläufig  bemerkt,  die  analytische  Dar- 
stellung des  Nullsystems,  wenn  die  Hauptaxe  U  und  eine  Gerade  ^ 
als  Leitlinie  g^eben  ist,  die  U  weder  schneidet  noch  senkrecht  kreuzt': 

(16)  ^  (U|?))(ux)-(UD)(U|3e)  =  0; 

*)  Vgl.  Reye,  Geometrie  der  Lage  (Leipzig,  3.  Aufl.  1892).  Lindemann, 
Vorlesungen  über  Geometrie,  Bd.  IL  (Leipzig  1891). 
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ebenso  führt  (10)  zur  Darstellung  des  Nullsystems,  wenn  ein  Paar  von 
einander  verschiedener  polar  zugeordneter  Gewinde  und  eine  Leitlinie 
gegeben  ist,  die  diesen  Gewinden  nicht  angehört.  — 

Alternirende  Formen,  wie  Nr.  (1)  und  (2),  oder  in  Liniencoor- 
dinaten  lineare  Formen,  wie  Nr.  (3),  werden  wir  im  Folgenden  immer 
wieder  zu  verwenden  haben.  Es  empfiehlt  sich  daher,  für  diese  Formen, 
die  ja  in  gewissem  Sinne  äquivalent  sind,  jedenfalls  einander  gegen- 
seitig bestimmen,  ein  gemeinsames  Wort  einzuführen:  Wir  nennen  sie 
Ältemanten^  und  zwar  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  die  Invariante  J  von 
Null  verschieden  ist  oder  verschwindet 

Die  Figur  zweier  Geicinde, 

Nur  ganz  kurz  gehen  wir  ein  auf  mehrere  Invarianten  zweier 
oder  dreier  Gewinde,  die  bei  unseren  späteren  Betrachtungen  auftreten. 
Um  zunächst  die  (längst  bekannte)  geometrische  Bedeutung  des  Ver- 
schwindens  der  (zur  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gehörigen)  simul- 
tanen Invariante  (^D)  zweier  (nicht  ausgearteter)  Gewinde  (^3£)  =  0, 
(jQX)  =  0  —  genauer:  der  Altemanten  (^X),  (D3£)  —  festzustellen, 
unterwerfen  wir  etwa  das  zweite  der  Correlation,  die  mit  dem  ersten 
verbunden  ist.  Wir  erhalten  ein  neues  Gewinde  (Q'X)  =  0,  dessen 
Gleichung  nach  Nr.  10  ist  ^ 

(Q'3£)  _  (^R_m.  _  (QS)  =  0  . 

Verschwindet  also  die  Invariante  (?ßD),  oder  sind,  wie  wir  sagen, 
die  Gewinde  (?ß3£)  =  0,  (D3k')  ===  0  conjugirt,  so  ist  jedes  der  beiden 
Gewinde  sich  selbst  polar  zugeordnet  in  Bezug  auf  das  Nullsjstem 
des  anderen.  Führt  man  nach  der  Correlation  des  Gewindes  (?ß3£)  =  0, 
also  —  bei  Benutzung  gerader  Linien  als  Objecte  der  Transformation 
—  nach  der  Correlation 

(3e'||)  =  (li^_(xg)) 

die  Correlation  des  Gewindes  (D3E)  =  0  aus,  also  die  Correlation 

(3£-g))  =  ('^^]^^^)-(3£-g)), 

so  entsteht  eine  CoUineation,  die  der  Geraden  3£  die  Gerade  3£"  zuord- 
net vermöge 

(X"2))  =  (^0)(^3g)(Cl?))   __  CCljn(Q?))_  _  ($3g)(<P8)  ^  .^^. 

Verschwindet  (^D),  so  ändert  sich  diese  Zuordnung  nicht  bei 
Vertauschung   von    (^^3')==0    und   (GX)  =  0.     Man   erkennt  leicht, 
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dass  diese  CoUineation  dann  involutoriscli  ist,  und  insbesondere  die 
Punkte  und  ebenso  aucb  die  Ebenen  der  beiden  Gewinden  (^3£)  =  0, 
|Q3£)  =  0  gemeinsamen  Leitlinien  involutorisch  paart*). 

(^ '  D)  =  0  sagt  natürlich  aus,  dass  die  Hauptaxen  der  Gewinde 
[^X)  =  0,  (DX)  =  0  einander  rechtwinklig  kreuzen;  das  gleichzeitige 
Verschwinden  der  Invarianten  (^D)  und  ($|D)  besagt,  dass  diese 
Hauptaxen  einander  rechtwinklig  schneiden. 

Die  Figur  dreier  Gewinde. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  zwei  verschiedene  alternirende 
trilineare  Invarianten  im  System  von  drei  Geraden  oder  Gewinden 
("^I)  =  0,  (OX)  ==  0,  (StX)  =  0  kennen  gelernt,  nämlich  die  In- 
varianten (^aSt)  und   {^£l9i}   —  Nr.  (34)  und  (35),  §  17. 

Wir  wollen  jetzt  noch  zeigen,  wie  sich  diese  Invarianten  in  das 
im  §  16  eingeführte  System  symbolischer  Bezeichnungen  einordnen; 
d.  h.  wir  wollen  die  Invarianteneigenschaft  dieser  Ausdrücke  dadurch 
in  Evidenz  setzen,  dass  wir  sie,  im  Sinne  der  projectiven  Invarianten- 
theorie, darstellen  als  simultane  Invarianten  der  obigen  drei  linearen 
Formen  und  der  beiden  Formen  (Ix),  (uX)^,  die,  gleich  Null  gesetzt, 
die  unendlich  ferne  Ebene  und  den  sogenannten  unendlich  fernen 
Eugelkreis  oder  absoluten  Kegelschnitt  vorstellen. 

Wir  gehen ,  um  zu  einer  symbolischen  Darstellung  zunächst  von 
C^ÜSl)  zu  gelangen,  von  der  naheliegenden  Bemerkung  aus,  dass, 
wenn  i?!,  j)g;  g^,  g^;  r^,  r^  dreimal  zwei  (eigentliche)  Punkte  bedeuten, 
und  z.  B. 

2(1*2?)  =  (hi)(MPi)  —  iiP2)i^Pi) 

gesetzt  wird,  der  Quotient 

(lo) 

unabhängig  ist  von  dem  eingeführten  willkürlichen  Punkt  o.  Lässt 
man  nun  diesen  Punkt  o  mit  irgend  einem  der  sechs  Punkte  Pi  *  -  -  r^ 
zusammenfallen,  so  lässt  sich  jedesmal  die  Division  mit  {lo)  ausführen, 
und  es  entstehen  drei  verschiedene  Ausdrücke  für  den  genannten 
Quotienten,  deren   Gleichheit   mit   Hülfe   der  Identität  (7),  §  16,  un- 


*)  Man  hat  deshalb  die  durch  das  Bestehen  der  Gleichung  ($0)  =  0  ge- 
kennzeichnete Lagenbeziehung  zweier  Gewinde  ursprünglich  als  involutorische  Lage 
bezeichnet  (Pliicker).  Ein  eigenes  "Wort  hierfür  ist  aber  nunmehr  überflüssig 
geworden,  da  es  sich  um  einen  besonderen  Fall  der  Beziehung  handelt,  die  man 
in  der  Invariantentheorie  jetzt  allgemein  als  Oonjugirt-Sein  algebraischer  Formen 
bezeichnet.  Auch  wird  der  Ausdruck  „involutorisch"  sinnlos,  wenn  J^  und  J^ 
verschwinden. 
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mittelbar  nachgewiesen  werden  kann.  Diese  Rechnung  ist  auch  aus- 
fQhrbar^  wenn  die  zu  den  genannten  Punkten  p^^  u.  s.  w.  gehörigen 
linearen  Formen  (up^)  u.  s.  f.  blosse  Symbole,  z.  B.  symbolische 
Factoren   alternirender    Formen    sind.      Wir    setzen    demgemäss   (vgl. 

Nr.  4,  5) 

(^3Eu)  =  (tiPi)(vp^)  =  —  {upi)ivpi)  =  i(aiagur), 


(17) 


u.  s.  w.,  indem  wir  bei  Vertauschung  von  5ß  mit  D  und  9i  die  Zeichen 
q,  b  und  r,  c  an  Stelle  von  p,  a  treten  lassen. 
Nun  findet  sich  sofort 

(18)  (^Q9t)  = 

=  ^(lqi)(lri)(piPiq^ri)  ==  ^{lr{){lpj){qiq^r^p^)  =  iM)C^(Zi)(^i*'«Ä?2^  = 

=     (lqi){lr^)(a^q^){a^r^)=    {lr^^(lpi^{bir^){b^Pi)^  {lPi){lqi)(CiP2XCiqi)  = 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Yerschwindens  dieser  Invariante 
liegt  auf  der  Hand:  Die  Hauptaxen  der  drei  Gewinde  (^X)  =  0, 
(D3f)  =  0,  (SRX)  =  0  sind  in  diesem  Falle  zu  einer  Ebene  parallel, 
oder,  was  Dasselbe  besagt,  die  Nebenaxen  gehören  einem  Büschel  an. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  die  andere  Invariante  {^QSt} 
symbolisch  darstellen.     Man  findet  ohne  Mühe 

(19)  {5ßD3i}  = 

=  {(qiQiPi\rtriPi)  =\(rir^qt\PiPiqi)   =  }(Piftn  ki?2*'2)    = 

=  (iiPi)(€iP2)ih  I  ^s)  =  (Cigi)(öift)(C2 1  ag)  =  (a^rj){bj^r^)(ai  \  b^)  = 
==  i(aia2*i^i)(*2 1  ^)  =  i(6i&2^öti)(^  I  «2)  =  i (CiCi(^ih)(^i  I  ^2)  • 

Auf  die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens  dieser  In- 
variante werden  wir  später  in  dem  Falle  eingehen,  in  dem  die  drei 
Gewinde  sich  auf  Gerade  (oder  eigentlich  Liniengebüsche)  reduciren. 
Hier  aber  können  wir  schon  bemerken,  dass  das  gleichzeitige  Ver- 
schwinden der  beiden  Invarianten  (^DSR)  und  {^DSt}  eine  Eigen- 
schaft der  Hauptaxen  der  drei  Gewinde  darstellt.  Es  lassen  dann  diese 
Hauptaxen  eine  gemeinsame  Normale  zu,  oder  sie  sind,  im  Grenzfall, 
zu  einander  parallel.  Das  Büschel  coaxialer  Gewinde,  das  die  gemein- 
same Normale  von  zwei  nicht  parallelen  Geraden  X,  ^  als  Hauptaxe 
hat,  wird  dargestellt  durch 

(20)  A(X?)3)  +  ft{3E?)3)=0. 

Vgl.  §  17,  Nr.  39,  und  den  zugehörigen  Text. 


/ 
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Der  Vector.    Das  Vectorendreiech 

Ein  Vector  SS  ist  ein  Paar  von  eigentlichen  Punkten,  das  beliebig 
parallel  verschoben  werden  darf.  Die  Beziehung  zwischen  zwei  Paaren 
Ij  i'  und  rj,  fi'  von  Punkten,  die  als  Anfangs-  und  Endpunkte  des- 
selben Vectors 

^  =  SB[  =  SB  J 

auftreten  können,  ist  nun  offenbar: 

Bezeichnen   wir  diese   beiden   einander   gleichen  Ausdrücke  mit  (up), 
so  ist  die  Länge  des  Vectors  9S,  die  Grösse  ||'  =  ^',  gleich 

(^^)         ypi  +i>2  +i>3  --(/j)(/4')  -  (z^)(/vr 

Haben  zwei  Yectoren  denselben  Anfangspunkt  o,  und  setzen  wir 

t. 

SO  ist  der  Endpunkt  g  der  geometrischen  Summe  fßo  gegeben  durch 

A.    Jedem  Vector  85  lässt  sich  eindeutig-unikehrhar  eine  Altemante 
(8JX)  snwrdneny  deren  Covarianten 

(24)  (SBXr),     (»|3E) 

identisch  verschwinden, 

Vedoren  werden  geometrisch  addirtj  indem  tnan  die  entsprechenden 
Aliemanten  addirty  und  umgekehrt*). 

Wenn  der  Vector  SB  durch  ein  Punktepaar  |,  S'  gegeben  ist,  so 
setzen  wir 

(25)  (S83E)  =  (»I  X)  =  ^f 

*)  Dieser  Satz  sagt  natürlich  nichts  Anderes  aus,  als  dass  man  einen  Vector 
durch  drei  Coordinaten  darstellen  kann,  und  dass  man  Vectoren  geometrisch 
addirt,  indem  man  ihre  Coordinaten  addirt.  Indessen  würde  der  an  sich  gewiss 
einfachere  übliche  Aasdruck  hier  nicht  sachgemäss  sein;  es  handelt  sich  für  uns 
nicht  darum,  die  ganz  triviale  Zusammensetzung  der  Vectoren  um  ihrer  selbst 
willen  zu  untersuchen,  sondern  darum,  deren  Zusammenhang  mit  tiefer  liegenden 
Constructionen  zu  begreifen,  und  dazu  haben  wir  den  Satz  des  Textes  nöthig. 
Aehnliches  gilt  von  der  weiterhin  zu  besprechenden  Rechnung  mit  Stäben  (oder 
Keilen),  die  ebenfalls,  aus  ihrem  Zusammenhange  genommen,  einfacher  dargestellt 
werden  kann,  z.  B.  durch  die  Grassmann'schen  Methoden. 
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Die  Alternante  (SSX)  ist  hierdurch  völlig  bestimmt;  die  Coeffi- 
cienten  SS^^,  Sß^ä,  SJ^g  dieser  Form  haben  den  Werth  Null,  und  es 
verschwinden  daher  in  der  That  die  Ausdrücke  (24)  identisch. 

Ist  umgekehrt  eine  Altemante  (95  X)  gegeben,  die  einer  der  beiden 
Gleichungen  (SSX")  =  0,  (Sß  |  3£)  =  0  genügt,  so  verschwinden  die  Coef- 
ficienten  SSoi,  SSog,  SSoj,  und  es  besteht  von  selbst  auch  die  andere 
Gleichung;  der  zugehörige  Vector,  der  seinen  Anfangspunkt  S  in  einem 
beliebig  anzunehmenden  eigentlichen  Punkte  hat,  ist  SSt ,  wobei  der 
Endpunkt  |'  aus  der  Gleichung 

(26)  (m6')  =  («I)  +  (®?|)M 

ZU  entnehmen  ist.  Es  folgt  femer,  dass  von  den  beiden  Gleichungen 
(23)  und 

(27)  (SB|X)  +  (9S?X)  =  (SS^3£) 

jede  die  andere  nach  sich  zieht.  Die  Formel  (27)  kann  uns  also  eben- 
falls als  ein  algebraisches  Bild  der  Construction  des  Vectorenparallelo- 
gramms  dienen.  In  gleicher  Weise  findet  die  noch  etwas  einfachere 
Construction  des  Vedorendreiecks  ihren  Ausdruck  in  der  in  Bezug  auf 
I,  9},  g  und  X  identischen  Gleichung 

(28)  (SBjX)  +  (S^X)  +  (S8|X)  =  0. 

Ist  die  Alternante  (SJX)  gegeben,  so  ist  die  Länge  (Nr.  22)  des  zuge- 
hörigen Vectors  gleich 

(29)  V^^TK'  4-  «12*  =  (-,^  >^1)* , 

wofern  o  einen  beliebig  angenommenen  eigentlichen  Punkt  bedeutet. 
Man  leitet  den  Ausdruck  rechts  leicht  aus  den  Formeln  (22)  und  (26) 
ab,  indem  man  dabei  die  Formeln  (3),  (40)  und  (41)  des  §  16  be- 
nutzt; bei  Ersetzung  der  Symbolpaare  A  durch  ihre  ZahlenwerÜie 
entsteht  der  Ausdruck  links  in  Nr.  (29),  der  sich  unmittelbar  auch  aus 
(22)  ergiebt,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Grössen  SS^j,  JBsi,  ©ig  mit 
den  oben  p^,  p^,  p^  genannten  Grössen  identisch  sind. 

Die  Altemante  (SS  36)  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  die  Nebenaxe  des 
uneigentlichen  Linienkreuzes  dar,  das  wir,  im  engeren  Sinne  des  Wortes^ 
als  Träger  des  Vectors  SS  bezeichnet  hatten. 

Der  Stab.    Das  Parallelogramm  der  Stäbe, 

Ein  Stab  ist  ein  Paar  eigentlicher  Punkte  |,  |',  die  auf  ihrer  Ver- 
bindungslinie beliebig  vei-schoben  werden  dürfen.  Die  geometrische 
Addition   von  Stäben   mit  gemeinsamem  Anfangspunkt   eifolgt,  auch 
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analytisch,  nach  der  für  Vectoren  geltenden  Regel  (Nr.  23).  Wie  den 
Vectoren,  so  können  auch  den  Stäben  Altemanten  eindeutig  umkehrbar 
80  zugeordnet  werden^  dass  die  geometrische  Addition  von  Stäben  mit 
gemeinsamem  Anfangspunkt  und  die  Addition  der  entsprechenden  Alter- 
nanteu  parallel  laufende  Operationen  sind. 

Wir  setzen,  wenn  der  Stab    ©  =  @t   gegeben  ist, 


t' 


(30)  (©X)=(©U)=       ^ 


also 

[öl)         ^^^'^)~  min')'     y^^'*)—        (imn       ' 

in  Folge  wovon  natürlich  die  Gleichung  (@@)  =  0  besteht. 

Ist  umgekehrt  eine  Alternante  gegeben,  die  dieser  letzten  Bedin- 
gung genügt,  deren  Covariante  (©|X)  oder  (@3E?)  aber  nicht  identisch 
verschwindet,  so  giebt  es  unendlich  viele  eigentliche  Punkte  |,  die  so 
liegen,  dass  (©Xf)  identisch  verschwindet,  d.  h.  die  auf  der  Geraden 
(@3£)  =  0  enthalten  sind.  Der  Endpunkt  |'  des  der  Altemante  (@X) 
zugeordneten  Stabes  @^w   ist  dann  gegeben  durch  die  Gleichung 

(32)  («!') -(«!)  + (^5)  (@xr), 

die  Lange  dieses  Stabes  durch 

(33)  ||'  =  >/@]@. 

Ist  fUr  drei  Stäbe  mit  gemeinsamem  Anfangspunkt  o 

@^  +  @o'  =  @oS 

80  besteht  als  Folge  von  (23)  die  Gleichung 

^^  Qo)U)  ^  (io)(in)       (lom) 

(34)  (@!3e)  +  (@„'3e)  =  (©ix), 

und  umgekehrt  zeigt  die  Gleichung  (32),  dass  eine  Gleichung  dieser 
letzten  Form  auch  wieder  die  Gleichung  (23)  nach  sich  zieht;  es  be- 
steht also  in  der  That  zwischen  Altemanten  und  Stäben  eine  Zuord- 
nung von  der  behaupteten  Art;   in   der  neben  (23)  tretenden  Foi-mel 

(34)  aber  haben  wir  ein  zweites  analytisches  Bild  der  als  Parallelo- 
gramm der  Stäbe  bezeichneten  Gonstruction. 

Die  'Gerade  (@3E)  =  0  ist  die  ELauptaxe  des  eigentlichen  Linien- 
kreuzes, das  wir  Träger  des  Stabes  @  genannt  hatten.  Dieses  Linien- 
kreuz trägt,  im   weiteren  Sinne,  u,  A.  auch   den  Vector,  dessen  Be- 
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grenzungspunkte  die  Punkte  ||'  sind  oder  doch  sein  können.  Die 
Altemante;  die  zu  diesem  dem  Stabe  @  der  Länge  nach  gleichen 
Vector  gehört,  ist 

(35)  (©|X). 

19. 
Geometrisohe  Summen  von  Stäben,  Seilen  und  Quirlen. 

Summen  von  Stäben. 

Gehen  wir,  durch  geometrische  Addition  mehrerer  Stäbe  S^,  ©g,... 
zu  einer  (i.  A.  formalen)  Summe  von  Stäben 

©  =  ©1  +  ©,  H 

über,  so  entspricht  dieser  Operation,  wie  aus  dem  Vorhergehenden 
ohne  Weiteres  sich  ergiebt,  die  Addition  der  den  einzehien  Stäben  zu- 
geordneten Altemanten:  Wir  bilden  eine  neue  Altemante, 

(®3£)  =  (®,3e)  +  (©,3E)  +  •  •  • , 
und  wir  ordnen  diese,  die  nun  eine  altemirende  Form  von  allgemeiner 
Art  (mit  sechs  nicht  mehr  beschränkten  Coefficienten  ©,*)  sein  wird, 
der  geometrischen  Summe  ©  zu. 

Ist  umgekehrt  eine  beliebige  (reelle)  Altemante  gegeben,  so  be- 
zeichnen wir  diese  mit  (@3E),  und  unterscheiden  folgende  Fälle*): 

(a)  (®®)  =1=  0«  (©3£)  l^Bst  sich  auf  eine  einzige  Weise  in 
eine  Normcdforni 

(1)  (©36)  =  (UX)  +  (S3e) 

setzen,  derart,  dass  (UU)  =  0,  (SSSS)  =  0,  und  dass  (UX)  =  0  eine 
eigentliche  Gerade  ist,  die  zusammengenommen  mit  (SX)  =  0  — 
die  eine  uneigentliche  Gerade  wird  —  die  Figur  eines  Lmienkreuzes 
bildet.     Setzen  wir 

(2)  J-^K®©), 

so  folgt 

(3)        (U3£)  =  (@X)--^)(@|X),     (JBX)  =  ^  (©  I X) . 

(U  3£)  =  0  ist  also  die  Hauptaxe  des  Gewindes  (©X)  =  0,  (S83Q  =  0 
dessen  Nebenaxe.  Die  Alternante  (Vidi)  ist  nach  §  18  einem  völlig 
bestimmten  Stab  zugeordnet  von  der  Länge 


(4)  1/U|U  =  1/@|©, 


*)  Man  vergleiche,   etwa   in    dem   citirten  Werke   von  Schell,   die  sonst 
übliche  Behondlungsweise  des  Gegenstandes. 
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(SJS)  einem  dem  Stabe  parallel  gerichteten  Vector  von  der  Länge 

J 


(5)  (fe>^?o)«  = 


Dass  die  Quadratwurzel  rechts  mit  dem  richtigen  Vorzeichen  ver- 
sehen ist,  werden  wir  weiter  unten  nachweisen. 

umgekehrt  entspricht  einer  Alternante  (SSX) ,  die  einem  Vector 
zugeordnet  werden  kann,  zugleich  auch  eine  geometrische  Summe  von 
Stäben  von  besonderer  Beschaffenheit:  vgl.  (c). 

(b)  (<S®)  =  0,  (®|<S)=HO.  Der  Summe  (@3£)  entspricht  ein 
einzelner  Stab;  (UX)  =  (@3£). 

(c)  (S©)  =  0,  (® I®)  =  0,  aber  (SX)  nicht  identisch  gleich 
Null.  Der  Form  (©X)  kann  ein  Stäbepaar  zugeordnet  werden.  Man 
nehme  einen  Stab  (@i3E)  im  Uebrigen  beliebig,  aber  so  an,  dass 
(SSj)  =  0:  dann  gehört  (@X)  —  (@iX)  =  (©gX)  zu  einem  neuen 
Stab  @j,  und  es  ist  @  =  ©^  +  ©j«  Beide  Stäbe  sind  parallel,  und 
haben  entgegengesetzt  gleiche  Längen.  Führen  wir  durch  die  Sub- 
stitutionen 

/Ä  xv\  —  (^1  ^1  ^y)        /ä;  xy\  _  (|iji?y) 

die  durch  die  Relation 

verbundenen  Anfangs-  und  Endpunkte  der  beiden  Stäbe  ©i,  ©^  ein, 
so  ergiebt  sich  für  das  Moment  M  des  Stäbepaares  ©,  nämlich  für 
die  Fläche 

=  2F(g„  I,,  %)  =  2F(i;„  S,,.?,) 

des  Parallelogramms  ^i?  »^i;  l2>  %  (s«  S.  26)  nach  §  17,  Nr.  23  der 
Ausdruck 


'  QUWndQU)  ('S.)  ('S,)       "      ' 

also,  da  dieser  sich  nicht  ändert,  wenn  man  für  1,  einen  beliebigen 
eigentlichen  Punkt  o  setzt,  der  Ausdruck 

(6)  M^^VißW- 

Das  Moment  des  Stäbepaares  ist  daher  —  auch  dem  Vorzeichen  nach 
—  gleich  der  Länge  des  Vectors,  den  man  der  speciellen  Alternante 
(©X)  zuordnen  kann.     (Vgl.  Nr.  29,  §  18.) 

Studj,  OeoniAtrie  der  Dynamen.  11 
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(d)     (SaE)  =  0,   für    alle  X/it,    d.  h.   ©,*  =  0:     Die   vorgelegte 
Summe  von  Sieben  hat  den  Werth  Null.  — 

Wollen  wir  das  unter  (c)  Erkannte  auf  den  allgemeinen  Fall  (a) 
anwenden ,    so    müssen  wir   berücksichtigen,    dass   die   Festlegung   der 

Grösse  l/Ü  |  U  über  das  Vorzeichen  der  mit  2  JP  bezeichneten  Fläche, 
also  über  das  Vorzeichen  des  Momentes  M  des  zu  der  Altemante 
(SSX)  gehörigen  Stäbepaares  entscheidet.  Wir  müssen  also  jetzt  die 
Grösse  2F=M,  statt  nach  der  Formel  Nr.  23  des  §  17,  nach  der 
dort  angegebenen  Formel  Nr.  24  b  berechnen.  Es  ergiebt  sich  dann, 
wei^n  nunmehr 

(»x^o = (©.SU)  +  (@,3eiD  =  fg^ä  +  |g*rf ) 

und,  wie  in  §  18  (Nr.  5),  (@Xx)  =  \{j>g[xy)  gesetzt,  und  berücksich- 
tigt wird,  dass  ©  an  SteUe  von  U  treten  kann  —  da  vermöge 
(UXr)  =  (@3£r)  die  dabei  neu  hinzukommenden  Glieder  verschwinden  — 

VSi;    /i,  S2;  2(ZS,)(/T2,)(/|,)>/i(^>i) 


2(zs,)y©i©  2(/o)>/6T© 


2v'©ie    ysi©     (@i@)  y^T©     }/@i© 

Dies  ist  der  oben  unter  (5)  angegebene  Ausdruck:  Das  Moment 
des  zu  (SJX)  gehörigen  Stäbepaares  (d.  i.  die  Fläche  2F)  wird  daher 
auch  dem  Vorzeichen  nach  gemessen  durch  die  Länge  des  Vectors  S3, 
über  dessen  Vorzeichen  wiederum  das  Vorzeichen  des  bei  Reduction 
von  @  auf  die  Normalform  auftretenden  Stabes  U  entscheidet. 

Die  in  den  Fällen  (a)  und  (c)  vorgenommenen  Zerlegungen  von 
(@X)  sind  untergeordnet  der  unter  allen  Umständen  möglichen  Dar- 
stellung von  (©X)  in  der  Form 

(7)  (©3S)  =  (@.X!0  +  (®,XS)  =  JMl^  +  5^ , 

die  der  Darstellung  von  @  als  geometrischer  Summe  zweier  Stabe 
©1,  ©2  entspricht.  Eine  Vergleichung  der  Nr.  (7)  mit  der  Formel  Nr.  (10) 
des  vorigen  Paragraphen  lässt  erkennen,  dass  im  Falle  (a)  die  Geraden 
(©iX)  =  0  und  (©jX)  ==  0  einander  polar  zugeordnet  sind  in  Bezug 
auf  das  mit  (©36)  =  0  verbundene  Nullsystem;  zugleich  ergiebt  sich 
die  Lösung  der  Aufgabe,  die  Zerlegung  (7)  auszuführen,  wenn  die  der 
Ungleichung  (©XJ  =|=  ^  genügende  Gerade  Xj  des  Stabes  ©^  gege- 
ben ist: 
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Endlich  ergiebt  sich  der  Satz  von  ChasleSj  wonach  das  von  den 
Stäben  @j,  ©g  begrenzte  Tetraeder  ein  constantes  Volumen  hat: 

(9)  /=u@@)  =  (©.©.)  =  (,  J^^|&-;)- 

Dass  J  zugleich  das  Product  aus  den  Längen  des  Stabes  U  und 
des  Vectors  SB  ist,  zeigen  schon  die  Formeln  (4),  (5). 

Der  Keil    Das  Keiltrapez. 

Ist  ein  Keil  ^  ==  ^^  gegeben  durch  die  ihn  begrenzenden  Ebenen 
9>,  (p\  so  ordnen  wir  ihm  eine  Altemante  zu  vermöge  der  Definitions- 
gleichung 

(10)  (Ä3e)  =  (<x:)  =  ^^)*). 

Die  Oeffnung  des  Keiles  ist  dann 

(11)  tg (^,  9,')  =  V«Pl9)(9jy-(^l9T  ^yr^^, 

verschwindet  diese  Grösse  und  ist  folglich  der  (reelle)  Keil  ^  uneigent- 
lich, so  ist  der  Ausdruck  für  die  Sperrung  dieses  Keiles  der  Formel  (21) 
des  §  17  zu  entnehmen;  er  kann  geschrieben  werden 

(12)  di8t(v,,,')  =  (^>^Ä)*- 

Umgekehrt  entspricht  jeder  Altemante  (ÄX),  die  der  Bedingung  (ftg)=0 
genügt,  ein  völlig  bestimmter  Keil:  Wird  die  eigentliche  Ebene  (p  als 
Anfangsebene  der  Bedingung  (S£^)=s:0  gemäss,  aber  im  Uebrigcn  be- 
liebig angenommen,  so  ist  die  Endebene  (p'  gegeben  durch 

(13)  (g>'x)  =  iipx)  +  iq>X)i^fl). 

Dass  die  Form  (SX)  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Ebenen 
9,  <p'  um  ihre  Schnittlinie  (ßX)  =  0  dreht,  ist  eine  leichte  Folgerung 
aus  diesen  Formeln. 

Wir  drücken  nun  die  Construction,  des  Keiltrapezes  analytisch  aus. 

Es  mögen  zwei  Keile  9iZ  und  £tu,  die  nicht  beide  uneigentlich 
sind,  mit  gemeinsamer  Anfangsebene  o  gegeben  sein,  und  es  mögen 
die  Zeichen  9?',  ^',  ;|r  die  in  §  4  des  ersten  Abschnittes  (S.  32)  fest- 
gesetzte Bedeutung  haben,  so  dass 

ß.9  _i    ei^'' ejr 

— ..  Ovoi   ~j"   uvo;  — —   iSKto  • 

*)  In  Grassmann's  Bezeichnungsweise  wird  der  Keil  dargestellt  durch  den 
Quotienten  aus  dem  äusseren  und  dem  inneren  Product  zweier  Ebenen. 

11* 
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Dann  folgt 

^^  («IZ)        (Ol  I  «p)  "T"  (« fi^)        ((oja,)' 

womit  die  Endebene  %  der  geometrischen  Summe  ^  gefunden  ist*). 
Aus  (15)  aber  folgt 

'^   ^  (Q>  \x)  (0,  I  9)    "t-   (CD  1 1/;) 

oder 

(16)  (ßiX)  =  {§:U)  +  iS:Uh 

und  aus  (13)  ergiebt  sich^  dass  auch  umgekehrt  eine  Gleichung  der 
Form  (16)  eine  solche  der  Form  (15)  nach  sich  zieht.  Dass  Dasselbe 
auch  dann  noch  gilt^  wenn  die  betrachteten  Keile  uneigentlich  sind^ 
ist  ebenfalls  leicht  zu  sehen.  Sucht  man  nämlich  den  einem  uneigent- 
lichen Keil  St  entsprechenden  Yector,  und  dann  die  zu  diesem  gehörige 
Alternante  (§  18),  so  erhält  man  eben  die  Form  (ßX). 

Geometrische  Summen  von  Keilen. 

Das  über  die  Reduction  einer  nun  mit  ^  zu  bezeichnenden  geo- 
metrischen Summe  von  Keilen  auf  die  Normalform  und  über  die  Dar- 
stellung der  zugehörigen  Alternante  (^X)  in  der  Form 

(17)  (SX)  =  (UX)  +  (SBX) 

zu  Sagende  ist  so  analog  dem  mit  Bezug  auf  Summen  von  Stäben 
Bemerkten,  dass  wir  wohl  nicht  nöthig  haben,  naher  auf  diesen  Gegen- 
stand einzugehen.  Nur  auf  eine  der  Gleichung  (9)  verwandte  Formel 
wollen  wir  aufmerksam  machen,  da  diese  zu  einem  dem  Satze  von 
Ghasles  verwandten,  aber  allerdings  nicht  ganz  so  einfachen  geome- 
trischen Satz  führt:  Setzen  wir 

(18)     mi) = i^x)  +  (««x«) = IftS^ + ^ftl?' 

so  folgt 

(19)       j- M»8) -(«,«.) -(^»;^  ;*■;,. 

Wir  haben  auf  S.  148  mehrere  geometrische  Deutungen  der  ab- 
soluten Invariante  rechts  angegeben,  die  hiemach  einen  nur  von  (J^X) 
abhängigen  Werth  hat. 

*)  Man  kann  natürlich  in  solchen  Formeln  wie  (14)  und  (15)  links  einen 
von  X  freien  Factor  beliebig  hinzufügen.  Insbesondere  kann  man  in  (15)  links 
den  Nenner  weglassen;  es  wird  dann  ((o\x)=  1;  die  der  Homogeneität  wegen 
erfolgte  Zufügung  dieses  Nenners  ändert  also  Nichts. 
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Der  Quirl. 

Unsere  nächste  Aufgabe  sei  die  analytische  Darstellung  des  Quirls. 
Wir   ordnen   dem   durch  Anfangspunkt   |   und  Endebene  ^   oder 
durch  Anfangsebene  q>  und  Endpunkt  ij  gegebenen  Quirl 

O  =  Df  =  DJ 

eine  Altemante  (DX)  zu,  indem  wir  setzen 

(DXJ)  =  -  ^^^-j^  =  (-".Ll*«^^ ,  oder 

/-n  V\  —  (»  S)  (»  I ««)-(«« 6) (»|P)  _  (v'v)(uri)-iv\u)(vri) 
(UXu)—  (j^)  —  (^^) 

Die  Lättge  des  Quirls  wird  dann  gegeben  durch  den  Ausdruck 

(21)  dist  (I,  i,)  -  dist  (9,1?)  =  ^  • 

Sind  die  Punkte  |,  tj  uneigentlich  und  ist  also  auch  der  Quirl  D 
uneigentlichy  so  wird  die  Länge  des  Quirls  unendlich,  und  an  Stelle 
dieser  Grosse  tritt  die  Oeffnung 

(22)  tg(^!,V)  =  tg(9,^„')  =  -/'''^     - 


Um  den   Ausdruck  rechts  aus  dem  durch  die  Nr.  16  in  §  17  ge- 
gebenen Ausdruck 

(?o)(Vl) 


/(^|i/.)(og|o4)  -  («o/(vl)' 
herzuleiten,  benutze   man  die  in  §  16   unter   Nr.  7  und  Nr.  41  auf- 
gefOhrten  Umformungen: 

2(H)\£i^ly  =  2(^oU')iion")(tX')(tX")  = 

=  (^>l')(|oAA"){(|o>lA')(VA")  — (goA"A')(^>l))  = 
=  (tl,X')(ioU"){iXX'l"o)  (H)  +  (|oU")(VA')!  = 
=  -  2(/o)«(*|)»  +  2(V;  j  ^)(|o  ]  go) . 

Ist  der  vorgelegte  Quirl  der  Quirl  NuU,  so  verschwindet  die  zugehörige 
Altemante  identisch.  — 

Wir  nehmen  jetzt  an,  es  sei  eine  nicht  identisch  verschwindende 
aber  der  Bedingung  (DD)  =  0  genügende  Alternante  (DX)  gegeben, 
und  wir  bestimmen  unter  dieser  Voraussetzung  die  zugehörigen  Quirl- 
figuren. 

Sei  zuerst  der  Punkt  5  auf  der  Geraden  (Q3£)  =  0  angenommen, 
so  dass  (D^f)  =  0,  so  wird  die  zu  |  als  Anfangspunkt  des  Quirles  D 
gehörige  Endebene  ^  gefunden  mit  Hülfe  der  Gleichung 

(23)  (V.a;)  =  (0|W)-(^tH^a;^; 
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ebenso  wenn  der  Endpunkt  i]  gegeben  ist^  die  Aufangsebene  9  aus 

(24)  i<px)==(£L\^^-{-(lr,)(lx). 

Beide  Formeln  gelten  natürlich  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 
D  ein  eigenÜiclier  Quirl  ist. 

Sei  zweitens  die  Ebene  9?  als  Anfangsebene  des  Quirles  C  senkrecht 
zur  Geraden  (D3£)  =  0  angenommen,  nämlich  so,  dass  (Cll^y)=0, 
so  wird  der  zugehörige  Endpunkt  iy  des  Quirls  gegeben  durch 

(25)  («,)  =  (0^;)-(9|«); 

ebenso  wird  der  Anfangspunkt  |  gefunden,  wenn  die  Endebene  ^  be- 
kannt ist: 

(26)  («D  =  (D«ß;)  +  (V I  tt) . 

Diese  beiden  Formeln  gelten  auch  für  uneigentliche  Quirle;  sie 
liefern  dann  uneigentliche  Punkte  |,  rj. 

Quirlvierflach  und  Quirltrapez. 

Wir  betrachten  jetzt  die  geometrische  Summe  zweier  eigentlicher 
Quirle  mit  gemeinsamem  Anfangspunkt  0  im  Endlichen,  und  wir  be- 
stimmen die  Gleichung  der  durch 

definirten  Ebene  Xf  indem  wir  die  Construction  des  Quirlvierflachs  ana- 
lytisch ausdrücken.  Wenn,  wie  in  §  8,  die  durch  0  parallel  zu  (p  und 
^  gelegten  Ebenen  mit  9',  ^'  bezeichnet  werden,  so  können  wir  setzen 

(27)  ^<p  X)  =  ^— ^  -  -^^^^ ,     {ibx)  =  ^-^  -  ^^^^ , 

^  ^  (ZO)        (90)  "^  (rpo)         (lo)  ' 

hieraus  aber  folgt  sofort 

(29)  (D?  X)  +  (Do*  X)  =  (a'  3E) , 

und  umgekehrt  zieht  eine  Gleichung  dieser  letzten  Form  wieder  eine 
solche  der  Form  (28)  nach  sich. 

Ebenso  einfach  und  ganz  analog  gestaltet  sich  die  analytische 
Darstellung  der  Construction  des  Quirltrapezes.  Es  sei  a  eine  eigent- 
liche Ebene  und 

5'  und  Yj'  seien  die  Fusspunkte  der  von  |  imd  rj  auf  ci  gefällten  Lote, 
Wir  haben  dann 
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(30)  („|')==;ü|_Hü)       („  ')_M)_Hi^ 

und  diese  letzte  Gleichung  ist  wiederum  äquivalent  mit  der  folgenden: 

(32)  (DU)  +  (DiX)  =  (DL3e). 

Eine  einfache  Anwenching  der  abgeleiteten  Formeln  bildet  der  auf 
S.  69  angegebene  Satz  von  den  Quirlen,  die  durch  die  Ecken  und 
Seitenflächen  eines  Tetraeders  bestimmt  werden.  Dieser  Satz  findet 
Dämlich  seinen  analytischen  Ausdruck  in  der  folgenden  Identität 

(33)  (xiyjs\x^x^x^)—(x^yz\xQX^Xi)+(x^yz\x^XiX^)—(x^yjs\xiX^x^)=0, 
in  der  x^, , ,  x^j  y,  z  irgend  sechs  Punkte  bedeuten. 

Geometrische  Summen  von  Quirlen. 

Auch  hier  heben  wir  nur  hervor,  dass  einer  geometrischen  Summe 
von  Quirlen  eine  Altemante  (OX)  allgemeiner  Art  eindeutig  umkehr- 
bar entspricht;  die  immer  in  die  Normalform 

(34)  (DX)  =  (UX)  +  (SX) 

gesetzt  werden  kann,  so  dass  (UX)  und  (93 X)  zu  einem  eigentlichen 
und  einem  uneigentlichen  Quirl  desselben  Trägers  gehören.  Setzen  wir, 
nach  Analogie  der  Formeln  (7)  und  (18), 

(35)  (ÜX)  =  (ZXX)  +  (D,3eiJ)  =  -  ^^f^  -  ^^^ , 
so  folgt  (vgl.  §  16,  Nr.  38  b) 

j^  «BD)  -  (DA)  -  -  m^!  - 

(36)  t  1/; 

=  _  gl  s«  •  "°  (^1  ^t)  •  co8ang(%;,  $;;> 

di8t(t^i,  S,)"di8t('V>,,  J,) 

Wir  erhalten  also  einen  weiteren  dem  Satze  von  Chasles  ana- 
logen Satz:  Der  Quotient  rechts  hat  einen  von  der  ausgeführten  Zer- 
I^ng  unabhängigen  und  zwar  rationalen  Werth. 

Zusammenfassung. 

Die  angestellten  üeberlegungen  enthalten  eine  directe  analytische 
Begründung  des  Satzes,  dass  die  als  „geometrische  Addition''  der 
Stabe,  Keile  und  Quirle  bezeichneten  Constructionen  das  associative 
Gesetz  befolgen,  und  ausserdem  enthalten  sie  den  Nachweis,  dass  diese 
dreierlei  Gruppen  von  Constructionen  zu  einander  parallel  laufen. 
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Das   Hauptergebniss   unserer  Betrachtung   kann   nämlicli    so   aus- 
gedrückt werden: 

(B)    Jeder  geonietrisclien  Summe  von  Stäben,  Keilen  oder  Quirlen 

kann  eine  AUemante 

(Vidi)  +  (SBX) 

zugeordnet  werden,  und  umgekehrt  entspricht  einer  solchen  ehensowoU 
eine  Summe  von  Stäben  als  auch  eine  Summe  von  Keilen  und  eine 
Summe  von  Quirlen.  Diese  geofnetrischen  Summen  stehen  zu  einander 
und,  im  besonderen  Falle,  zu  den  Summen  gewisser  Vectoren  (Satz  A, 
S.  157)  in  dem  im  ersten  Abschnitt  besdiriebenen  Verhältniss,  Sokhe 
Summen  werden  also  geometrisch  addirt,  indem  man  die  entsprechenden 
Altemanten  addirt,   und  umgekehrt. 

Es  versteht  sich^  dass  wenn 

(37)  (@X)  =  (ÄX)  =  (OX)  =  (US)  +  (J830 

gesetzt  wird^  dann  auch 

(38)  ywß  =  YW\M  =  i/D|D  =  yviix 

erklärt  werden  muss. 

Beachtung  verdienen  die  formalen  Afialogieen,  die  zwischen  den  auf 
Stäbe y  Keile  und  Quirle  bezüglichen  Gleichungen  stattfinden:  Man  ver- 
gleiche z.  B,  die  Formeln  §  18,  Nr,  23;  §  19,  Nr.  15,  28,  31.  Diese 
Analogieen  sind  um  so  auffallender,  als  dem  Anscheine  nach  die  ge- 
nannten Gleichungen  doch  recht  verschiedenartige  Constructionen  aus- 
drücken, In  der  That  sind  aber,  wie  wir  im  ersten  Abschnitt  schon 
bemerkt  haben,  diese  Constructionen  verschiedene  Grenzfälle  einer  und 
derselben  Construction  im  Nicht-Euklidischen  Räume,  und  so  gehen 
auch  die  angeführten  vier  Gleichungen  durch  eben  so  viele  verschiedene 
Grenzübergänge  aus  einer  einzigen  Gleichung  hervor.  Wir  werden 
solchen  übrigens  auch  in  der  algebraischen  Theorie  natürlich  vielfach 
durchbrochenen  Analogieen  weiterhin  immer  wieder  begegnen. 

§20. 
Begleitende  Stäbe,  Keile  und  Qtdrle. 

Wir  hatten  in  unserem  ersten  Abschnitt  den  Begriff  des  beglei- 
tenden Stabes  und  Keiles  einer  geometrischen  Summe  von  Keilen  ein- 
gefühi-t;  und  ebenso  den  Begriff  des  begleitenden  Quirles  einer  geome- 
trischen Summe  von  Quirlen.  Wir  wollen  nun  für  diese  Gebilde  eine 
analytische  Darstellung  suchen,  um  mit  deren  Hülfe  mehrere  der  früher 
geometrisch  begründeten  Sätze  nun  auch  algebraisch  abzuleiten.    Vor- 
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aus  schicken  wir  die  Lösung  zweier  Aufgaben,  die  —  nach  dem  Satze 
XXIIT,  S.  120  —  mit  dem  berührten  Gegenstande  nahe  zusammen- 
hängen. 

Es  soll  eine  gegebene  Alternante  (S33X)  nach  einem  eigentlichen 
Punkt  0  und  nach  der  unendlich  fernen  Ebene  zerlegt  werden. 

D.h.  wir  verlangen,  (SB3£)  in  zwei  specielle  Altemanten  (2Si3£)  und 
(SBg^E)  zu  zerlegen,  so  dass  (SD8iX)  =  0  und  (SB^X)  =  0  eine  eigent- 
liche und  eine  uneigentliche  Oerade  bedeuten,  deren  erste  durch  einen 
beliebigen  Punkt  o  geht;  oder  wenn  wir  (SBX)  z.  B.  als  algebraisches 
Bild  einer  geometrischen  Summe  von  Stäben  betrachten,  wir  verlangen 
diese  Summe  in  einen  einzelnen  Stab  und  ein  Stäbepaar  zu  zerlegen, 
derart,  dass  die  Gerade  des  Stabes  durch  den  Punkt  o  geht.  Diese 
Aufgabe  ist  leicht  zu  lösen:  Wir  finden,  wenn 

(1)  {mHi)  =  (SBX)  =  (SB^X)  +  (SB^X) 

gesetzt  wird, 

(2)  (as,3er)  =  (SBXJ)  -  {[g^(SB3£?)  -  Jl  (SBX:))  • 

Diese  Lösung  lässt  sich  in  eine  noch  etwas  elegantere  Form  bringen. 
Schreiben  wir  nämlich  symbolisch    (vgl.  S.  152) 

(3)  (2S3£i;)  =  -Ki,3a;y), 

so  zeigt  die  aus  der  Nr.  41  in  §  16  sich  ergebende  Umformung 

^(Zo){(ia;)(pgöy)  —  {ly){pqox)]  = 

\{XX'ro){pqok){k'k"xy)  =  (SB^J)(«ß^|XS), 

dass 

(4)  (28,36)  =  (aBX)-^..(aB^^,)(^'l  30 

(5)  (aB,X)  =  (-j^..(2B^^)(?ß^|X). 

Die  zweite  dieser  Formen  entspricht  einem  VecUyr-^  ist  (3BX)  in 
die  Normalform  gesetzt,  =  (UX)  +  (®X),  und  (US)  identisch  gleich 
NuU,  so  verschwindet  (SEiX),  und  es  wird  (SEX)  =  (»X)  =  (SB^X). 
Allgemein  setzt  der  Umstand,  dass  in  den  Ausdrücken  (4),  (5)  das 
Zeichen  SB  linear  und  homogen  auftritt,  die  Thatsache  in  Evidenz,  dass 
bei  Addition  mehrerer  Formen  (3BX)  auch  die  zum  Punkte  o  gehörigen 
Stabe,  Vectoren  u.  s.  w.  geometrisch  addirt  werden. 
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Es  soll  eine  gegebene  Alternante  (SB3£)  nach  einer  eigentlichen 
Ebene  cd  und  senkrecht  dazu  zerlegt  werden. 

D.  h.  wir  setzen  wieder 

(6)  (ss3r)  =  (sSi3r)  +  (ä8,x), 

verlangen  aber  jetzt,  dass  (SBjSE)  =  0  eine  Gerade  vorstellt,  die  in  der 
Ebene  cü  liegt,  und  (SBaSE)  =  0  eine  andere  Gerade,  die  auf  dieser 
Ebene  senkrecht  steht.  Den  besonderen  Fall,  wo  eine  dieser  Geraden 
uneigentlich  wird,  brauchen  wir  nicht  auszuschliessen.  Die  Aufgabe 
ist  wenig  allgemeiner  als  die  der  Projection  eines  Stabes  in  eine  ge- 
gebene Ebene,  und  sie  kann  sofort  auf  diesen  besonderen  Fall  zurück- 
geführt werden.     Wir  setzen  allgemein,  wie  oben  (Nr.  3) 

(SSX)  =  ^{jpqxy), 

und  finden 

(7)  (2Si3r)  =  —  2(^  [{^x){pqy\a>)  —  {<oy){pqx\m)]  - 

Hier  tritt  im  System  von  zwei  (in  m  vereinigten)  Ebenen  und 
zwei  Geraden  oder  Gewinden  eine  bisher  noch  nicht  betrachtete  Be- 
wegungsinvariante auf,  für  die  wir  ein  besonderes  Zeichen  einführen 
wollen:  Wir  schreiben,  wenn  allgemein 

(8)  (3E3)=^i(^^3),     (?)3)-i(?'3) 

gesetzt  wird  (vgl.  S.  162),  und  «,  v  zwei  Ebenen  bedeuten, 

(9)  («3ED|»)  =  -K«i')(2»-«k), 

oder,  nach  vollzogener  Ausrechnung  dieses  symbolischen  Ausdrucks: 

(9b)  (mXD|»)  = 

=  («i3£oi  -I-  «»S^M  -I-  Mj3£<b)(»iDm  -I-  «»Dsi  -\-  »»Dl»)  — 

—  («o3£oi         ♦     -  «»3£i,  +  m,Xs,)(»,Doj  —  ».Do»)  — 

—  («o3f(B  +  «1  Xl  J  ♦        —  «8  3^j)  (»J  Dol  —  »1  Dos)  — 

—  («o3Eo»  —  «1  Xji  +  Mj  3Ej,        ♦     )  (»1  So»  —  »» Dol)  • 

Invarianten  dieses  Typus  sind  mit  den  schon  eingef&hrten  Inva- 
rianten (m{v),  (3ED)  durch  die  Relation 

(10)  (mXD  i  t;)  +  (Mg)X  I  v)  =  (m  I «)(«?)) 

verbunden.  Mit  Hülfe  des  für  sie  eingeführten  Zeichens  lässt  sich  nun 
die  Lösung  unserer  Aufgabe  so  darstellen: 

(11)  (3B,X)  =  ^(a,XSB|«,), 

(12)  (SB,X)  =  ^^(a,3ÖX|(D), 


/ 
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Mau  beachte,  dass  auch  hier  wieder  die  Grössen  SB/*  in  den  Aus- 
drücken rechts  linear  und  homogen  auftreten. 

Begleitende  Stäbe  der  geometrischen  Summen  von  Keilen. 

Um  den  zu  einem  gegebenen  Punkte  x  gehörigen  Stab  ©^  =  ©5 
zu  finden ,  der  einen  gegebenen  Keil  Ä  =  ^^  =  ÄS  begleitet,  l^en 
wir  die  Ebene  o  durch  den  Punkt  i,  und  bringen  die  in  diesem  auf 
a  errichtete  Normale  mit  den  Ebenen  q),  9'  zum  Schnitt  in  x  und  x\ 
Man  findet,  wenn  wie  früher 


(Ä3e) 


^^y^ 


(ff  I  G>)        (oj  I  ¥) 
gesetzt  wird,  ohne  Weiteres 

^''  (ux)  =(mS)  — (Ä5ß^)(MA), 

(14)  (&)  =  (©l'X)  =  ^(t^i)(«ß4X), 

womit  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  ist.  Die  geometrische  Addition 
der  begleitenden  Stäbe  erfolgt  ganz  oflFenbar  durch  Addition  der  Alter- 
Danten  (ßX)  selbst;  die  Lösung  ändert  also  ihre  Form  nicht,  wenn 
man  an  Stelle  des  einzehien  Keiles  Ä  eine  geometrische  Summe  von 
Keilen  treten  lässt. 

Der  dem  Stabe  (14)  parallele  und  an  Länge  gleiche  Yector  gehört 
(nach  §  18,  Nr.  35)  zur  Alternante 

(15)  ^(t^)(^i|X): 

Er  ist  also  identisch  mit  dem  Vector,  der  bei  Zerlegimg  der 
Alternante  (^36)  nach  dem  Punkte  x  und  der  unendlich  fernen  Ebene 
auftritt  (s.  oben  Nr.  5),  wie  wir  das  auf  geometrischem  Wege  schon 
erkannt  hatten  (S.  43  und  S.  120). 

Die  Ausdrücke  rechts  in  Nr.  (13)  sind  bilineare  Formen  mit  den 
Veränderlichen  S,  w,  und  diese  Formen  stellen,  gleich  Null  gesetzt, 
(im  Allgemeinen.jedenfalls)  coUineare  Transformationen  dar  (§16). 
Diese  Transformationen  müssen  nun  identisch  sein  mit  den  im  ersten 
Abschnitt  (S.  12  u.  ff.)  betrachteten  und  mit  Ig  und  ir^  bezeichneten 
affinen  Transformationen.  Es  würde  keine  principielle  Schwierig- 
keit haben,  von  den  Formeln  (13)  aus  durch  symbolische  Rechnung 
die  im  ersten  Abschnitt  geometrisch  begründeten  Eigenschaften  der 
genannten  Transformationen  herzuleiten;  wir  wollen  aber,  um  längere 
Entwickelungen  zu  vermeiden,  einen  anderen  Weg  gehen.    Hier  fähren 
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wir,    um    unsere    weiteren   Darlegungen    vorzubereiten,   zunächst    die 
Gleichungen  (13)  selbst  nochmals  in   ausgerechneter  Form  vor*): 

fiix')  =  )        _  _  _ 

(ux)  =  J 


(13b) 


i  {      ♦  ♦  *  *     l^oifc 

±    {  +  ^31^0  +  ^03^1  *  —  ^01^3  1^2  ± 

+    1+^12^0  ^02  •^'l      l     ^01^3  *         J  ^*3  • 


Aus  diesen  beiden  (in  eine  Gleichung  zusammengefassten)  Syste- 
men von  je  vier  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  x»,  Xi  und  ^;,  or/ 
müssen  also  durch  Elimination  der  Grössen  Xi  Transformationsformeln 
rechtwinkliger  Punlfcoordinaten,  oder  die  Gleichungen  einer  Bewegung 
hervoi^ehen,  ifhd  zwar  muss  diese  Bewegung  von  einer  ümschraubung 
verschieden  sein. 

Wir  werden  weiterhin  sehen,  dass  sich  dies  wirklich  so  verhält. 

Begleitende  Keile  der  geometrischen  Summen  von  Keilen. 

Um  den  Keil  ^  =  ^^  zu  finden,  der  zu  einer  gegebenen  eigent- 
lichen Ebene  u  gehört  und  den  Keil  ^  =  S^  =  ß^  begleitet,  nehmen 
wir  o  J_  u  an:  Die  Ebenen  des  Büschels  durch  Uy  cd,  die  auf  9  und  9' 
senkrecht  stehen,  sind  dann  die  gesuchten  Ebenen  u,  u  (S.  46).  Man 
findet  ohne  Weiteres  (vgl.  Nr.  9): 

flG^  («'a;)  =  («a;).+  («A)(Ä^D, 

(uz)  =  (ux)  —  (uX)(ß^ , 

(17)  (t^X)  =  imX)  =  ^  («Xft I u) . 

Wieder  setzen  die  Formeln  die  additive  Eigenschaft  der  betrachteten 
Gebilde  in  Evidenz;  femer  zeigt  eine  Vergleichung  der  Formeln 
Nr.  (11)  und  (17),  dass  man  den  zur  Alternante  (17)  gehörigen  Stab 
erhält,  wenn  man  den  zu  der  Altemante  (S3f)  gehörigen  Stab,  oder,  im 


*)  Die  Sterne  (die  Nullen  vertreten)  sollen  dazu  dienen,  das  Bildungsgesetz 
der  Formel  anschaulicher  zu  machen.  Die  (rlieder  in  der  Diagonale  fehlen  auch 
bei  den  entsprechenden  Gleichungen  der  Nicht-Euklidischen  Geometrie,  die  ande- 
ren durch  Sterne  bezeichneten  Glieder  kommen  erst  bei  dem  Grenzübergang  zum 
Euklidischen  Raum  zum  Verschwinden.  Dasselbe  gilt  von  den  Gleichungen  (16b) 
nnd  (18  b). 
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allgemeinen  Falle^  die  zugehörige  Summe  von  Stäben,  in  die  Ebene  u 
projicirt,  wie  es  nach  der  geometrischen  Theorie   der  Fall  sein  muss. 

Die  bilinearen  Formen  (16)  müssen,  gleich  Null  gesetzt,  wiederum 
die  im  ersten  Abschnitt  mit  %^  und  %Y^  bezeichneten  affinen  Trans- 
formationen darstellen. 

Eliminirt  man  also  aus  den  folgenden  beiden  Systemen  von  je 
vier  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  w,-,  Uj  und  w,-,  u/ 


=  K^o  +  Wl^l  +  !h^i  +  «8^)± 


(16b) 


(ux)  = 
(ux)  = 

+  {    *  —  ^28%  —  ^31 1^  —  ^12?*8  }  ^0  ± 

4-  {    ♦  ♦         —  ^^u^  +  Ä'^Wj }  X^  + 

±  {    *  +  ^OStil               *        —  ®01«*3 }  ^8  + 

+    {    *  —  ®02«*1  +  ^Ol!*2                *       }  ^ 


die  Grössen  u,-,  so  müssen  Transformationsformeln  rechtwinkliger  Ebenen- 
coordinaten,  oder  die  Gleichungen  einer  Bewegung  hervorgehen;  und 
zwar  muss  sich  diese  Bewegung  als  identisch  erweisen  mit  der  aus 
den  Gleichungen  (13)  abzuleitenden  Bewegung. 

Wir  werden  auch  diesen  Satz  weiterhin  bestätigt  finden. 

Begleitende  Quirle  der  geometrisehen  Summen  von  Quirlen. 

Sei  vorgelegt  zunächst  ein  einzelner  Quirl  0  =  JDJ,  =  Q^' ;  so 
finden  sich,  durch  leichte  Rechnung,  wie  in  den  vorhergehenden  Fällen, 
die  Begrenzungspunkte  x,  x  des  zu  einer  gegebenen  Ebene  u  gehöri- 
gen und  £l  begleitenden  Quirls  iQ2  =  Ds  : 

(«^)  =(5i«)  +  (£ir»), 

ferner  die  zu  diesem  begleitenden  Quirl  gehörige  Altemante: 
(19)  (Df X)  =  (Q^X)  =  -  ^  (^QS I «) . 

Beide  Formeln  gelten  ohne  Weiteres  auch  in  dem  Fall,  wo  D 
eine  geometi'ische  Summe  von  Quirlen  und  (DX)  die  zugehörige  Alter- 
nante bedeutet;  ferner  setzt  die  Uebereinstimmung  der  Ausdrücke 
(19)  und  (12)  die  Thatsache  in  Evidenz,  dass  bei  Zerlegung  der  zu  jQ 
gehörigen  Summe  von  Stäben  nach  u  und  senkrecht  dazu,  (S  =  @j-|-(g2^ 
der  zweite  Stab  @2  zu  dem  begleitenden  Quirle  gehört. 

Auch  die  Formeln  (18)  führen  wir  nochmals  in  entwickelter  Ge- 
stalt vor: 
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=  (  *     «lUi  +  u^u^  +  «bMs)  + 


(18b) 


(ux')  = 
(ux)  = 

+  {  —  öoiWo  ♦  +  Oj2«g  —  D,iW,  }  Wj  + 

+   {—00250  —  01231  ♦         +0*353}  M»± 

+   {—  Oo3§o+0,iSi—  O^jSg  ♦         }t<8. 


Auch  aus  diesen  beiden  Systemen  von  zweimal  vier  Gleichungen 
endlich  müssen  sich  also^  im  Allgemeinen ,  durch  Elimination  der 
Grössen  %  die  in  Punktcoordinaten  geschriebenen  Gleichungen  einer 
Bewegung  ergeben;  nämlich^  so  lange  die  geometrische  Summe  Cl 
von  Quirlen  sich  nicht  auf  einen  uneigentlichen  Quirl  reducirt,  einer 
Bewegung,  die  von  einer  Drehung  verschieden  ist;  im  ausgeschlossenen 
Falle  aber  die  Gleichungen  einer  ausgearteten  ümschraubung  (S.  76). 

§21. 
Farameterdarstelliing  der  Bewegungen  und  Umlegnngen  *). 

Führt  man  die  im  vorigen  Paragraphen  angezeigten  Eliminationen 
wirklich  aus,  so  ergeben  sich  zwei  verschiedene  Darstellungsweisen  der 
00^  Bewegungen  im  Räume,  d.  h.  des  Coefficientensystems  einer  recht- 
winkligen Goordinatentransformation  durch  sechs  von  einander  unab- 
hängige Grössen,  sogenannte  Parameter.  Keine  dieser  beiden  Para- 
meterdarstellungen ist  allgemeingültig;  es  ist  aber  sehr  bemerkenswerth, 
dass  beide  enthalten  sind  in  einer  Parameterdarstellung  der  Bewegungen, 
die  ausnahmslos  anwendbar  ist,  und  sich  von  jenen  nur  durch  die 
Einführung  gewisser  überzahliger  Parameter  unterscheidet. 

Wir  führen  zunächst  die  Darstellung  der  Bewegungen  in  (homo- 
genen, rechtwinkligen)  Punkt-,  Gewinde-  und  Ebenencoordinaten  an, 
indem  wir  die  Transformationscoefficienten  wie  folgt  bezeichnen: 

Xq  <^00^0  *  *  *        } 

a?i  =  «10^0  +  ^11^1  +  ^13^2  +  ^13*^8  7 

X2  =  ^20^0  +  ^1»^1   +  ^ii'^i  +  ^iS*^) 

^8  ^^  ^0^0  +  ^l**^!  +  ^82^2  +  ^8^8  7 


*)  S.  die  Abhandlung  des  Verfassers:  Von  den  Bewegungen  und  ümlegnngen, 
IT.  Math.  Ann.  Bd.  39  (1891)  S.  514  u.  ff.,  auf  die  wir  wegen  einer  eingehenderen 
Behandlung  des  Gegenstandes  verweisen.  Man  findet  dort  die  Parameter  (a,  P) 
auf  zwei  verschiedene  Arten  abgeleitet;  der  Grundgedanke  der  im  Texte  vorge- 
führten Herleitung  wird  ebenfalls  angedeutet  (S.  546).  Eine  vierte  Art  der  Be- 
gründung geben  wir  weiter  unten. 
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(3) 


«»'  =        ♦  0^21  ^1  +  ^**2  +  ^8*^8; 

K  ==        ♦  «81  «*1  +  ^2^2  +  «88^8  . 


Zwischen  den  Grössen  a^^^,  «n  •  •  •  «s«  bestehen  die  bekannten  Relationen : 

a*i*  +  0*2*  +  ö*8*  =  «00*  =  «u*  +  «2**  +  «8A* ; 
öiiöii-i  +  a/2ö;t2  +  öf/sö^M  =  0, 

«i««u  +  «iiai*  +  öt8«öt3*  =  0 ; 

(4)  «00»11  =  »22«8S  —  «28«82  > 

«00^28  =  «12^1  «11  ^2  > 

«00«82  =  «21  «18  —  «11«28  7       "•   8-   ^-5 
l«ll«22«88|=«00*; 

dazu  kommen  noch  die  folgenden  leicht  herzuleitenden  Gleichungen 

ttooöo*  -|-  öiofl^l*  +  «JO«i*  +  Ö80<*St  ==0,  h  -to 

«JO««)  +  «010*1  +  «.20*2  +  «030*3  =  0; 

«00^11  *^  «20«81  «S0«21> 

(6)  «00^28  =  «S0«18  —  «10«88  } 

«00^82  '^^  «10  «22  «20  «12  7       ^'   ^^   ^* 

Unter  diesen  Voraussetzungen  also^  deren  gegenseitige  Abhängig- 
keit wir  hier  nicht  zu  untersuchen  brauchen^  stellen  die  Gleichungen 
(1),  (2),  (3),  falls  ÜQQ  4=  ^)  ®^^®  Bewegung,  und  zwar  eine  und  die- 
selbe Bewegung  dar. 

Wir  definiren  nun,  in  verschiedener  Weise,  zwei  Systeme  homo- 
gener Grössen: 

Wir  setzen  im  Falk  der  Gleichungen  (13b)  und  (16h)  des  §  20: 


^    «1 

JC^j 

«1 

^08               „^; 

0 

^81"" 

«12=           ^\ 

(7) 


und  ebenso  im  Falle  der  Ghiehungen  (18b)  des  §  20: 
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Führen  wir  dann  in  den  beiden  ersten  Fällen  einen  neuen  (iiber- 
ziOdigen)  Parameter  ß^  und  im  letzten  einen  neuen  Parameter  a^  ein 
durch  die  Gleichung 

(9)  «0^0  +  «1^1  +  «sA  +  «SÄ  =  0, 

so  entsteht  durch  die  (auf  S,  173,  173,  174)  angezeigten  Eliminationen 
in  aüen  drei  Fällen  dieselbe  Formelgruppe, 

Es  werden  nämlich  jetzt  die  (nur  bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor 
bestimmten)  Coefficienten  in  den  Gleichungen  einer  Betcegung  durch  die 
acht  Parameter  «,,  ßi  ausgedrückt,  wie  folgt: 

«00  =  «0^  +  «1^  +  «2*  +  «s% 
«11  =  «0*  +  «1*  —  «2*  —  «3% 

(10)  «M  =  «0*  —  «1^  +  ^2^  —  «3% 

«83  =  «0*  —  «l^  —  flf»^  +  «3^; 

a^  =  2(«ga3  +  a^cc^))  aj,  =  2(a^a^  —  a^a^), 
031  =  2(03«!  +  a^a^y,  a^  ==  2(a^a^  —  a^a^) , 
«12  =  2(aia2  +  a^fh)',         a^i  =  2{a^a^  —  a^a^ ; 

«20  =  2(03 ft  —  «lA  —  «0/^2  +  «2/5o) , 
«so  =  2(ai/32  --  c/j/3i  —  «o/'s  +  «s/So)  ? 
«Ol  =  2(a2/J3  —  «3/^2  +  «o/^i  —  ^M} 
«02  =  2(a3/'i  —  o'iA  +  «oA  —  «2/50)7 
«08  =  2(^1  A  —  «j/Ji  +  «oA  —  «8  A) ; 

^11  =  2(^0  A  +  «1 A  —  «2  A  —  «3  A)  > 

(12)  6^3  =  2(a,  A  +  «3^  +  a,ß^  +  a,/3o) , 

^32  =  2(a2A  +  «sA  —  «oA  —  «^iA)>   «•  s-  *'• 

Diese  Oleichungen  befriedigen  in  der  That  identisch  die  Relationen 
(4)^  (5),  (6);  umgekehrt  kann  man  aber  auch,  wenn  eine  Bewegung 
z.  B.  durch  die  Gleichungen  (1)  gegeben  ist,  deren  Coefficienten  den 
Gleichungen  (4)  genügen,  ein  einziges  System  von  acht  Verhältniss- 
grössen  «,-,  ßi  ermitteln,  die  der  Bedingung  (9)  genügen,  und  vermöge 
deren  die  Transformationscoefficienten  sich ,  von  einem  unbestimmt 
bleibenden  Proportionalitätsfi^tor  abgesehen,  ausdrücken  lassen  durch 


(11) 
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die  Gleichungen  (10),  (11),  (12).  Man  hat  nämlich  zunächst,  als  Folge 
von  (10),  die  Proportionen 

(13)  a,j :  «1  :  cfj  :  «3  = 

^^  ^00  I     ^11  I  ^22  r  ^8  •  ^23  ^82  '  ^1  ^13  '  ^12           ^21  ""^ 

=  ^23  ^2  '  ^00  I  ^11  ^22  ^33  *  ^12  I     ^21  *  ^1  "T  ^13  ^^^ 

==  öhll  ^13  •  ^12  1  ^21  *  ^00  ^11  1  ^22  %3  •  ^23     I     ^32   ""^^ 

=  ^12  ^21  •  ^1  I  ^13  •  ^23  \      ^32  *  ^00  ^11  ^22  "l     ^33 ; 

vermöge  deren,  so  lange  üqq  nicht  verschwindet,  sich  die  Verhältnisse 
der  Ghrössen  c^  immer  finden  lassen.  Nachdem  die  WeHhe  dieser 
Grössen  seihst  irgendwie  bestimmt  sind,  ergeben  sich  völlig  bestimmte 
Werthe  der  Grössen  j8,-: 


(14) 


2aoo 

■ß.- 

«i»io  +  a8«a)  +  a3«»o» 

2000 

ßi  = 

ao«10  +  «S«SO          «2  «30» 

2«oo 

•ft- 

«««10       ao«8o  +  ai«8o> 

2aoo 

h- 

«»«10        «x«»       aG«so- 

Jede  Bewegung  lässt  sich  also  durch  die  Parameter  («,  ß)  darstellen, 
und  zwa/r  nur  auf  eine  einzige  Weise, 

Die  hiermit  eingeführten  Bewegungsparameter  lassen  sich  nun, 
wie  man  durch  allerdings  umständliche,  aber  doch  ganz  elementare 
Rechnungen  finden  kann,  in  einfacher  Weise  zur  Zusammensetzung 
mehrerer  Bewegungen  verwenden*). 

Sidien  die  Bewegungen  5,  S\  S"  in  der  Beziehung  SS'=  S'\  so 

dass  z,  B. 

'  x{S}x{S']x'\        x{S"]x'\ 

so  werden  die  Parameter  der  zusammengesetzten  Bewegmig  S"  aus  denen 
von  S  und  S'  abgeleitet  vermöge  der  Gleichungen 


(15) 


«0     =  «0«0   —  «1«1    —  «2«2   —  «3«3J 

a/'  =  «0«/  +  ^i«o'  +  «2  «3'  —  «3  «2'? 
«2"  =  «0^2'  +  «2  «0'  +  ^9^1  —  «i^s'; 


*)  Diese  Rechnungen  lassen  sich  durch  Gebrauch  der  Quatemionen  oder 
Biqüatemionen  sehr  abkürzen  (s.  a.  a.  0.).  Wir  wünschen  aber  die  Symbole  nicht 
zu  häufen  und  verzichten  daher  auf  den  Gebrauch  dieser  Hülfsmittel. 
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ßo'  =  ^ßo  —  «i/J/  —  «jft'  —  «8  A'  + 

ßi'  =  «oft'  +  «lA'  +  «ift'  -  «s A'  + 

,. g  .  +  A«/  +  /*!<  +  A«»'  —  A< ; 

^     ""^  A"=«oA'  +  «X  +  «sft'-«iA'  + 

+  ßo^%  +  A«o'  +  ßs^i  —  ßi^iy 

A"  =  ^oßi'  +  ^ßo  +  «1 A'  —  «2  A'  + 
+  A<  4-  A«o'  4-  A«i'  —  A«/ • 

Es  ergiebt  sich  daraus  u.  A. 

(17)  ^00  ^oo' =  ^oo"  • 

Wir  fügen  sogleich  noch  einige  geometrische  Folgerungen  hinzu, 
auf  die  wir  uns  zu  stützen  haben  werden. 

Die  Schraubungsaxe    der    Bewegung    S(a,  ß)    hat  die  Linieficoor- 
dinaten : 

(18)  ?oi  =  («00  -  O  •  «1,     ?«  =  «oA  •  «1  +  (»00  —  V)  •  A, 
u.  s,  w, 

Ist  9'  der  halbe  Brehungstjoinkel^  rj  die  halbe  Schiebungsgrösse  der 

Schraubimg   S{a^  ß),   bedeuten  femer  A^,  Aj,  Ag    die    Winkel,    die   die 

(orientirte)  Schraubungsaxe  von  S  mit  den  (ebenfalls  orientirien)  Coordt- 
natenaxen  bilden,  so  ist*) 

ctsr  d" :  cos  L  :  cos  A, :  cos  A. :  i7 

(19)  i 

=  —  «0  :     «1     :     «2     ••     «8     •  A  • 


7s^  obo  S  eine  Umschraubung^ 
so  verschwindet  der  Parameter  a^, 
und  umgekehrt. 


Ist  also  S  eine  Drehung  (Schie- 
bung), so  verschwindet  der  Para- 
meter ß^,  und  umgekehrt. 


Ist  S  eine  Umwendung,  so  ist  a^  =  0,  A  =  0,  und  die  ümwen- 
dungsaxe  hat  die  Coordinaten 

,^>^  ^01  •  voi  •  "Pos  •  vu  '  ^si  •  Vli 

=  «1  •  c^2  =  «8  •  A  •  A  •  A  • 

Ist  S  eine  Schidmng,  so  ist  «i  =  «,  =  «g  =  0  und  umgekehrt.  Die 
halbe  Schiebungsgrösse  und  die  Richtungscosinus  der  Schiebung  sind  dann 
bestimmt  durch  die  Proportion 


*)  Das  Vorzeichen  yon  ctg^  ist  a.  a.  0.  unrichtig  angegeben.  —  um  statt 
der  Proportion  (19)  eine  Gleichheit  der  entsprechenden  Glieder  herzustellen,  hat 
man  allen  fünf  Ausdrücken  rechts  detiselben  Nenner  y%^  —  a,'  hinzuzufSgen. 
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COS  L  :  cos  A«  :  cos  A« :      — 
(21)  *  ^  ^       n 

Endlich  ergiebt  sich  die  Lösung  der  Aufgabe:  Eine  von  einer 
Schiebung  verschiedene  Bewegung  S(a\  /3")  in  eine  Drehung  S(a,  ß) 
und  eine  mit  dieser  vertauschhare  Schiebung  8{a\  ß')  zu  zerlegen. 

Man  setze  etwa 

Po  —  ^  >         ri  —  Pi      I    jj  "1    I    jj  "»  _[_  a  "«  *  **i    ? 
a^'  =  1 ,        «1  =  0,..., 

(23)  /%f  f\  af Po" -,  " 

Po   —  ^  7  Pl  —  a,"«  +  a,"'«  +  «a"*  '  "l    ' 

U.  S.  f. 

Nunmehr  gelangen  wir  zu  einer  sachgemässen  Fassung  der  im 
vorigen  Paragraphen  behaupteten  Sätze. 

Drückt  man  die  Coordinaten  Ä,-^-  einer  nicht  verschwindenden  geome- 
trischen Summe  S  von  Keilen  nach  Nr.  (7)  durdi  die  Parameter  («,  ß) 

auSy   so    stellen   die    Gleichungen  (13  b)  in  §  20  (S.  172)    die  affinen 

%^ 
Transformationen  q._i  dar,  urhd  ebenso  die  Gleichungen  (16  b)  die  affinen 

Transformationen  cr-i  •    Die  Betvegung  S(a,  ß)  ist  also  der  Summe  von 

Keilen  assodirt. 

Dass  die  Transformationen  %^,  %^  liur  vorhanden  sind,  so  lange 
die  Bewegung  S  keine  Umschraubung  ist,  geben  die  Formeln  dadurch 
zu  erkennen,  dass  in  Nr.  (7)  der  Parameter  a^  als  gemeinsamer  Nenner 
auftritt. 

Ebenso  ergiebt  sich: 

Drücht  man  die  Coordinaten  D,y  einer  von  einetn  uneigentlichen  Quirl  ver- 
schiedenen geometrischen  Sumtne  D.  von  Quirlen  nach  Nr.  (8)  durch  die  Pa- 
rameter (a,  ß)  aus,  so  stellen  die  Gleichungen  (18b)  in  §  20  (S.  174)  die 

T 
Correlationen    «-i  dar.     Die  Bewegung  S(cc,  ß)    ist   also   der   Summe 

von  Quirlen  associirt. 

Hier  ist  eine  wesentliche  Voraussetzung,  die  nicht  aufgegeben 
werden  kann,  dass  /3q  von  Null  verschieden,  oder  dass  S  keine  Drehung 
ist.  Während  aber,  bei  der  festgehaltenen  Beschränkung  auf  reelle 
Grössen,  die  Ungleichung  cCq=^0  stets  die  andere  cc^q  =4=  0  nach  sich 
zieht,   ist  Dasselbe  nicht  der  Fall,  wenn  man  /J^,  ={=  0  voraussetzt:  So 

12* 


180  n,  §  21.    Parameterdarstelluiig 

werden  wir  nun  auch  auf  algebraischem  Wege  zu  einer  Erweiterung 
unseres  Satzes^  zu  dem  Begriff  der  atisgearteten  Untschravlbung  geftlhrt. 

Die  „ausgearteten  Umschraubungen"  (S.  76)  nun  lassen  sich  nicht 
unmittelbar  durch  die  Parameter  {a^  ß)  darstellen;  sie  entstehen  aber, 
wie  wir  sehen  werden,  aus  unseren  Formeln  durch  einen  Grenzüber- 
gang. 

Zunächst  erhalten  wir,  wenn  wir  in  den  Gleichungen  (18  b)  des 
§  20  entsprechend  dem  Uebergang  vom  eigentlichen  zum  uneigentlichen 
Quirl  D^j  =  J\2  =  Oq3  ==  0  setzen,  die  verkürzten  Gleichungen 

(ux')  =  1         ^ 

(24)  =  (u,Ui  +  w^  M^  +  ug  Ws)  + 

{ux)  =  J 

+  { ^12^1  —  OgiS, }  Wi  +  ( ClsaE,—  DigWi  j  u^ 
Setzen  wir  nun,  wie  oben  unter  (8): 

(8b)        ^=f»  ^»=ft'  ^"=S;' 

so  gelangen  wir  durch  Elimination  der  Grössen  Ui  zu  Gleichungen 

(25)  xi  =  akiXi  +  ajtiXi  +  aksXs  (k  =  1, 2, 3), 

die  sich  von  den  Gleichungen  (1)  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  die 
Glieder  mit  Xq  fehlen,  und  dass  in  den  Ausdrücken  (10)  der  nun  mit 
a^  bezeichneten  Transformationscoefficienten  an  Stelle  der  Grössen  at 
die  Grössen  ßi  getreten  sind. 

Wir  erhalten  also  atfs  den  Gleichungen  (18  b)  in  §  20  im  Grem- 
faü  des  uneigenUichen  Quirls  (D^i  =  D^j  =  ^ö  =  ^)  ^^  SifeZ/e  der 
Gleichungen  einer  Bewegung  eine  Transformation  (25)  der  Punkte  der 
unendlich  fernen  Ebene,  die  für  diese  Punkte  mit  einer  Drehung,  wid 
zwa/r  —  da  /Jq  =f=  0  —  mit  einer  nicht-involutorisclum  Drehung  iäterein- 
stimmt 

Diese  „ausgearteten  ümschraubungen^^  werden  also  durch  die  Glei- 
diungen  (8b)  den  uneigenUichen  Quirlen  zugeordnet:  Sie  sind  ihnen 
associirt. 

Der  mod.  it  bestimmte  halbe  Winkel  d"^  der  genannten  Drehung 
ist  nach  Obigem  gegeben  durch  die  Gleichung 

(26a)  —  ctg »^  =    ,_-    ■^g.^.r^-^: : 

andrerseits  hatten  wir  für  die  Oeffnung  des  uneigentlichen  Quirls  D 
(§  18,  Nr.  29,  §  19,  Nr.  22)  den  Ausdruck 


(26  b) 
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(lo)       ^  1 


abgeleitet.  Beide  Ausdrücke  sind  einander  gleich,  wie  es  die  geome- 
trische Theorie  verlangt  (s.  S.  77) ,  sobald  die  Axe  der  Drehung  und 
eine  Hauptaxe  des  uneigentlichen  Quirls  (d.  h.  seines  Trägers)  dieselben 
Richtungscosinus  haben,  also  gleichartig  orientirt  sind. 

Als  ein  Hauptergebniss  dieser  Untersuchung  erhalten  wir  nun- 
mehr die  folgenden  beiden  Sätze: 

(C.)  Jeder  Bewegung  S{a,  ß),  deren  Parameter  a^  nicht  verscf^witidet, 
lässt  sidi  —  durch  die  Gleichungen  (7)  —  eine  Ältemante  (ßdc)  ein- 
deutig unikehrhar  mordfien. 

Bewegungen  werden  linear  superponirt,  indem  ma/n  die  entsprechenr 
den  Ältemanten  addirt 

(D.)  Jeder  Bewegung  oder  ausgearteten  Umschrattbungj  deren  Para- 
meter ß^  nicht  verschwindet,  lässt  sich  —  durch  die  Gleichungen  (8) 
—  eine  Ältemante  (DX)  eindeutig  umkehrbar  jsuordnen. 

Die  genannten  Bewegungen  und  deren  bezeichnete  GrenefäUe  wer- 
den correkUiv  superpanirt,  indem  man  die  entsprechenden  Ältemanten 
addirt 

Schliesslich  wollen  wir  uicht  unterlassen,  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  dass  auch  das  in  §  2  behandelte,  durch  die  Zuordnung  zwischen 
Mitte  X  und  Normalebene  u  einer  Sehne  xx'  bestimmte  Nullsystem 
SB  sich  mit  Hülfe  unserer  Parameter  einfach  darstellen  lässt. 

Das  im  FaUe  cc^ß^^O  vorhandene  NuUsystem  SB  (S.  21)  oder  das 
zug^ärige  Gewinde  hat  die  Coordinaten: 

^nß\  -Pol  '  'Pos  •  ¥m  •  VK  •  -Psi  •  -Pl» 

=  «1   :  a,   :   «3  :  ft    :   /J,  :  /Jj    . 

Dass  und  wie  diese  Gebilde  im  ausgeschlossenen  Falle  ausarten,  ist 
leicht  zu  sehen. 

Liegt  ein  Eeil,  oder  ein  eigentlicher  Quirl  vor,  so  kann  man, 
nach  der  geometrischen  Theorie,  die  associirte  Bewegung  in  der  Weise 
finden,  dass  man  die  Spiegelungen  an  den  begrenzenden  Ebenen  oder 
Punkten  hinter  einander  ausfuhrt.  Diese  Operationen  sind  nicht  Be- 
wegungen: Sie  gehören  zu  der  vom  Verfasser  als  Umlegungen  bezeich- 
neten Schaar  von  Transformationen  des  Baumes,  die  alle  Figuren  in 
symmetrisch-gleiche  Figuren  überführen.     Um  auch  diese  Operationen 
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leicht  analytisch  ausführen  zu  können^   wollen  wir  auch  auf  die  Um- 
legungen noch  kurz  eingehen. 

Wir  bedienen  uns,  oder  können  uns  zur  Darstellung  der  Um- 
legungen  bedienen,  wiederum  der  acht  homogenen  Parameter  (a,  /J), 
die  durch  ditf  Relation  (9)  verbunden  sind.  Offenbar  erhalten  wir  alle 
Umlegungen,  und  jede  im  Wesentlichen  nur  einmal,  wenn  wir  unter 
Beibehaltung  der  Ausdrücke  (10),  (11),  (12)  an  Stelle  der  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  die  folgenden  treten  lassen: 

(27)  a;o'=  —  a^Xo,      Xk  =  atoXj  +  ühXi  +  «*2^2  +  atzXs  ] 

^01    ^^  ^11*01  ^li*Oi  ^18*08  } 

(28)  X»'  =       aiiX^s  +  aijXji  +  a,^I,^  + 

I     ^11*01      I     ^18*08  "7"  ^18*03  9        ^'  ®-   ^-5 

/OQ^  ^*o'  =  —  «00^0  —  «01^1    —  «o««*i  —  öto8«^; 

Uk  =  ükiUi   +  akiU2  +  a«ws 

(fc  =  1,  2,  3.).     Es  folgt  daraus: 

Ist  Ä(a,  ß)  eine  Bewegung  und  ^{a'ß')  eine  Bewegung  oder  eim 
Umlegung  j  so  werden  die  Parameter  der  ßusamnvengesetzten  Transforma- 
tion /S"=  SS\  die  im  ersten  Fall  eine  Bewegung,  im  zweiten  eine  Um- 
legung ist,  beidemal  geliefert  durch  die  Gleichungen  (15,  16a). 

Ist  dagegen  S{a,  ß)  eine  Umlegung  und  S'(a\  /?')  eine  Beweguttg 
oder  eine  Umlegung,  so  werden  die  Parameter  a\  ß''  der  zusammen- 
gesetzten Transformationen  SS'  —  einer  Umlegung  oder  einer  Bewegung 
—  gegeben  durch  die  Gleichungen  (15)  und  die  Gleichungen 

ßo'  =  —  «o/^o'  +  «ift'  +  «sft' 4-  «3 A'  4- 
^^^  ^)  ß^'  =  _  a,ß;  -  a,ß^  -  a,ß,'  +  a,ß,'  + 

+  ßa^l  +  /*!<  +  A«3'  —  ßi^^i,      «*.  s.  w. 

Während  also  nach  Obigem  die  Entgegengesetzte  einer  gegebenen 
Bewegung  durch  einen  Vorzeichenwechsel  der  Grössen  «j,  a,,  «j, 
ßiy  ßiy  ßs  erhalten  wird,  hat  die  Entgegengesetzte  einer  durch  ihre 
Parameter  (a,  ß)  gegebenen  Umlegung  die  Parameter 

(30)  f^o'  —  ^i'  —  ^i'  —  ^s'  —  ßo'ßi'ßi'ßz- 

Die  Umlegungen  verhalten  sich  in  gewisser  Hinsicht  gerade  ent- 
gegengesetzt den  Bewegungen.  Während  nämlich  bei  den  Bewegungen 
der  Ort  der  Sehnenmitten  x  und  der  Ort  der  Normalebene  S  der 
Sehnen  xx'  im  Allgemeinen  der  ganze  Punkt-  und  Ebenenraum,  in 
besonderen  Fällen  aber  eine  gerade  Linie  ist,  erfüllen  die  Sehnenmitten 
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bei  einer  ümlegung  im  Allgemeinen  eine  Ebene  ^  und  sie  vereinigen 
sich  im  besonderen  Falle  in  demselben  Punkt;  und  ebenso  bilden  die 
Normalebenen  der  Seimen  im  Allgemeinen  ein  Ebenenbündel,  und  im 
besonderen  Falle  vereinigen  sie  sich  alle  in  einer  einzigen  Ebene*). 


Bei  jeder  Umlegung  S(a,  ß)  bleibt 
(icenigstens)  eine  eigenüiche  Ebene 
in  Buhe,  der  Ort  der  Sehnenmitten 
die  yjMittelebene^'  der  Umlegung,  mit 
den  Coordinaten 


(31) 


Mo  :  Wi :  Mi :  Ws 


Bei  jeder  Umlegung  bleibt  (wenig- 
stens) ein  eigentlicher  oder  uneigentr 
liclier  Punkt  in  Ruhe**),  der  Ort 
der  Normalebenen  der  Sehnen,  der 
„Mittelpufiktf'  der  Unüegung,  mit 
den  Coordinaten 


(32) 


=  ^0'ßl'ßt  '  ßs ' 


Beide  Gdrilde,  Mittelpunkt  und  Mittelebene,  liegen  vereinigt  (s.  Nr.  9). 

Der  Mittelpunkt   rückt   ins  Unendliche,   wenn  der   Parameter   a^ 
verschwindet. 


Wird  die  Mitteldmie  unbestimmt, 
so  ist  die  Umlegung  eine  Spiege- 
lung an  einem  Punkt,  nämlich  an 
ihrem  Mittelpunkt 

Die  Spiegelung  an  einem  gegd>e- 
nen  Punkt  x^:  x^:  x^i  x^  Jiat  also 
die  Parameter 

■"■"  Xfk  a  yj  •  \j  »  \j  •  \'  »  x-t  •  Xa  •  Xu  • 


Wird  der  Mittelpunkt  unbestimmt 
so  ist  die  Unüegung  eine  Spiege- 
lung an  eitler  Ebene,  nämlich  an 
ihrer  Mitteld>ene, 

Die  Spiegelung  an  einer  gegeben 
nen  Ebene  Uq  :  u^iu^i  u^  hat  also 
die  Parameter 

«0  :  «1 :  ff,  :  «3  :  ß^  :  ß^i  ß^:  ß^ 

=  0  :  Wj :  Wj :  Mj :  Mo  :  0  :  0  :  0 . 


Im  Allgemeinen,  d.  h.  wenn  die  Umlegung  weder  eine  Spiegelung 
an  einem  Punkt^  noch  auch  eine  Spiegelung  an  einer  Ebene  ist,  kann 
sie  auf  eine  einzige  Weise  zerlegt  werden  in  eine  Spiegelung  an  einer 
Ebene  —  ihrer  Mittelebene  —  und  eine  mit  dieser  Spiegelung  ver- 
taoschbare  Drehung  oder  Schiebung;  und  ebenso  kann  sie,  so  lange  a^ 
nicht  verschwindet,  auf  eine  einzige  Weise  zerlegt  werden  in  eine 
Spiegelung  an  einem  Punkt  —  ihrem  Mittelpunkt  —  und  eine  mit 
dieser  Spiegelung  vertauschbare  Drehung.  Näher  auf  diese  Dinge  ein- 
zagehen  haben  wir  keine  Veranlassung. 


*)  Man  findet  in  der  citirten  Abhandlung   auch  rein  geometrische  Beweise 
aller  der  Sätze,  die  hier  der  Kürze  halber  nur  algebraisch  begründet  werden. 

^)  Abgesehen    von    dem   uneigentlichen   Schnittpunkt    der    Normalen   der 
Mittelebene. 
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Wir  ivollen  die  ahgehiteten  Formdn  dazu  verwetiden,  den  Grenz- 
Übergang  von  einer  Jjnischraubung  zu  einer  ausgearteteti  Umschraubung 
nun  auch  analytisch  durchzuführen. 

Eine  Umschraubuiig  kann  zunächst  in  der  Form  {S;?^}  =  {|}{^} 
dargestellt  werden,  d.  h.  als  Folge  einer  Spiegelung  an  einem  Punkt  5 
imd  einer  Ebene  ^.  Wir  drücken  diese  Thatsache  nach  Obigem  ana- 
lytisch aus,  indem  wir  setzen 

«0  =  0?  ßo  =  —  ^to  —  ilti—iii^2  —  ^i^9  7 

«1  =  So^l  7         ßl  =  ls^8  —  ^8^2  >       ^-   8-   ^• 

Um  den  verlangten  Grenzübergang  zu  leisten,  müssen  wir  nun  den 
Punkt  I  ins  Unendliche  rücken  lassen,  und  gleichzeitig  in  geeigneter 
Weise  den  Punkt  x,  den  wir  der  Umschraubung  unterwerfen  wollen. 
Bei  dieser  Operation  kommt  es  aber  nur  darauf  an,  die  Grenzlage  des 
Punktes  X*  zu  ermittek,  der  aus  dem  Punkte  x  durch  die  Spiegelung 
{Sj  hervorgeht-,  denn  die  andere  Spiegelung  {^},  die  a;*  in  den  x 
zugeordneten  Punkt  x'  überfuhrt,  bleibt  im  Grenzfall  ungeändert. 

So  lange  nun  die  Punkte  x  und  |  im  Endlichen  liegen,  kann  die 
analytische  Darstellung  der  Spiegelung  {|}  durch  die  Gleichungen 
erfolgen 

3  +  5  =  4        (^  =  1,2,3). 

Wir  führen  nun  unter  der  erlaubten  Voraussetzung  Xo  =  xjf  und 
unter  der  den  allgemeinen  Fall  darstellenden  Annahme 

statt  der  Grössen  Xi,  Xt,  X3,  x*,  xt,  Xs  sechs  neue  Grössen  y^,  y^,  Vj, 
yt,  yt,  yt  ein,  die  dieselben  Verhältnisse  haben,  vermöge  der  Glei- 
chungen 

^*=y*(5i*  +  l,*  +  5s*), 
4  =  y?(lx*  +  W  + 1»*)  5 

wir  erhalten  dann  nach  Unterdrückung  des  zunächst  noch  von  Null 
verschiedenen  Factors  So   im  Nenner  die  Gleichungen 

(li*  + 1,*  +  l,*)(y?  +  yk)  =  2mxyi  +  5»y,  + 1»%); 

setzen  wir  nunmehr  g^^  =  0,  und  unterdrücken  wir  in  den  Ausdrücken 
der  Grössen  y*,  die  ja  nur  die  Rolle  von  Yerhältnissgrössen  haben, 
den  von  Null  verschiedenen  Nenner  i,^  -|-  W  +  S»^?  so  entstehen  die 
Gleichungen 
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yt  =  (I,*  -  I,*  -  V)  ■  Pi  +  2y,  •  y,  +  2|,li .  y, 

1 

u.  s.  f.,  in  denen  man  die  Lage  des  Punktes  y  nun  nicht  mehr  zu  be- 
schränken nöthig  hat. 

Diese  letzten  Gleichungen  stellen  eine  involutorische  Drehung, 
eine  TJmwendung  mit  den  Parametern  0,  l^,  l^;  Ss  soweit  dar,  als  nur 
Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  in  Betracht  gezogen  werden. 
Andrerseits  aber  reducirt  sich  auch  die  Spiegelung  an  der  Ebene  ^, 
wenn  man  nur  auf  die  uneigentlichen  Punkte  achtet,  auf  eine  solche 
Drehung,  nämlich  auf  die  TJmwendung 

Vi  =  (V'i'  —  ^2'  —  ^3')  •  yt  +  2il;,t2  •  yt  +  2^8 1/;^  .  yt . 

Die  beiden  gefundenen  Um  Wendungen  haben  wir  nun,  nach  Nr.  (15), 
zu  einer  Drehung  zusammenzusetzen;  die  Parameter  dieser  Drehung 
werden  dann 

«0   =  —  li^i  —  ^2^2  —  IsV's 

d.  h.  es  besteht  die  Proportion 

(32)  Lim.  {/3o  :  ß^:  ß^:  ß^]  =  at :  at  :  cc?  :  cct . 

^iT  erhalten  also  zur  Darstellung  unserer  ausgearteten  Umschrau- 
bung  dieselben  Gleichungen  (25),  die  wir  oben  schon  auf  anderem 
Wege  abgeleitet  hatten.  — 

Wir  fugen  noch  einige  Bemerkungen  historischen  Inhalts  hinzu. 

Die  Gleichungen  (10)  sind  die  bekannten  Formeln  Euler's.  Die  zu- 
gehörigen Gleichungen  (15)  bilden  das  sogenannte  Multiplicationstheorem 
der  Hamilton'schen  Qimternionen'^  sie  finden  sich,  wie  neuerlich  bekannt  ge- 
worden ist,  bereits  in  nachgelassenen  Aufzeichnungen  yon  Gauss.  Ebenso 
bilden  die  Gleichungen  (15)  und  (I6a)  zusammen  das  Multiplicationstheorem 
einer  der  drei  Arten  von  Biquaternionen^  die  Clifford  betrachtet,  aber  nicht, 
wie  wir,  zu  einer  Parameterdarstellung  der  Bewegungen  verwendet  hat. 
Von  den  drei  auf  die  Ponnehi  (I3b),  (16b),  (18b)  in  §  20  bezüglichen 
Sätzen  findet  sich  der  erste,  allerdings 'nicht  ganz  correct  foimulirt,  in  einer 
Abhandlung  von  Rodrigues*).  Alle  drei  Pormelgruppen  sind  verschie- 
dene GrenzfUlle  von  Cayley's  Formeln  zur  Darstellung  orthogonaler  Sub- 
stitutionen, und  auch  die  umfassenderen  Gleichungen  (10),  (ll)  lassen  sich 
durch  einen  Grenzübergaug  aus  solchen  herleiten,  die  Cayley  angegeben 
hat.  (Vgl.  hierzu  Baltzer's  Determinanten,  §  14  der  IV.  Auflage.)  —  Auch 
die  Formeln  Cayley' s  selbst  können  in  der  Weise  vervollständigt  und,  in 


*)  Des  lois  gäom^triques  qui  r^gissent  les  ddplacäments  d'un  Systeme  solide 
dans  Tespace.  Liouville  T.  t.  6.  (1840).  Die  Parameter  Ä,.^  sind  von  ihm  so  be- 
zeichnet : 

2Ä„^ m,     2Ä„=-n,     2^,,  ==  —  |?,    2Ä^„  =  A,     2^8i  =  B,     2^^,  =  f. 
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Nicbt-£aklidischen  Mannigfaltigkeiten  von  beliebiger  Dimensionenzabl  geo- 
metrisch gedeutet  werden,  wie  ihre  von  uns  bebandelten  Grenzfölle.  (Math. 
Ann.  Bd.  39,  S.  444,  446,  513.) 


§  22. 
Gfreometrisohe  Summen  von  Motoren  und  Impulsoren. 

Um  unsere  weiteren  Darlegungen  nicbt  unterbrechen  zu  müssen, 
stellen  wir  zunächst  einige  Formeln  zusammen,  die  sich  auf  das  Rech- 
nen mit  den  in  §  17  (Nr.  34  und  35)  eingeführten  Invarianten  (3£2)3) 
und  {X^3}  von  drei  Geraden  oder  Gewinden  beziehen.  Betrachtet 
man  in  einem  solchen  Ausdruck  zwei  der  in  ihn  eintretenden  Gewinde 
als  gegeben,  das  dritte  aber  als  veränderlich,  so  ist  damit  eine  Alter- 
iiante  definirt,  und  es  fragt  sich,  wie  die  Invarianten  der  vier  Tjpen 
(<ßD),  (5ß|D),  (5ßD9l),  l^ßDSR}  zu  bilden  sind,  wenn  eine  oder 
mehrere  der  eintretenden  Alternanten  ihrerseits  auf  die  genannte  Art 
bestimmt  sind.  Wir  schreiben,  um  die  gesuchten  Ausdrücke  kurz 
darstellen  zu  können^ 


,.  U==3ED,    wenn     (U3)  =  (XD3) 

^^  SB  =  X|,    u;e«n    (aB3)={3eD3), 

und  erhalten  dann  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichungen 

(2a)  (^3)-(3e2)B), 

(2b)  (^13)  =  0, 

(2c)  (fD^D)  =  (f||^)  =  0, 

(2d)  {^?Cl}  =  (3e|?ß)(2)|D)-(3e|D)(D|^), 

(3a)  (X|3)  =  {X2I3), 

(3b)  (3e§  1 3)  =  (X?)3) . 

(3c)         (3E|^£l)  =  (3e|f^)  =  (3e|^)(D|a)-(X.D)(?)|^), 
(3d)  {Xf^D}=(X|^)  = 

=  (3e^)(?)  I  o)  +  (x  I  ^)(DCi)  -  (3eD)(g)  I  ^)  -  (X I  ci)(D^) . 

Die  gestellte  Aufgabe  ist  hiermit  für  den  Fall  gelöst,  dass  eines 
der  vorkommenden  Gewinde  durch  das  Symbol  ^^  oder  ^^^  erklart 
ist;  verwickeitere  Fälle  lassen  sich  auf  diesen  Fall  zurückführen,  z.  B. 
wird 
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^^'  =(X|^)(D|D)-(X!G)(2)|^).- 

Sind  nun  eine  Bewegufig  5(a,/3)  und  ein  Motor  SR®  zu  derselben 
geometrischen  Summe  ^  von  Keilen  associirt^  so  kann^  nach  der  geo- 
metrischen Theorie,  die  uns  auch  hier  als  Pfadfinder  dient,  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  den  Geraden  X,  ^  und  den  Parametern  (a,  ß) 
ohne  Weiteres  gefunden  werden:    Es  ist  iS=  {3£,  ^}   und  daher 

«„=-(xi2)),         ßo=-m), 

^1  ""^  *02  C/03  *08  c/08  ?  rl  ^^^  *^02  c/l2  •^08  cJsi 

£702*12  "r    C/08*3i;       ^*   ®'  ^' J 

d.  h.  die  Altemante  (S3);  ^^®  ^^^  ^^"^  ^*  ^*®  *^^^  ^^™  Motor  ÜR  zu- 
geordnet werden  kann,  lieber  mit  (SR 3)  bezeichnen,  wird  gegeben 
durch  die  Gleichung 

(6)  (2K3)  =  -^- 
Hieraus  folgt  zunächst 

(7)  J=K5K2W)=-||), 


(8)  ymw = .^Mra  ^(^iL' . 

Wir  erhalten  nunmehr  sogleich  Ausdrücke  für  die  Oefihung  und 
die  Länge  des  Motors  SR  =  3R|:  Die  Oeffmmg  des  Motors  wird  gleich 


^9)  ig^=-^^^+:^±^=yM^ 

(vgl.  §  17,  Nr.  15;   §  19,  Nr.  4,  11);    die  Länge   aber   findet  sich,  falls 
der  Motor  kein  Translator  ist,  gleich 

(lOa)     ^  =  - <^— - ^^^  _,(«iaK) 


(ygl.  §  17,  Nr.  33;  §  19,  Nr.  5);   falls  aber   der  Motor   sich  auf  einen 
Translator  reducirt,  gleich 

^      ^  ^  «,  (lo) 

(Vgl.  §  17,  Nr.  42;  §  18,  Nr.  29;  §  21,  Nr.  21.) 

Ist  der  Motor  nicht  durch  Anfangs-  und  Endlinie,  sondern  durch 
die  zugehörige  Altemante  (9)23)  g^g^^^^;  so  kann  man  ihn  wiederum 


188  n,  §  22.     Geometrische  Summen 

leicht  in   der   Form  3Jl^   darstellen:    Man  nehme    die   Anfangslinie  3E 
als  Querlinie  des   zugehörigen  Linienkreuzes  beliebig  an^  so  also,  dass 

(aRX)  =  0,        (SR  130  =  0; 

die  Endlinie  ^  wird  dann  gefunden,    wenn   man   setzt    {^}  =  [X]S 
oder 

nn  (?)3)  _  (3^8)  +  ( ^^S )  -  ^(^^)(3g 1 8) . 

in  der  That  wird  diese  Gleichung  durch  die  Substitution  (6)  in  eine 
Identität  verwandelt. 

Nunmehr  können  wir,  wenn  zwei  beliebige  Altemanten  gegeben 
sind,  diese  als  algebraische  Bilder  von  Motoren  betrachten,  und  wir 
können  diese  Motoren  auf  eine  gemeinsame  Anfangslinie  O  bringen. 
Seien  also  die  beiden  Motoren  9)1^  und  äß^,  so  können  wir  eine 
Gerade  3  definiren,  indem  wir,  eine  yeränderliche  gerade  Linie  nun- 
mehr mit  S  bezeichnend,  den  Ansatz  machen 

(12)  (aR*S)  +  (9Ä»Ä)  =  (9Ä8Ä). 

Die   Bestimmung   der   Geraden   Q   wird    ermöglicht   durch    die    Glei- 
chung (11):  Aus  (6)  folgt  zunächst: 

und  aus  (11),  nach  Unterdrückung  der  stets  von  Null   yerschiedenen 
Nenner, 

(3Ä)  =  (DÄ)+  m^os}-H^lm^(0\s)  = 

=  (^S)  +  — öja^)     f-    (£)|g) 

r(OXD36)  (0360?))  (DD(0?))1 

^l(D|X)»    ^     (Oi30(D!?))^    (0|?))*   r     '     ^ 

Berechnen  wir  nun  diesen  Ausdruck  mit  Hülfe  der  Formeln  (3), 
so  finden  wir,  wenn  wir  (wie  zuvor  in  ähnlichen  Fällen  —  §  18,  Nr.  23; 
§  19,  Nr.  15  und  28)  die  erhaltene  Gleichung  noch  durch  ZufÖgung 
eines  Nenners  (D  |  3)  =  (^   ^)  erweitern,  die  Gleichung 

(SS)  _  jm_  ,  (»^1  _  (0^  , 

(la^  (31  0)  ~  (3£  I  0)  "f"  (?)  I  O)        (D  |  D)  "T" 

,     f  (XD)_    ,     im  _  (D|D)(3g?»  1(01^). 
"f"  l  (X""0)  "T"  (?) ;  D)        (D  I  X)  (€  ;  ?))/  (O  ,  Cj ' 

auch   erkennen   wir  unschwer,  dass  diese   Gleichung  sowohl  die  Glei- 
chung (33)  =  0  als  auch  die  Gleichung  (12)  zur  Folge  hat. 
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Jetzt  lässt  sich  einsehen^  dass  die  durch  die  Gleichungen  (12)^  (13) 
erklarte  Beziehung  zwischen  yier  Geraden  O,  X;  ^,  3  identisch 
ist  mit  der^  die  wir  im  ersten  Abschnitt  durch  die  geometrische 
Gleichung 

definirt  hatten,  und  zwar  haben  wir  zu  diesem  Zweck  gar  nicht 
nöthig,  die  im  Torigen  Paragraphen  angesteUten  Ueberlegungen  her- 
anziehen. Zunächst  erhalten  wir,  wenn  m  eine  zu  O  senkrechte  Ebene 
bedeutet,  da  dann  (D  |  ^^  =  0  wird,  als  Folge  von  (13)  die  Gleichung 

^    ^  (8|0)  —  (3E|D)  "•"  (910)'       (D|0)  • 

Setzen  wir  nun,  den  Schnittpunkt  von  O  und  ra  mit  o  bezeichnend, 

(D ^l)  =  (©  I ») (MO)  —  (CJ  I  «) («0)  , 

nud  schreiben  wir  ausserdem  symbolisch 

(X^p:)  =  («p)  (vq) ,      (?)«ß:)  =  (.urXvs) , 
so  folgt 

(D  I  D)  =  iW  •  (0)  I  (0)  ,  (D^^)  =  —  (<D  1  C3){U0)  , 

(D  1 3E)  =  ilo)  •  {lp){mq),      (D  I  g))  =  (Zo)  •  (Zr)(«)S), 
und,  wenn  schUesslich  noch 

(3*:^)  =  («s),  (3£^:)  =  («!),  (D*^)  =  («i?) 

gesetzt  wird^ 

nrS^  (1*0   _  (M|)     ,     0*5)  _  (MO) 

^  ^  ^  («ö       («ö  "^  (i^)        Qo) ' 

Diese  mit  (14)  äquivalente  Gleichung  sagt  aber  aus,  dass  die 
Schnittpunkte  o,  g,  iy,  g  von  O;  X,  ^,  3  ^^i*  ^©^  Ebene  a>  die  Figur 
eines  Pandelogramms  bilden. 

Nunmehr  können  wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

(E.)  Jedem  Motor  3Ä  lässt  sich  eine  Altemante  (9JiX)  eindeutig 
umkehrbar  zuordnen  (Nr.  6,  11), 

Motoren  werden  geometrisch  addirt,  indem  man  die  entsprechenden 
Altemantcn  addirt. 

Die  OMS  drei  Geradere  D,  3£,  ?)  vermöge 

abgeleitete  vierte  Gerade  ß  ist  gegeben  durch  die  Gleichung  (13). 

Sind  eine  geometrische  Summe  Ä  von  Keilen  und  ein  Motor  SR  asso- 
eiirtf  so  sind  die  zugehörigen  Altemanten  einander  gleiehy  (ÄX)  =  (9RX), 
um?  umgekehrt,  — 
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In  derselben  Weise,  wie  die  geometrischen  Summen  von  Motoren, 
lassen  sich  auch  die  geometrischen  Summen  von  Impulsoren  behandeln. 
Es  mögen  die  Bewegung  8(a,  ß)  und  der  von  einem  Ejector  verschie- 
dene Impülsor  3|  zu  derselben  geometrischen  Summe  D  von  Quirlen 
associirt  sein.  Dann  ist,  nach  der  geometrischen  Theorie,  wie  oben 
Sfss  |3£,  ^},  und  es  können  daher  wiederum  die  Gleichungen  (5)  an- 
gesetzt werden.  Schreiben  wir  dann  (33Q  für  (DSQ,  so  erhalten  wir 
nun  an  Stelle  der  Gleichung  (6)  die  folgende 

(16)  (33) ^®|^; 

woraus  folgt 

(17)  •^=*(33)  =  --|^; 


Die  Länge  des  Impulsors  3  wird 
(19)     „ ft'  = (^g)  -=,-L- 

seine  Oe/fnung  gleich 


(20a)      tg  *  ^ pf-gj _  ^^3j . 

Geht  der  Impülsor  in  einen  Ejector  über,  indem  entweder  X  oder 
9  eine  uneigentliche  Gerade  wird,  so  wird  unsere  Herleitung  und  auch 
der  Ausdruck  (20  a)  selbst  illusorisch.  An  Stelle  der  Bewegung  Sia^ß) 
tritt  jetzt,  wenn  z.  B.  X  eine  eigentliche  und  ^  eine  uneigentliche 
Gerade  ist,  die  ausgeartete  Umschraubung,  die  durch  die  Spi^^long 
an  dem  uneigentlichen  Punkt  von  X  und  die  darauf  folgende  Spi^e- 
lung  an  f)  entsteht,  mit  den  Parametern 

A  ■=-««* (^W,    Ä  =  «i*  =  3E„?)«-3Eo.2),i,    u.8.f.; 

i  h.  die  zu  dem  Ejector  3|  gehörige  Altemante  (33)  ^^  """^  ^^^ 
Tor  gegeben  durch  den  Ausdruck  (16);  an  Stelle  von  (20  a)  aber 
erhalten  wir  als  Werth  der  Oeffnung  unseres  Ejectors  die  Grosse 

.20  b )  -  ctg  d*  = P^ =  -M^ . 

Es  ist  das  derselbe  Ausdruck,  den  wir  im  vorigen  Paragraphen 
unter  '26a)  angegeben  haben. 

Auch  die  weitere  Entwickelung  gestaltet  sich  ähnlich  wie  im 
Fälle  der  Motoren, 
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An    Stelle    der   Gleichungen    (11),   (12),   (13)    erhalten    wir    die 
folgenden  Gleichungen: 


(21) 


(g8)  _  (3g|8)-{33g8 )  - i(33)(3e8) 

(|)3E)~  (XfX) 


(22)  (3*ä)  +  (32ä)  =  (3^ä), 


(23) 


(8D)  —  (XD)  "T"  (SD)        (D  I D)  "T- 

.  |(3LL^)  .  010)  _  (0|P)(^g)i  (Da) 

■T"  t  (XD)   "^    (90)         (DX)(D?))  J  (D|D) 


deren  erste  yermoge  (16)  in  eine  Identität  übergeht,  und  deren  letzte 
wieder  die  vorhergehende  nach  sich  zieht. 

Um  nun  nachzuweisen,  dass  die  durch  die  Gleichungen  (22),  (23) 
dargestellte  Bezeichnung  zwischen  vier  Geraden  O,  X,  ^,  3  identisch 
ist  mit   der,   die   wir    im    ersten   Abschnitt   durch    die    geometrische 

Gleichung 

33E    i_  cv® Cfc8 
O  1"  ■Oß  —  -Oo 

ausgedrückt   hatten,   stellen    wir   zunächst   die  Gerade  D    als   Schnitt 
zu  einander  senkrechter  Ebenen  co,  g)  dar,  d.  h.  wir  setzen 

(DÄu)  =  ((otpuv) ,        ((ö  1 9)  =  0 . 

Wir  bringen  hierauf  die  Figur  unserer  Geraden  mit  der  Ebene  g)  zum 
Schnitt: 

^^  (80)  ■"  (XO;  +  (90)         (0|0)  ' 

Nun  folgt 

{D\0)  =  {(o\c3Kg>\(p),         (D|?ß;)^ (9l9)(o|w), 

und  wenn  z.  B.  (3£5ßl)  =  (wi))(v3),  und  (di%)  =  {(pp)(uq)  =  (w|)  ge- 
setzt wird,  so  dass  |  der  Schnittpunkt  von  tp  und  X  ist, 

(SD)  =  ((opKg)q)  =  —  ((d|); 
die  Gleichung  (24)  geht  also  über  in 
(2q\  (üö  _  (ü|)    I   (ü5)  _  (g>|t*) 

^      ^  («ö         (CDS)  "T"  (a>r,)         (cdIcd)^ 

nach  Nr.  (31),  §  19  aber  sagt  diese  Gleichung  aus,  dass 

Die  Behauptung   ist   also    erwiesen;    wir  können   nunmehr   den    Satz 
formuliren: 
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(F.)  Jedem  Impulsor  S  Jässt  sich  eine  Altemante  (3X)  eindeutig 
umkehrbar  anordnen  (Nr.  16,  21). 

Impulsoren  werden  geometrisch  addirt,  indem  man  die  entsprechen- 
den Altemanten  addirt 

Die  aas  drei  Geraden  D,  de,  ^  vermöge 

(s£    I     cv?) cv3 

abgeleitete  Gerade  3  ^^  gegeben  durch  die  Gleichung  (23). 

Sind  eine  geometrische  Summe  D  von  Quirlen  und  ein  Impulsor 
3  associirt,  so  sind  die  zugehörigen  Altemanten  einander  gleichj 
(OX)  =  (SS),  und  umgekehrt  — 

Um  mehrere  Anwendungen,  die  sich  von  den  bis  jetzt  entwickel- 
ten Formebi  machen  lassen,  einfach  darstellen  zn  können,  erscheint  es 
uns  nützlich,  eine  auch  sonst  schon  gebräuchliche  Terminologie  ein- 
zuführen. Wir  betrachten  irgend  eine  Altemante,  und  bezeichnen 
diese  mit  (993 3£);  indem  wir  es  ganz  unbestimmt  lassen,  ob  sie  einer 
geometrischen  Summe  von  Stäben,  Keilen  oder  Quirlen,  oder  einem 
Motor  oder  einem  Impulsor  zugeordnet  werden  soll.  Ist  dann  ^  irgend 
eine  eigentliche  Gerade,  so  nennen  wir  Moment  und  Comoment  der 
Altemante  in  Bezug  auf  die  Gerade  die  Ausdrücke 

.oß^  J^*)-  (21)  (^'^) 

Sind  femer  (SBaX)  und  (833^ 3£)  irgend  zwei  Alternanten,  so  nennen 
wir  relatives  Moment  und  relatives  Comoment  der  beiden  Altemanten  die 
Grössen 

(28)      (aBaSB^),  (29)      (SB«  1 855^). 

Die  Ausdrücke  (26),  (27)  sind  nun  linear  und  homogen  in  Bezug 
auf  die  Coefficienten  von  (833  X),  ebenso  (28)  und  (29)  in  Bezug  auf 
die  Coefficienten  von  (833« 3£)  und  (SSS^X).  Daraus  folgt,  dass  bei 
Addition  mehrerer  Altemanten  auch  die  zugehörigen  Momente  ent- 
sprechend addirt  werden;  und  hieraus  ergiebt  sich  eine  ganze  Reihe 
geometrischer  Folgerungen,  wenn  wir  nunmehr  mit  HüKe  der  abgelei- 
teten Gleichungen  den  betrachteten  Altemanten  Figuren  im  Räume 
zuordnen.     Wir  führen  kurz  einige  Beispiele  der  Art  an. 

Ordnen  wir,  unter  der  Annahme  (833«  333«)  =  0,  (833,^855^)  =  0  den 
beiden  Alternanten  Stäbe  zu, 

80  wird 
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m     (s.  s,)  -  ^IS^  - « Vit..  ,.,1,,  „) 

und  es  hat  daher,  wenn  man  die  beiden  geometrischen  Summen  2J@a 
und  S^ft  bildet,  die  entsprechende  Summe  der  Tetraedervolumina 
rechts  einen  constanten  von  der  Zerlegung  dieser  Summen  unabhängi- 
gen Werth;  sie  ist  nämlich  gleich  dem  relativen  Moment  der  beiden 
Alternanten  2J(@a3f)  und  27(@^3£).  Dies  ist  ein  längst  bekannter 
elementarer  Satz;  wir  können  aber  z.  B.  auch 


setzen  und  erhalten  dann  aus  der  Gleichung 

((S,    &\  —  (y/g  ja)  i^ß  nct)  —  (fPß  Va)  ('»/?  6«) 

(30)  ^^««^;-  {Ha)(}naK^ii\^(^) 

di8t(y^,  ja)  •  dist(y^,  Tjg)  -—  diat{(pß,  rja)  •  di8t(^^,  ja) 

008  (9^ ,  ^^) 

ein    analoges,    wenn    auch    nicht    ganz    so    einfach    auszusprechendes 
Resultat;  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Werden  die  betrachteten  Altemanten  beide  Motoren  oder  Impul- 
soren zugeordnet;  so  kann  man,  so  lange  nicht  mehr  als  zwei  solche 
Figuren  in  Firage  kommen,  u.  A.  annehmen,  dass  diese  eine  gemein- 
schaftliche Anfangslinie  O  haben.     Setzen  wir  also  etwa 

so  ergiebt  sich  als  Ausdruck  des  relativen  Momentes  beider  Motoren 
der  Werth 

(31)  «  dist  (D,  X)  .  tgang(D,  X)  +  dist  (D,  ?))  •  tgang(D,  ?))  - 

di8t(3e,  8)8inang(3e,  8) 


cos  ang  (0 ,  3£)  •  cos  ang  (0 ,  ?)) ' 

ähnlich  bildet  man  das  relative  Moment  zweier  Impulsoren  mit  ge- 
meinsamer Anfangslinie,  sowie  auch  die  entsprechenden  Ausdrücke 
unter  den  allgemeinsten  Voraussetzungen.  — 

Betrachten  wir  von  zwei  Motoren,  deren  zugehörige  Altemanten  mit 
(3ÄX)  und  (S3Sj  bezeichnet  werden  mögen,  den  ersten  als  Symbol 
einer  Dyname,  und  den  zweiten  als  Symbol  einer  infinitesimalen 
Bewegung,  indem  wir  die  Coordinaten  Wlik  von  (9ÄX)  in  der  üblichen 

study,  Geometrie  der  Dynamen.  13 
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Weise  als  Coordinaten*)  eines  Systems  von  Kräften,  und  die  Grössen 
aQ=  ly  /3q  =  0  und,  bei  Vernachlässigung  von  dfi^ 

(32)  «1  =  —  ^oidt,      A  =  —  ^n^t    u.  s.  w. 

als  Bewegungsparameter  ansehen,  so  wird,  wie  leicht  zu  zeigen, 

(33)  2(mSS)dt 

der  Ausdruck  der  Arbeit,  die  die  Dyname  hei  der  infinitesimalen  Be- 
wegung leistet*^).  Wegen  der  hieraus  zu  ziehenden  Polgerungen  ver- 
weisen  wir  auf  die  auf  S.  58  citirten  Werke. 

Bemerkenswerth  erscheint  uns  endlich  eine  aus  dem  Vorhergehen- 
den abzuleitende  geometrische  Deutung  der  gegenüber  Bewegungen 
invarianten  Gleichung  (3£^31  =0.  Die  hierdurch  bestimmte  Lagen- 
beziehung  von  drei  Geraden  kann,  fQr  den  Fall,  dass  diese  eigentUche 
Gerade  sind,  durch  den  folgenden  Satz  beschrieben  werden: 

Man  lasse  eine  veränderliche  Gerade  3'  ^^^  andere  S,  ?)  derart 
scJineiden,  dass  sie  eine  von  diesen  —  etwa  ^  —  rechtwinklig  trifft  Die 
so  entstandene  Linienfläche  (i,  Ä,  ein  ortJiogonales  Parabohid)  drehe  mati 
sodann  um  einen  rechten  Winkel  um  die  genannte  Axe  ^. 

Hierauf  unterwerfe  man  sie  allen  Schraubungen  um  die  gemeinsame 

Normale  X?)  von  X  und  ^,  oder,  falls  diese  unbestimmt  sein  sollte,  allen 
Schraubungen  um  irgend  eine  der  gemeinsamen  Normdien, 

jyie  so  aus  den  Geraden  Q'  schliesslich  abgeleiteten  Geraden  3  ^* 
fiiUen  ein  Gewinde,  oder  im  besonderen  Falle  —  wenn  nämlich  die 
Geraden  3£,  ^  einander  schneiden  oder  rechtwinklig  kreiieen  —  ein 
Liniengebüsch. 

Die  Gleichung  dieses  Gewindes  oder  Gebüsches  ist 

(34)  {X2)3}=o. 

Die  beschriebene  Abhängigkeit  wünschen  drei  Geraden  ^,  %l,  Q  ist 
also  symmetrisch,  sie  ändert  sieh  nidU,  wenn  man  diese  Geraden  bdidig 
vertauscM. 

Diese  Erzeugung  des  Gewindes  mit  Hülfe  zweier  gerader  Linien 
3E,  ^  dürfte  eine  der  einfachsten  und  anschaulichsten  sein,  die  es  giebt; 
es  ist  bemerkenswerth,  dass  das  construirte  Gewinde  auch  analytisch 
durch    eine  so   ausserordentlich   einfache  Gleichung  dargestellt  wird. 

Wir  werden  übrigens  auf  die  Bedeutung  der  Invariante  {S^ß} 
weiterhin  noch  zurückkommen. 


•)  Die  hier  ^^^  SRoj,  3Ro8 ,  ^s»  "^^i »  ®^j  genannten  Grössen   werden  in 
Lehrbüchern  der  Mechanik  gewöhnlich  mit  X,  Y^  Z^  L^  M^  N  bezeichnet. 
•♦)  F.  Klein,  Math.  Annalen  Bd  4,  S.  403. 
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§23. 
Ein  Uebertragungsprinoip. 

Wir  haben  nunmehr  die  im  ersten  Abschnitt  vorgetragene  geome- 
trische Theorie  znm  grösseren  Theil  auch  algebraisch  hergeleitet;  es 
stehen  aber  noch  aus  die  Sätze,  die  sich  auf  die  stereometrische  Addi- 
tion der  Motoren  und  die  stereometrische  Superposition  der  Bewegungen 
beziehen.  Um  nun  auch  diese  Sätze  in  einer  sachgemässen  Weise  ana- 
lytisch begründen  zu  können,  bedürfen  wir  einiger  Vorbereitungen.  Wir 
werden  uns  zu  diesem  Zwecke  gewisser  complexer  Grössen  bedienen, 
die,  bei  Beschränkung  auf  reelle  Coefficienten  der  Einheiten,  als  eine 
Ausartung  der  gemeinen  complexen  Grössen  angesehen  werden  können*). 

Um  uns  weiterhin  mit  voller  Sicherheit  bewegen  zu  können,  wollen 
wir  zunächst  das  gemeinte  System  von  complexen  Grössen  selbst  einer 
kurzen  Betrachtung  untei*werfen. 

Wir  bilden  zunächst,  nach  dem  Vorgange  Hamilton's**),  den 
Begriff  des  Grössenpaares  (g,  rf),  indem  wir  unter  |  und  rj  irgend  zwei 
reelle  oder  auch  gewöhnliche  complexe  Grössen  verstehen,  und  zwei 
solche  Gh-össenpaare  (J,  rj)  und  (|',  i^')  dann  und  nur  dann  einander 
gleich  setzen,  wenn  S  =  S',  rj  =  r^'. 

Es  werde  sodann  der  Begriff  der  Summe  zweier  solcher  Grössen- 
paare  erklärt  durch  die  Formel 

(€, '?)  +  (!',  v)  =  (s  +  r,ij  +  ij'), 

und  das  Product  eines  Grössenpaares  (|,  rj)  und  einer  einzelnen  reellen 
oder  complexen   Grösse  c  durch  die  Formel 

<S;^)  =  (g,  ^)c  =  (c|,  cri). 
Das  Orössenpaar  (0,  0)  werde  mit  0  bezeichnet.    Es  folgt  dann,  wenn 

a,  =  (1,  0),         B,  =  (0,  1) 
gesetzt  wird, 

Wir  erklären  sodann  eine  als  Multiplication   zweier  unserer  Grössen- 
paare  zu  bezeichnende  Operation  durch  die  Gleichung 

(1)  (g,i?)(r,i?')  =  (ir,iv+o. 

Dann   ergeben   sich   erstens,    wenn    verschiedene    Grössenpaare    durch 
einfache  Zeichen,  wie  a,  b, . . ,  dargestellt  werden,  die  Gleichungen 


*]  Vgl.  die  Encjclopädie  der  math.  Wissenschaften,  Art.  Complexe  Grössen. 
Bd.  I  (Leipzig,  1898),  insbes.  S.  166. 

^  Hamilton    hat   auf   diese   Weise   zuerst    die  gewöhnlichen   complexen 
Grössen  eingeführt. 

13* 
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ah^=hay      a(6  +  c)  =  aft  +  ac,      {ab)c  =  a{bc)y 

die  man  als  commutatives,  distributiYes  und  associatives  Gesetz  der 
Mnltiplication  zu  bezeichnen  pflegt^  zweitens  die  specieUen  Gleichungen 

Es  kann  also  das  ,,Product^  beliebig  vieler  unserer  OrSssenpaare  ge- 
bildet werden^  indem  man  die  Factoren  nach  den  gewöhnlichen  Rech- 
nungsregeln multiplicirty  und  dabei  alle  Glieder  weglässt^  in  denen 
mehr  als  ein  Factor  b^  auftritt.  Das  Ergebniss  dieser  Rechnung  wird 
immer  wieder  ein  Grössenpaar  der  Form  S^o  "I"  ^^i  ^^^'^• 

Nunmehr  ändern  wir  die  Terminologie.  Anstatt  von  einem  Paar 
von  Grössen  (l,  iy)  reden  wir  von  einer'  „dualen^  Crrösse  l^o  4"''?*i5  ^"^ 
wir  bezeichnen  die  Gesammtheit  aller  dieser  Grössen,  insofern  ihr  die 
Eigenschaft  innewohnt,  durch  die  erklärten  Processe  der  Addition  und 
Mnltiplication  reproducirt  zu  werden,  als  ein  System  dualer  Grössen. 
Die  dualen  Grössen  Sq  und  e^  bezeichnen  wir  als  die  Haupteinheit  und 
die  Nebeneinheit  dieses  Systems.  Die  dualen  Grössen  I^Sq  und  ijs^ 
mögen  als  der  scalare  und  vectorielle  Bestandtheil  der  dualen  Grösse 
S^oH'^^i  unterschieden  werden,  die  Grössen  |  und  r^  selbst  mögen 
der  scalare  und  vectorielle  Coefficient  von  S^o  +  ^^i  heissen.  Sind  sie 
reell,  so  nennen  wir  die  duale  Grösse  selbst  reeU,  andernfalls  camplex. 

Das  hiermit  definirte  System  von  Begriffen  kann  der  Form  nach 
noch  ein  wenig  vereinfacht  werden.  Es  folgt  nämlich  offenbar  die 
Addition  und  Mnltiplication  der  scalaren  Grössen  genau  denselben 
Regeln,  wie  die  Addition  und  Mnltiplication  der  reellen  oder  gewöhn- 
lichen complexen  Grössen.  Man  kommt  daher  zu  keinem  Widerspruch, 
wenn  man  die  Haupteinheit  Sq  durch  die  Definitionsgleichung 

mit  der  Einheit  des  gewöhnlichen  Rechnens  identificirt.     Damit  ¥rird 
das  Zeichen  Sq  überflüssig,   und  indem  wir  für  s^  einfach  £  schreiben, 
erhalten  wir  an  Stelle  der  Gleichungen  (2)  die  einzige  Gleichung 
(3)  f'-O, 

die  nun   bei  dem  Rechnen  mit  den  dualen  Grössen  der  Form  |  +  i?f 
zu  Grunde  zu  legen  sein  wird*). 


•)  Die  reellen  dualen  Grössen  unterscheiden  sich  also  von  den  gewöhnlichen 
complexen  Grössen  dadurch,  dass  an  Stelle  der  Gleichung  **  «=  —  1  die  Glei- 
chung ß*  t=^  0  tritt;  die  complexen  dualen  Grössen  sind  eigentlich  bicomplex. 
Indem  wir  für  die  Ton  den  gemeinen  complexen  Grössen  verschiedenen  Systeme 
von  —  nach  der  üblichen  Terminologie  „complexen"  —  Grössen  mit  zwei  Ein- 
heiten den  Ausdruck  ,,duale  Grössen"  einführen,  glauben  wir  Verwechselungen  in 
wirksamer  Weise  vorzubeugen. 
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Nach  den  angegebenen  Regeln  ist  die  Lösung  der  Gleichung 

öE  =  l, 

in  der  a  eine  gegebene  und  {  eine  gesuchte  duale  Grösse  der  Form 
i-}-  rj€  bedeutet,  immer  dann  und  nur  dann  möglich,  wenn  der  scalare 
Coef&cient  a  von  a  ==  a  +  «£  von  Null  verschieden  ist.  Die  Lösung 
l  ist  in  diesem  Falle  eindeutig  bestimmt  und  kann  mit  ar~^  oder  auch 

mit  —  bezeichnet  werden: 
a 

, .  1  ,  rt  —  Off 

^  ^  a  a' 

Ist  a  =»  0,  so  hat  das  Symbol  a~^  keinen  Sinn.  Es  ist  dann  jedes 
numerische  Vielfache  von  s  eine  Lösung  der  Gleichung  a  •  j  =  0;  ist 
aber  a  =4=  0,  so  kann  aus  dem  Bestehen  der  Gleichung  aj  =  0  ge- 
schlossen werden,  dass  £  =  0  ist.  Es  kann  also  aus  einer  Gleichung 
j^  ==  0  nur  geschlossen  werden,  dass  entweder  J  =  0  oder  ^  =  0  ist, 
oder  drittens  die  Congruenzen 

j  ^  0 ,  t|  z^  0  mod  £ 
bestehen. 

Wir  betrachten  nun  eine  aigehraiscJie  Gleichung 

Oor  +  «1?"""^  H h  o«-iE  +  a«  = 

in  der  die  Coefficienten  a*  =  a*  +  «t «  und  die  Unbekannte  E  =  a;-f-|£ 
duale  Grössen  der  betrachteten  Art  sind.  Soll  je  eine  Wurzel  dieser 
Gleichung  sein,  so  muss  zunächst  der  etwa  mit  dem  Gliede  an—mX^ 
beginnende  scalare  Goefficient  im  Ausdruck  (5)  verschwinden.  Dies 
giebt  eine  Gleichung  vom  Grade  m^n  für  x.  Sei  x  eine  reelle  oder 
gewöhnliche  complexe  Wurzel  dieser,  der  „verkür^ten^^  Gleichung,  so 
können  weiter  drei  Fälle  eintreten: 

1)  ;r  kann  eine  einfache  Wurzel  der  verkürzten  Gleichung  sein. 
Dann  erhält  man,  wenn  man  den  vectoriellen  Coefficienten  in  (5)  gleich 
Null  setzt,  einen  völlig  bestimmten  zugehörigen  Werth  von  J. 

2)  X  kann  eine  mehrfach  zählende  Wurzel  der  verkürzten  Glei- 
chimg  sein,  die  die  Gleichung  a^x"*  -}-''•  -j-  a»  =  0  nicht  befriedigt 
Dann  enthält  die  Forderung,  eine  Lösung  der  Gleichung  (5)  von  der 
Form  j  =  a;  +  §6  zu  finden,  einen  Widerspruch. 

3)  X  erfüllt,  als  mehrfache  Wurzel  der  verkürzten  Gleichung, 
auch  die  Gleichung  UqX^  +  •••  +  «»  =  0.  Dann  ist  J  =  a;  +  6^  eine 
Lösung  der  Gleichung  (5)  für  jeden  beliebigen  Werth  von  |. 
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Der  Fundamentalsatz  der  Algebra  lässt  sich  also  nicht  in  ein- 
facher Weisev  auf  unser  System  dualer  Grrössen  übertragen.  Es  gilt 
aber  wenigstens  der  folgende  Satz: 

In  dem  betrachteten  System  dmler  Grössen  hcU  eine  Gleichung  vf^ 
Grades  höchstens  n  isolirte  (reelle  oder  complexe)  Wurzeln,  und  sie  hat, 
wenn  diese  Maadmalzdhl  erreicht  wird,  auch  keine  weiteren  Wurzeln. 
Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  zugehörige  verJcürzte  Gleichung  n  getrennte 
(reeUe  oder  complexe)  Wurzeln  hat. 

Eine  Vereinfachung  findet  femer  allgemein  dann  statt,  wenn  die 
betrachtete  Gleichung  durch  einen  etwa  als  Erweiterung  zu  bezeichnen- 
den Process  aus  einer  gewöhnlichen  algebraischen  Gleichung  dadurch 
entsteht,  dass  man  die  duale  Grösse  ^  an  Stelle  der  Unbekannten  x 
setzt.  Es  wird  dann  £  =  x  für  jede  einfache  Wurzel  und  E  =  a:  +  ^S 
(bei  beliebigem  |)  für  jede  mehrfach  zählende  Wurzel  der  verkürzten 
(hier  also  der  ursprünglich  gegebenen)  Gleichung. 

Wir  betrachten  weiter  Potenzreihen  der  Form 

fii)  =  Ja*E*  =  £{a,  +  a,s)ix  +  ga)*  = 

0 

(6)  =  Uaito^  +  { 2;a*it:*  +  -ZJifc  •  a*  •  a^-^  •  S}  «  = 

Damit  eine  solche  unendliche  Reihe  einen  Sinn  habe,  muss  man 
natürlich  annehmen,  dass  die  Reihen  (p{x)  und  i>(x)  convergiren,  sagen 
wir  für  |a;|<r.  Ist  diese  Voraussetzung  erfüllt,  so  kann  die  Reihe 
(6)  im  Wesentlichen  ebenso  behandelt  werden  wie  eine  gewöhnliche 
Potenzreihe.  Insbesondere  gelten  die  gewöhnlichen  Regeln  der  Diffe- 
rentiation und  Integration;  es  ist  also 

lim^Mz:^ 
im  Inneren  des  Convergenzgebietes  eindeutig  bestimmt  und  gleich 

ebenso 

fmdi  =  ^1^  =f<p{x)dx  +  {ft(x)dx  +  v{x)i]ai 

ferner  existirt  eine  eindeutig  bestimmte  Umkehrung  der  Reihe  (6;  in 
der  Umgebung  einer  jeden  Stelle  im  Inneren  des  Convergenzgebietes, 
für  die  g?'(a;)=f=0;  endlich  entsteht  durch  „analytische  Fortsetzung^', 
d.  h.  durch  gleichzeitige  analytische  Fortsetzung  der  beiden  gewöhn- 
lichen Potenzreihen  g)(x)  und  ^(o;)  ein  dem  Begriff  der  „analytischen 
Function"   einer   gewöhnlichen   complexen    Veränderlichen    verwandter 
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Begriff  der  synektischen  Fundion  der  dualen  Veränderlichen  e==j;  +  |£, 
einer  Function,  deren  allgemeine  Form  nach  Obigem  —  unter  Voraus- 
setzung eines  gemeinsamen  Existenzbereichs  der  analytischen  Functionen 
fp{x)j  ilf{x)  —  ist 

und  die,  wenn  x(^7  I)  =  ^(^)  +  9  (^)  •  S  gesetzt  wird,  durch  die  Dif- 
ferentialgleichungen 

^'^  ag  ""^'     di~  ex 

für  die  analytischen  Functionen  g),  %  der  beiden  complexen  Veränder- 
lichen X,  S  charakterisirt  werden  kann*). 

Diese  einfachen  Ueberlegxmgen  werden  für  das  Folgende  gentigen. 
Wir  werden  zunächst  nur  algebraische  Gleichungen  der  einfachsten  Art, 
nämlich  lineare  und  quadratische  Gleichungen  zu  betrachten  haben, 
und  ebenso  auch  nur  synektische  Functionen  von  einfachstem  Bil- 
dungsgesetz. Diese  letzten  entstehen  z.  Th.  aus  gewöhnlichen  analytischen, 
nämlich  aus  den  goniometrischen  Functionen  und  ihren  Umkehrungen 
durch  Erweiterung  (vgl.  oben  S.  189),  d.  h.  dadurch,  dass  man  in  die 
Potenzreihen  für  sina:,  cosrr,  u.  s.  f.  an  Stelle  von  x  das  duale  Argu- 
ment J  ==  a:  4"  6*  substituirt.  Da  in  diesen  Fällen  die  vorhin  mit 
^{x)  bezeichnete  Function  verschwindet,  so  wird  das  Convergenzgebiet 
jeder  so  entstandenen  Reihe  identisch  mit  dem  der  ursprünglichen 
Reihe.  Wir  werden  also  unbedenklich  alle  zwischen  den  goniometri- 
schen und  cyclometrischen  Functionen  stattfindenden  Functionalglei- 
chungen  auf  die  erweiterten  synektischen  Functionen  übertragen 
können.  — 

Wir  woUen  nunmehr  OMSeincmdersetzeny  une  fnan  mit  Hülfe  der  ein- 
geführten dualen  Grössen  0U  einer  neuefi  analytiscJien  Darstellung  der 
geraden  Linie  im  Baume,  also  zu  einer  neuen  Art  von  Liniencoordinalefi 


•)  Wir  brauchen  den  Ausdruck  synektische  Function,  und  nicht  den  Aus- 
druck „analytische  Function",  da,  wo  mehrere  Wörter  zur  Verfügung  stehen,  ein 
allgemein  üblicher  Ausdruck  wohl  besser  auf  seine  ursprüngliche  Bedeutung  be- 
schränkt bleibt.  Uebrigens  bedeutet  unser  Begriff  der  synektischen  Function 
ein  Paar  analytischer  Functionen  von  zwei  complexen  Veränderlichen,  und  bildet 
gar  kein  Analogon  im  engeren  Sinne  zu  den  analytischen  Functionen  einer  ein- 
zelnen complexen  Veränderlichen,  die  Paare  von  reellen  Functionen  von  zwei 
reellen  Veränderlichen  sind.  Ein  wirkliches  Analogon,  das  bei  reellen  Werthen 
der  Grössen  x,  |,  a^,  Uj^  dem  Begriffe^  der  analytischen  Fortsetzung  einen  ähn- 
lichen an  die  Seite  stellen  würde ^,  ist  weder  in  unserem  Falle  vorhanden, 
noch  auch  bei  dem  dritten  durch  «*  =  -|-  1  definirten  System  reeller  dualer 
Grössen. 


200  II»  §  23.     Ein  üebertragungsprincip. 

geUmgen  kann,  die  wir  utiter  dem  Nmnen  vmi  StraJdencoordinaten  weiter- 
hin neben  PUidcer'schen  LiniencoordincUen  zu  venvendeti  holen  werden. 

Wir  gehen  aus  von  irgend  einem  Gewinde  oder  Liniengebüsch 
mit  den  Plücker'schen  Coordinaten  Hik^  und  wir  nehmen  dieses  Gebilde, 
wie  in  allen  bisherigen  Betrachtungen^  als  reell  an.  Aus  den  (reellen) 
Coordinaten  X;*  setzen  wir  nun  duale  Grössen  X^,  X,,  Xj  wie  folgt 
zusammen: 

(8)  Aj  =  3koi  -{-  ^23«  ,       Aj  =  Ao2  "r  ^1*  >        Xj  =  ÄQ3  -|-  Xigf  . 

Multipliciren  wir  diese  Grössen  mit  einer  ebenfalls  reellen  dualen 

Grösse   (>  =  <J  -(-  re,   so   entsteht  ein   neues  System   von   drei   dualen 

Grössen 

X/  =  pXi  ==  <j3Eoi  +  ( 6Ti^  +  rXoi }  « , 

u.  s.  f.,  aus  dem,  falls  <J  =f=  0>  durch  Multiplication  mit  qr^  auch  wieder 
das  ursprüngliche  System  (8)  abgeleitet  werden  kann. 
Die  Grössen 

sind  nun,  nach  unseren  früheren  Darlegungen,  die  Plücker'schen  Coor- 
dinaten eines  zu  dem  Gewinde  oder  Gebüsch  X  coaxialen  Gewindes 
oder  Gebüsches  3£',  und  zwar  (wenn  wir  nachträglich  hier  auch  den 
Grenzfall  6  ^=0  mit  einbeziehen)  des  allgemeinsten  Gewindes  oder 
Gebüsches  dieser  Art:  Ist  (X  |  ^)  nicht  identisch  gleich  Null,  so  haben 
beide  Gebilde  dl  und  3E'  dieselbe  Hauptaxe,  oder  es  reducirt  sich,  im 
Falle  c?  =  0,  das  Gewinde  3£'  auf  das  zur  Nebenaxe  von  3£  gehörige 
uneigentliche  Liniengebüsch;  verschwindet  (X|^)  identisch,  so  fallen 
beide  Gebilde  3£  und  X'  in  demselben  uneigentlichen  Liniengebüsch 
zusammen.  Da  nun  auch  umgekehrt  ein  reelles  Büschel  coaxialer  Ge- 
winde durch  seine  Hauptaxe,  und  ein  uneigentliches  Liniengebüsch 
durch  die  zugehörige  Gerade,  seine  Nebenaxe,  vollkommen  bestimmt 
ist,  so  ergiebt  sich: 

Sieht  man  die  drei  reellen  dualen  Grössen  X^,  X,,  Xj  (Nr.  8)  als 
VerhcHtnissgrössen 

in  dem  Sinne  an,  dass  eine  gleicfizeitige  Multiplication  dieser  Grössen 
mit  einer  dualen  Grösse  (>  =  tf  +  r«  von  nicht  verschwindendem 
scalarem  Bestandtheil  gestattet  wird,  so  können  diese  Grössen  X,-  als 
ein  System  von  Strdhlencoordinaten*)  auf'gefasst  werden. 

*)  Die  Worte  „gerade  Linie»*  und  „Strahl"  sind  bisher  von  den  Geometem 
unterschiedslos  gebraucht  worden.  Es  zeigt  sich  nun  aber,  dass  im  imaginären 
Gebiete   die   „Strahlencoordinaten**    zu    einer   anderen   Erweiterung   des    Begriffs 
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Sie  stellen  einen  eigentliclien  oder  uneigentlichen  Strald  dar,  je  nach- 
dem ihre  scalaren  BestandtJieile  wenigstens  theilweise  von  Null  verschieden 
oder  sämmtlich  gleich  Null  sind. 

Da  wir  durch  Einführung  des  Symbols  b  je  zwei  gewöhnliche 
(reelle)  Grössen  der  Form  nach  zu  einer  einzigen  verbunden  haben,  so 
wird  also  bei  unserer  Darstellung  der  geraden  Linie  diese,  ebenso  wie 
bei  der  Plücker'schen  Darstellung,  durch  ein  System  von  sechs  Verhält- 
nissgrössen  X,*  bezeichnet.  Die  bei  der  Plücker'schen  Darstellung 
erforderliche  Relation 

wird  aber  von  uns  jetzt  nicht  angenommen,  so  dass  von  den  sechs 
Coordinaten  eine  überzählig  und  die  ganze  Darstellung  in  gewissem 
Grade  unbestimmt  wird.  Dieselben  sechs  Grössen,  die  nach  Plücker 
als  Coordinaten  eines  Gewindes  anzusehen  sind,  dienen  uns,  als  „aMge- 
meine  StraMencoordinaten^ ,  zur  Darstellung  einer  Geraden  oder  eines 
j,Strahles^^,  der  Hauptaxe  des  Gewindes,  und  nur  dann,  wenn  das  Ge- 
winde sich  auf  ein  eigentliches  oder  uneigentliches  Liniengebüsch 
reducirt,  stellen  beide  Arten  von  Coordinaten  dasselbe  Gebilde  dar. 

Wir  werden  die  neu  eingeführten  Coordinaten  vorläufig  nur  in 
den  dualen  Verbindungen  X^,  Xg,  Xj  benutzen,  und  wir  werden  dann 
den  dargestellten  Strahl  mit  X  bezeichnen;  ebenso  stellen  wir  in 
diesem  Zusammenhang  überhaupt  durch  Lettern  des  grossen  lateini- 
schen Alphabets  gerade  Linien,  oder,  wie  wir  hier  lieber  sagen, 
StrMen  dar. 

Betrachten  wir  nun  irgend  eine  (reelle)  synektische  Function 
(s.  oben),  die  die  dualen  Coordinaten  zweier  oder  mehrerer  Strahlen 
X,  Y, . . .  enthält,  und  die  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  jedes  einzel- 
nen von  diesen  Strahlen  homogen  ist,  so  stellt  diese  Function,  gleich 
Null  gesetzt,  eine  Beschränkung  für  die  Lage  der  Strahlen  X,  Y,  .  . . 
dar,  da  wegen  der  vorausgesetzten  Homogeneität  die  Gleichung  sich 
nicht  ändert,  wenn  wir  an  Stelle  der  Grössen  X»-  die  oben  definirten 
Grössen  qXi  setzen,  und  zwar  wird  diese  Beschränkung   in   gewöhn- 

„gerade  Linie"  führen,  als  die  Plücker'schen  Liniencoordinaten.  Wir  haben  daher 
mit  Rücksicht  darauf,  dass  bei  manchen  Sätzen  die  eine,  bei  anderen  die  andere 
Erweiterung  näher  liegt,  zuvor  schon  eine  gewisse  Trennung  in  der  Termino- 
logie eintreten  lassen.  Eine  reinliche  Scheidung  Hess  sich  nicht  durchführen, 
nicht  sowohl,  weil  die  Begriffe  „Gerade"  und  „Strahl"  im  reellen  Gebiete  that- 
sächlich  identisch  sind,  sondern  weil  wir  Eigenschaften  geometrischer  Gebilde  un- 
tersuchen, die  nur  bei  der  Gruppe  der  Bewegungen  inyariant  sind.  —  Das  eigent- 
liche Wesen  der  gemeinten  Unterscheidung  kann  erst  durch  Untersuchung  um- 
fassenderer Tmusformationsgiuppen  ganz  klar  gemacht  werden. 
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liehen  Liniencoordinaten  im  Allgemeinen  durch  zwei  Gleichungen  aus- 
zudrücken sein,  da  der  scalare  und  der  vectorielle  Bestandtheil  der 
gebildeten  Function  jeder  für  sich  gleich  Null  gesetzt  werden  müssen. 
Natürlich  sind  es  nur  Functionen  und  Gleichungspaare  von  bestimmter 
leicht  durch  Differentialgleichungen  (vgl.  Nr.  7)  zu  charakterisirender 
Beschaffenheit,  die  in  solcher  Weise  zusammengefasst  werden  können. 
Bei  den  Anwendungen  der  genannten  dualen  Gleichungen  wird 
die  Bemerkung  gute  Dienste  leisten,  dass  man,  im  Falle  reeller  Ge- 
bilde, durch  Multiplication  der  dualen  Strahlencoordinaten  Xi  mit  dem 
Factor 

(X 1 3E)  -  i(3E3E)  •  £ 

an  Stelle  der  Coordinaten  dCiky  falls  diese  nicht  schon  selbst  der 
Plücker'schen  Gleichung  genügen,  immer  solche  einführen  kann,  die 
diese  Forderung  erfüllen.  — 

Ohne   uns  mit  Allgemeinheiten   weiter   aufzuhalten,    wenden   wir 
uns  sogleich  zu  Anwendungen  unseres  Goordinatensystems. 
Wir  bilden  zunächst  die  dualen  Ausdrücke 

(9)  (XY)  =  XiFi  +  Z,r,  -f  X.F„ 

(10)  (XYZ)^\X,Y,Z,\, 

und  untersuchen  zuerst  die  geometrische  Bedeutung  ihres  Verschwin- 
dens.  Diese  ist  leicht  zu  ermitteln :  Setzen  wir  für  die  Grössen 
Xi  u.  8.  w.  ihre  Werthe  (Nr.  8),  so  ergiebt  sich 

(11)  (xr)  =  (X|?))  +(x?))-e, 

(12)  (xrz)  =  (3E?)3)-f  {3e2)3}-«5 

es  sagen  aber  die  Gleichungspaare 

(XI?))  =0,  (Xg))  =  0  I 

(3£?)3)  =  o,      {3e?)3}  =  o 

eben  Dasselbe  aus,  wie  die  gleichlautenden  Paare  von  Gleichungen 
zwischen  Plücker'schen  Liniencoordinaten. 

Es  folgt  also,  wenn  wir  nur  den  wichtigsten  Fall  ins  Auge  fassen: 

Wmn  X  und  Y  eigentliche  Skalden  sindj  so  sagt  die  Gleichung 
(XI^  =  0  aus,  dass  diese  einander  rechtwinTdig  schneiden. 

Wcnyi  X,  Y,  Z  eigenüiclie  Strahlen  sifid,  so  sagt  die  Gleichung 
(XYZ)  =  0  aus,  dass  diese  eine  genieifisanie  Normale  zulasseftj  oder, 
im  besonderen  Falle,  zu  einander  parallel  sind. 

Der  erste  dieser  Sätze  kann,  etwas  allgemeiner,  auch  so  gefasst  werden: 


V»    • 

\ 
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Ei^ie  litieare  Gleichung 

(13)  {AX)  ==  (« 1 3£)  -f  («X) .  £  =  0 

zwischen  den  dualen  Strahlencooordinaten  X^,  X^,  Xg  wird  entweder 
durch  die  oo*  Normalen  eines  einzelnen  Strahls^  oder  durch  die  c»' 
Strahlen  eines  uneigenüiclien  StraldengebüscheSy  in  jedem  Falle  also  durch 
die  Querlinien  eines  Linienkreuzes  erfüllt 

Indem  man  ausdrückt,  dass  drei  solche  Gleichungen  mit  einander 
vertraglich  sind,  ergiebt  sich  unmittelbar  der  zweite  Satz,  den  wir 
ebenfalls  noch  in  einer  anderen  Form  aussprechen  wollen: 

Sifid  die  eigentlichen  Strahlen  X,  Y  nictU  parallel ,  so  stellt  die 
duale  Gleichung 

(14)  {ÜZ)  =  {XYZ)  =  0 

die  gemeinsame  Normale  U  von  X  und  Y  als  geometrischen  Ort  ihrer  cx)* 
Normalen  Z  dar;  sind  X  und  Y  aber  parallel,  so  wird  dieselbe  Glei- 
diung  durch  alle  oo^  Strahlen  Z  erfüllt,  die  mit  den  gemeinsamen  Nor- 
malen von  X  und  Y  einen  rechten  Winkel  bildefi.  In  jedem  Falle  also 
wird  die  Gleichung  erfüUt  dwrch  die  sämmtlichen  Querlinien  Z  eines 
durdi  X  mvd  Y  bestimmten  Linienkreuzes  —  desselben,  das  wir  in  §  1 
(S.  5)  beschrieben  hatten. 

Drücken  wir  die  Abhängigkeit  zwischen  den  dualen  Strahlen- 
coordinaten  üi  und  den  Coordinaten  X,-,  Yi  aus  durch  das  Zeichen 

(15)  U=XY 
(vgl.  S.  127),  so  folgt  weiter 

(16)  i£TPQ)  =  (XYPQ)  =  (XYPQ) 

=  (XP)(YQ)-(XQ)(YP); 

wir  haben  also  nunmehr  einen  analytischen  Process,  wie  er  auf  S.  122 
gefordert  wurde,  einen  Process  nämlich ,  der  auch  bei  einer  wieder- 
holten Normalenconstruction  noch  eine  hinreichend  übersichtliche  Form 
bewahrt^  wie  es  sich  bei  der  Anwendung  auf  die  stereometrische 
Addition  .der  Motoren  alsbald  zeigen  wird. 

Um  von  der  Gleichungsform  (14)  zu  der  in  §  17  aufgestellten 
Gleichung  Nr.  39  der  gemeinsamen  Normale  in  Plücker'schen  Linien- 
coordinaten  überzugehen,  hat  man  nur  durch  Multiplication  der  linken 
Seite  von  (14)  mit  einem  geeigneten  dualen  Factor  zu  bewirken,  dass 
an  Stelle  der  sechs  Grössen  U,*  solche  treten,  die  der  Plücker'schen 
Gleichung  genügen. 
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Zwischen  den  dualen  Bewegungsinvarianten  der  Typen  (9)  und 
(10)  bestehen  gewisse  identische  Relationen,  die  sich  erschöpfend  an- 
geben lassen.  Diese  Relationen  müssen  nämlich  der  Form  nach  yoU- 
kommen  übereinstimmen  mit  den  Relationen,  die  zwischen  den  durch 
Unterdrückung  der  vectoriellen  Bestandtheile  entstehenden  verkürzten 
Ausdrücken  (X  |  ^)  und  (X^3)  stattfinden.  Diese  lassen  sich  aber  alle 
rational  nnd  ganz  aus  zweien  unter  ihnen  zusammensetzen*).  Das 
fragliche  Relationensystem  ist  also  dieses 

(17)  (x,x,x,)(x,io  -  (x,x,xj(x,r)  -f  (x,XjX,)(x,r) 

-(XiX,x,)(x,r)  =  o, 

(18)  (x,x,X3)(r,r,r,)-|(Xjr.)(x,y,)(x,r,)|  =  o. 

Nach  Trennung  der  scalaren  und  vectoriellen  Bestandtheile  zerfällt 
jede  dieser  identischen  Gleichungen  in  zwei: 

(17a)  (XÄXJCXi  !?))-  +  •..     =0, 

(17b)      t(X,3E,3E,)(3ei?))+  {3E,3E,3e,)(3ejD)l-  + 0. 

(18a)        (3e,3E,3E3)(g),?),?),)-|(3EJ?)J(3E,|D,)(X,lg),)|  =  0, 

(ISb)  -|(3E,2)J(3E,|?),)(3E,|D,)|-|(3EJD,)(3E,?),)(3E,|?),) 

(3e,,g)J(X,;?),)(3e,Da)|  =  o. 

Die  Identitäten  (17a)  und  (18  a)  bilden  nun  die  analytische  Grund- 
lage der  Geometrie  im  Strahlenbündel,  wie  auch  der  sphärischen  Geo- 
metrie: Es  muss  also,  unter  geeigneten  Einschränkungen ^  möghch 
sein,  mutatis  mutandis  Sätze  aus  der  Geometrie  im  Strahlenbündel  aaf 
die  metrische  Strahlengeometrie  im  Räume  (und,  wie  wir  sogleich 
hinzufügen  wollen,  Sätze  aus  der  sphärischen  Geometrie  auf  die  Maass- 
geometrie der  orientirten  Strahlen  im  Räume)  auszudehnen. 

Wir  werden  hier,  von  weitergehenden  Entwickelungen  absehend, 
nur  einige  specielle  Beziehungen  darlegen,  die  aber  doch  schon  zeigen 
werden,  von  wie  grosser  Tragweite  das  Princip  ist,  zu  dem  wir 
gelangt  sind.     Wir  führen  zu  diesem  Zweck  zwei  neue  Begriffe  ein: 

*)  ß.  des  Verfassers  Abhandlung:  Die  Invarianten  der  projectiven  Gmppe 
einer  qua'l ratischen  Mannigfaltigkeit  von  nicht  verschwindender  Discriminante 
''Leipz.  Hi*r.  1897,  S.  443),  wo  der  Satz  auf  n  Dimensionen  ausgedehnt  ist.  Vgl. 
au«b   ,.M«'thoden    zur  Theorie  der   temären  Formen"  (Leipzig,  1889),  II,  §  6.  — 

Wir  w^*rrlen  übrigens  von  der  Vollständigkeit  des  angeführten  Systems 
kt*iu».*n  '■•^raurh  zu  machen  haben. 
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Wir  verstehen  unter  dem  dualen  Winkel  zweier  Strahlen  den  Atisdruelc 

(19)  (X,  Y)  =  ang  (X,  D)  +  dist  (X,  D)  ■  ., 

und  unter  dem  ducden  Sinus  dreier  Strahlen  X,  ^,  ß   den  aus  ihreti 
PlücJcer' sehen  Coordinaten  gebildeten  Ausdruck 

(20)  Sin  (X,  F,  Z)  =  (m±±Amt± . 

Die  erste  dieser  beiden  Grössen  ist  unmittelbar  geometrisch  er- 
klart; wir  haben  auch  schon  gesehen,  in  welcher  Weise  ihr  Unbe- 
stimmtheitsgrad  von  den  Orientirungen  der  Strahlen  dl,  ^  selbst  und 
ihrer  gemeinsamen  Normale  abhängt.  Ebenso  hat  auch  in  (20)  das 
scalare  Glied  eine  bekannte  geometrische  Bedeutung  (§  17^  Nr.  44); 
und  wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  sehen  ^  wie  auch  das  yecto- 
Helle  Glied  geometrisch  gedeutet  werden  kann.  Hier  schon  aber 
können  wir  nunmehr  den  Satz  aussprechen: 

Zwischen  den  gonioinetrischen  Functionen  der  dualen  Winkel  von  je 
zweien  unter  beliebig  vielen  Stralden,  und  den  dualen  Sinus  von  je  dreien 
dieser  Strahlen  bestehen  eben  dieselben  identiscJien  Belationen,  wie  zwiselien 
den  gewöhnlichen  Winkelfundionen  und  Sinus  von  Geraden  im  Strahlen- 
bündd. 

Ein  analoger  Satz  besteht^  wenn  man  die  betrachteten  Strahlen 
von  Tom  herein  orientirt:  An  Stelle  der  Geraden  im  Strahlenbündel 
treten  die  Punkte  einer  Eugelfläche.   . 

Die  goniometrischen  Functionen  dualer  Argumente  sind  nach  der 
oben  angeführten  Regel  zu  bilden.  Thun  wir  das,  so  ergiebt  sich 
ohne  Weiteres  der  angeführte  Satz.  Wir  finden  beispielsweise  un- 
mittelbar*) 

^2j^  .cos(X,D^^J>_== 

=  cos  ang  (X,  9)  —  sin  ang  (X,  ?))  •  dist  (X,  9)  •  « , 

/oo\  sm  (X,  T)  = y^ ^=y —  = 

(22)  ^    '    '  Vxx^/ITy 

=  sin  ang(X,  g)  -(-  cos  ang(X,  D)  •  dist(3£,  ?))•«, 

(23)  Sin(X,r,Z)_;;^=Jffa_. 

Bei   der  Ableitung  dieser    und   ähnlicher  Formeln   berücksichtige 


*)  Auch  hier  lassen  wir  die  Klammem  da  weg,  wo  Warzelzeicheu  sie  ent- 
behrlich erscheinen  lassen. 
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man,  dass  man  durch  Multiplication  der  dualen  Coordinaten  eines 
reellen  Strahls  X  mit  einem  geeigneten  dualeu  Factor  es  immer  errei- 
chen kann,  dass  (X3£)  verschwindet,  und  dass  jener  Factor  aus  Aus- 
drücken, die  homogen  sind  vom  Grade  Null,  wieder  herausfallt.  Man 
wird  also  gar  keine  Specialisirung  vornehmen,  wenn  man  von  vorn 
herein  (3£3£)  =  0  annimmt  und 

(24)  *      vxx  =  yxpe 

setzt:  Es  ist  (so  lange  nämlich  nur  reelle  Grössen  in  Betracht  kommen) 
gleichgültig,  ob  die  Werthe  der  in  die  Ausdrücke  (21) — (23)  eingehen- 
den Strahlencoordinaten  der  Plücker'schen  Relation  genügen,  oder  nicht. 

Der  angeführte  Satz  kann  als  ein  Ueberiraffungsprincip  bezeichnet 
werden,  insofern  er  erlaubt,  von  bekannten  Sätzen  zu  neuen  (und  all- 
gemeineren) überzugehen.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  nicht  nur  die 
Sätze  sich  übertragen  lassen,  sondern  auch  deren  Begründung,  Schritt 
vor  Schritt;  wir  werden  daher  den  Sachverhalt  genauer  ausdrücken, 
wenn  wir  sagen,  dass  die  in  der  sphärischen  Geometrie  z.  B.  benutzten 
Schlussfolgerungen  auch  noch  unter  allgemeineren  Voraussetzungen 
sich  verwenden  lassen. 

Bei  Anwendung  der  hiermit  gegebenen  Methode  muss  man  übri- 
gens sehr  vorsichtig  sein.  Das  Auftreten  von  parallelen  Strahlen  im 
Räume  hat  in  der  Regel  die  Folge,  dass  die  in  Betracht  kommenden 
liniengeometrischen  Sätze  Ausnahmen  zulassen,  die  in  der  Geometrie 
im  Strahlenbündel  kein  Analogon  haben.  Diese  Ausnahmefälle  lassen 
sich  leicht  charakterisiren ;  bei  einer  erschöpfenden  Untersuchung  be- 
dürfen sie  aber  in  jedem  Falle  einer  besonderen  Discussion.  Weitere 
und  tiefer  einschneidende  Yorsichtsmaassregeln  werden  nöthig,  wenn 
man,  wie  es  bei  vielen  Untersuchungen  sich  nicht  vermeiden  lässt, 
auch  Strahlen  mit  imaginären  Coordinaten  betrachtet. 

Wir  können  auf  die  dann  erforderlichen  Abänderungen  unserer 
Grundbegriffe  hier  nicht  eingehen.  Wir  wollen  aber  noch  an  einem 
ganz  einfachen  Beispiel  zeigen,  zu  welchen  eigenthümlichen  Vorkomm- 
nissen schon  die  Untersuchung  reeller  Strahlen  mit  Hülfe  der  dualen 
Coordinaten  führt.     Die  Formel 

(25)  Zi^öXi  +  tYi        (i=  1,2,3), 

in  der  6  und  r  irgend  welche  duale  Grössen,  X,-,  Ti  aber  die  dualen 
Coordinaten  zweier  verschiedener  Strahlen  bedeuten,  stellt  im  Allge- 
meinen das  ganze  Normalennetz  eines  Strahls  dar,  nämlich,  wenn  die 
Strahlen  X  und  Y  eigentlich  und  nicht  parallel  sind,  das  Normalen- 
netz der  gemeinsamen  Normale  von  X  und  F,  mit  Einschluss  der  in 
diesem  Netze  enthaltenen   uneigentlichen  Strahlen.     Dies   ist  eine    eon- 
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tinnirliclie  zweifach  ausgedehnte  Strahlenmannigfaltigkeit.  Wenn  aber 
die  Strahlen  X  und  Y  parallel  sind ,  oder  wenn  einer  von  ihnen  un- 
eigentlich ist,  80  tritt  eine  Verringerung  der  Dimensionenzdhl  der  durch 
die  Gleichungen  (25)  dargestellten  Mannigfaltigkeit  ein,  und  diese  wird 
überdies  reducibel:  Sie  besteht  erstens  aus  dem  Büschel  von  parallelen 
eigentlichen  Strahlen,  dem  X  und  Y  angehören,  zweitens  aus  dem 
Büschel  von  uneigentlichen  Strahlen,  das  den  uneigentlichen  Strahl  des 
ersten  Büschels  mit  dem  uneigentlichen  Strahl  verbindet,  in  dem  sich 
die  zu  X  und  Y  senkrechten  Ebenen  durchdringen.  Eine  continuir- 
liche  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  ein  Strahlenbüschel,  dagegen 
entsteht,  wenn  drittens  die  Geraden  X  und  Y  beide  uneigentlich  sind. 
Dass  derartige  Thatsachen  bei  verwickeiteren  Aufgaben  zu  Schwierig- 
keiten Anlass  geben  müssen,  liegt  auf  der  Hand.  Uebrigens  hätten 
wir  das  Auftreten  reducibeler  Strahlenmannigfaltigkeiten  durch  ein 
noch  einfacheres  Beispiel  erläutern  können:  Die  Formel 

(26)  Zi  =  6'  X, 

stellt,  wenn  6  wieder  eine  beliebige  duale  Grösse  ist,  ein  Linimkreuz 
dar,  d.  h.  im  Allgemeinen  die  beiden  Axen  eines  eigentlichen  Linien- 
kreuzes,  im  besonderen  Falle  die  Nebenaxe  eines  uneigentlichen  Linien- 
krenzes. 

Die  durch  die  Gleichungen  c *  =  -|-  1 ,  €*  =  0,  «^  =  —  1  definirten 
Systeme  dualer  Grössen  scheinen  zuerst  von  Clifford,  und  zwar  zum  Zwecke 
verschiedener  Erweiterungen  des  Quatemionencalculs,  benutzt  worden  zu 
sein.  Nach  ihm,  der  durch  frühzeitigen  Tod  an  der  Ausführung  seiner 
Pl&ne  gehindert  worden  ist,  haben  sich  zu  ähnlichen  Zwecken  mehrere 
Mathematiker  dieser  Symbole  bedient,  u.  A.  auch  der  Verfasser  in  seiner 
mehrfach  citirten  Theorie  der  Bewegungen.  Es  hat  sodann  Herr  Fr.  Schil- 
ling die  Bemerkung  gemacht,  dass  die  Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie im  Falle  complexer  Argumente  sich  in  Nicht-Euklidischen  Mannig- 
faltigkeiten negativer  Krümmung  reell  deuten  lassen  (Gött.  Nachr.  1891, 
Nr.  5  oder  Math.  Ann.  Bd.  39,  S.  598).  Die  diesem  übrigens  noch  seJir 
viel  allgemeiner  zu  fassenden  Satze  anhaftende  Beschränkung  auf  den 
Lobatschewsky'schen  Baum  und  auf  reelle  Argumente  ist,  durch  Ein- 
führang  beliebiger  dualer  Grössen  an  Stelle  der  gewöhnlichen  Imaginären, 
vom  YerfcLSser  beseitigt  worden  (Abb.  der  K.  Sachs.  Acadeniie,  1893,  Nr.  II, 
S.  229).  Hier  tritt  also,  wie  es  scheint,  zuerst  der  Begriff  des  dualen 
Winkels  im  Euklidischen  Baume  auf,  wie  er  im  Texte  vorkommt.  Zu  dem 
(nicht  veröffentlichten)  Beweise  seines  Satzes  hat  sich  der  Verfasser  auch 
damals  schon  dualer  Liniencoordinaten  bedient,  aber  solcher,  die  aus 
Flacker' sehen  Coordinaten  zusammengesetzt  sind.  Er  ist  durch  diese  die 
Branchbarkeit  des  Verfahrens  sehr  verringernde  Beschränkung  zu  jener  Zeit 
verhindert  worden,  die  Tragweite  der  benutzten  Methode  zu  erkennen. 

Auf  die  im  Texte  auseinandergesetzte,  mutatis  mutandis  auch  auf  die 
Nicht-Euklidische  Geometrie,  wie  auf  die  Geometrie  von  mehreren  umfassen- 


208  n,  §  24.    Anwendungen:  Trigonometrie  im  Strahlenraum; 

deren  (endlichen  und  unendlichen)  Gruppen  von  Transformationen  des  Linien- 
raumes anwendbare  Methode,  sowie  auf  deren,  wie  er  glaubt,  bedeutende 
Tragweite  hat  der  Verfasser  zuerst  in  seiner  mehrfach  erwähnten  Veröffent- 
lichung Yom  8.  Jan.  1899  hingewiesen.  Abgesehen  von  dem  Begriff  des 
dualen  Sinus^  in  dem  der  Begriff  des  dualen  Winkels  eine  nothwendige  Er- 
gänzung findet,  ist  als  ein  wesentlich  neues  Moment  hinzugekommen  der 
Gebrauch  eines  Systems  von  sechs  beliebigen  Grössen  im  Sinne  von  Linien- 
coordinaten. 

Einer  der  dieser  Methode  zu  Grunde  liegenden  Gedanken,  nämlich  die 
Verbindung  spedeller  (Plücke rascher)  Liniencoordinaten  zu  dualen  Grössen 
ist  inzwischen  von  mehreren  anderen  Seiten  entwickelt  worden.  Nach  einem 
während  des  Druckes  der  yorliegenden  Untersuchung  erschienenen,  leider 
sehr  kurz  gehaltenen  Referat  in  den  Fortschritten  der  Mathematik  (Bd.  28, 
1897,  S.  592)  —  ist  dieser  Gedanke  in  der  Beschränkung  auf  Euklidi- 
sche Geometrie  von  Herrn  A.  P.  Kotjelnikoff  (Schraubenrechnung  und 
ihre  Anwendungen  in  Geometrie  und  Mechanik,  Kasan,  1895,  russisch)  dar- 
gelegt, und  Yon  ihm,  wie  von  Herrn  D.  Seiliger  (Hauptformeln  der  com- 
plexen  Liniengeometrie,  Kasan,  Univ.  1897,  Nr.  12,  S.  93 — 108,  russisch) 
zu  Untersuchungen  über  Geometrie  und  Kinematik   verwendet  worden. 

Derselbe  Gedanke,  ebenfalls  in  der  Beschränkung  auf  Euklidische  Geo- 
metrie, findet  sich  femer  in  mehreren  Abhandlungen  des  Herrn  B.  de  Saussure 
(Am.  J.  V.  18,  1896  p.  304,  v.  19,  1897,  p.  329).  Indessen  hat  es  dieser 
Autor  an  der  gewöhnlichsten  Selbstkritik  fehlen  lassen.  Schon  das  Princip 
ist  bei  ihm  durch  den  Gebrauch  eines  unzulässigen  Symbols  {J  =  e^^j 
entstellt  Richtiges,  unklar  Gedachtes  und  geradezu  Falsches  ist  in  diesen 
Arbeiten  unlösbar  verquickt,  so  dass  nur  Der  Brauchbares  in  ihnen  wird  er- 
kennen können,  der  sich  bereits  im  Besitze  einer  zutreffenden  Formulirong 
des  Grundgedankens  befindet*). 

Ob  Herr  Kotjelnikoff  in  seinem  neuerdings  veröffentlichten  auch  die 
Nicht-Euklidische  Geometrie  berücksichtigenden  Werke  ebenfalls  dahin  ge- 
langt ist,  Systeme  von  sechs  beliebigen  Grössen  als  Liniencoordinaten  zn 
benutzen  und  auf  die  Geometrie  umfassenderer  Giiippen  anzuwenden,  hat 
der  Verfasser  aus  dem  russischen  Texte  nicht  feststellen  können.  (Vgl.  das 
Vorwort.) 


§24 

Anwendungen:    Trigonometrie  im  Strahlenraum; 
Stereometrische  Siumnen  von  Motoren. 

Substituirt  man  in  die  Identitäten  (17)  und  (18)  des  vorigen 
Paragraphen  die  Ausdrücke  (19)  und  1,20),  so  entstehen  die  folgenden 
beiden  identischeu  Gleichungen: 


•)  Man  vergleiche  eine  (freilich  nicht  genügende)  Kritik,  die  in  einem  kürz- 
lich erschienenen  K^ferate  (Fortschritte  der  Mathematik,  Bd.  28,  S.  449)  an  dieaen 
Arbeiten  geübt  wird.  Ein  älteres  Referat  (ebenda  Bd.  27 ,  S.  846)  reproducirt 
ganz  naiv  auch  handgreiflich  Unrichtiges. 
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Sin  (X„  X,,  XJ .  cos  (X„  Y)  -  Sin  (X„  X„  X,)  •  cos  (X,,  Y)  -f 
^  '  +  Sin  (X4, Xi,  X^) .  cos (X3,  7)  —  Sin (X^, X,, X3)  •  cos  (X^,  F)  =  0, 

Sin(x„X3,x,) .  Sin(r,,  r„  r,)  - 

—  I  cos  (Xi,  Ti)  cos  (X2,  Fg)  cos  (X3,  Fj)  |  =  0 . 

Auf  den  hieraus  durch  Verkürzung,  d.  h.  durch  Weglassen  der  vecto- 
riellen  Glieder  entstehenden  Identitäten  beruht  aber  die  ganze  sphäri- 
sche Polygonometrie;  die  gebräuchlichen  trigonometrischen  Formeln 
sind  theils  in  ihnen  unmittelbar  enthalten,  theils  ergeben  sie  sich  aus 
ihnen  als  algebraische  Folgerungen.  Diese  Folgerungen  aber  können, 
falls  man  die  Voraussetzungen  allgemein  genug  wählt,  in  gleicher 
Weise  gezogen  werden,  wenn  man  an  Stelle  der  Seiten  a»-  eines  sphäri- 
schen Dreiecks  und  der  Seiten  a,-  seines  Polardreiecks  die  ihnen  ent- 
sprechenden dualen  Winkel  im  Räume  setzt.  Wir  werden  von  den 
so  durch  Erweiterung  aus  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
hervorgehenden  Formeln  einige  Anwendungen  zu  machen  haben;  wir 
stellen  daher  die  wichtigsten  unter  ihnen  kurz  zusammen. 

Trigonometrie  im  Strahlenraum, 

Wir  verstehen  unter   P^,  P^,  Pj  drei   eigentliche    Strahlen,   und 
unter  Q^,  Q,,  Q^  deren  gemeinsame  Normalen,  so  dass 

(3)    (^,X)  =  (P,P,X),    (<2,X)  =  (P,P,X),     {Q,X)^iP,P,X), 

und  zwar  wollen  wir  annehmen,  dass  die  drei  letzten  Strahlen  durch 
die  ersten  bestimmt  sind,  und  ihrerseits  wieder  diese  in  gleicher  Weise 
bestimmen.  Die  sechs  Strahlen  P,-,  Qt  bilden  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  im  ersten  Abschnitt  mehrfach  besprochene  Figur  eines 
raumlichen  Sechsseits  mit  lauter  rechten  Winkeln,  und  es  haben  die 
Grössen  (PxPx)  und  (QxQx),  sowie  auch  (P^P.P,)  und  {Q,Q,Q,) 
=  (Pj  P,  Pj)*   von  Null  verschiedene  scalare  Bestandtheile.     Ertheilen 

wir  den  Wurzelgrössen  ^  PxPx ,  ^^  QxQx,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 

kommt,  den  Wurzelgrössen  V^^Tj^ ,  V^x  \  O^  bestimmte  Werthe,  so 
werden  damit  alle  sechs  Strahlen  orientirt. 

Bezeichnen  tmr  dann  weiter  mit  a^  a^,  a^  und  a^,  a^,  a^  die  dualen 
Winkel  von  je  zw^  gleichartigen  der  sechs  Strahlen,  so  dass  z.  B, 

a,  =  (P„  P,)  =  ang  («ß„  «ß.)  +  dist  («ß,,  «ß,)  •  a , 
«1  =  («„  Qi)  =  ang  (D,,  D,)  +  dist  (D,,  D,)  •  e , 

50  bestehen  zwischen  diesen  sechs  Grössen  dieselben  identischen  Gleichungen, 

Study,  Geometrie  der  Dynamen.  14 
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die  zwischen  den  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  und  den  Seiten  seines 
Polardreiecks  stattfinden*). 

Um  die  analytischen  Ausdrücke  der  wichtigsten  Winkelfimctionen 
zu  erhalten,  brauchen  wir  noch  eine  Reihe  von  weiteren  IrratioDa- 
litaten^  die  wie  folgt  erklart  sind**): 

Wir  setzen  zuerst 

(5) 


2^r  =  v^:^vp;p.-(p^p.),  2Qr  =  v"^;r^v'^;^-(<?,c,), 

2V^V^=  V^r«r,     2V^V^=(P,P,P,)a/^;^, 

was  möglich  ist^  da  zufolge  unserer  Voraussetzungen  auch  die  Grössen 
^x,  Clji  von  Null  verschiedene  scalare  Bestandtheile  haben  müssen; 
femer  setzen  wir 

(6) 

2?lo  =  (P.PJCP.AXAP»)  -  (P,P3)(P3P,)(P,P,)  + 

2gBo  =  (PxPx)(P,P,)(PaP3)  -  (P,P8)(PsPx)(P,P,)  + 

und  wir  erklären^  dass  z.  B.  St^  und  83x  aus  diesen  Ausdrücken  dadurch 

hervorgehen  sollen,  dass  man  die  Vorzeichen  von  ^F^P^  und  \^P^P^, 

sowie  von  ^/^Qi  und  V^jös  wechselt.  Es  ist  dann  weiter  möglich, 
ohne  Widerspruch  anzunehmen,  dass 


•)  Vgl.  das  Citat  auf  S.  207. 

••)  Wegen  der  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  müssen  wir  auf  die 
soeben  citirte  Schrift  des  Verfassers  „Sphärische  Trigonometrie,  orthogonale  Sab- 
stitutioneu  und  elliptische  Functionen^*  verweisen,  da  in  der  üblichen  Darstellong 
der  Lehrbücher  die  Bezeichnungen  anders  gewählt  und  einige  Beweise  zu  a^dell 
angelegt  sind.  Die  analytischen  Ausdrücke  des  Textes,  die  in  dieser  Abhandlung 
nicht  vorkommen,  sind  enthalten  in  den  vom  Verfasser  Math.  Ann.  Bd.  49,  S.  513 
angegebenen  Formeln,  aus  denen  sie  durch  die  Substitutionen 

JB  =  —  8(Pi  P, P,)»,     12  +  A.  «  82«. ,     JJ  +  V.-  =  82»., 

und  durch  den  Process  der  Erweiterung  (S.  199)  hervorgehen.  — 

Der  erwähnte  Satz  des  Herrn  Schilling  kann  in  ähnlicher  Weise  begründet 
u^d  TervoUständigt  werden,  wie  der  Satz  des  Textes. 
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2VW0  =  -  v^  +  V%  +  VW,  +  v^, 

2V»i=     V%  —  VW^ -i- VW, -\- v% , 

^'^  2VW,  =     'v^  +  ^/W^  -  VW,  +  V%, 

2VW^  =     v^  +  V%  +  V%  —  v% 

(und  amgekehrt),  sowie  dass 

(8)  _  _  _ 

\^  =  2  Vfr  V^  V$^ ,     (P,  P,  P3)  -v/So  =  2'v/Di"  V^'  VC^ , 

\/ä;  =  2V^v^t\^,  (PiPjP,) vs;  =  2^51  vTif v^, 
^/g;  =  2  v^  -v/^  \^<ßr ,    (Pi  p,  P3)  \/s,  =  2Vd^  vd^  vd^  , 

^  =  2\^  V^  'V^fi',     (P,  P,  P,)  -v/ä;  =  2^/0?  vjs  v^ 

sein  soll.     Setzen  wir  dann  noch 

(9) 
2so  =  2ä  —  Ol  —  a^  —  o,,      2^0  =  2ä  —  «1  —  «2  —  «8^ 
25^=       —  «i  +  ös  +  Os,      2(^1=       —«!  +  «, +  «9, 
2sj  =  «1  —  a,  +  03,      2<y,  =  «i  —  «2  +  «3  ? 

25s  =  «1  +  02  —  «87  2<Jj=  «1  +  «»  —  «87 

so  folgt  (bei  der  gewöhnliclien   Bestimmung   der  Vorzeichen   in   den 
Delambre'schen  Gleichungen)  unter  Anderem: 

(10) 
cos  Oi  =  -  ,       cos  «i  = 


V^TeT  (P.  P.  P,)  >v/^iY 

>*  2?r  V^e/     ''^"2"  2^1  (P.P.P.KPjP, 


~:  -  > 


sin  -^  =    -  ; ,      Sin  _i  ^     , , , 

2        ^P^P^>/p:p^'  2         '^%Q^'/^Q,' 

cos  -r-  =      , -  -^ ,        COS  —  = 


2     vp^p-^vp;p;'        2     VQ^Q'^^r(i;öi' 

V^.                        .                  {,P,P,P,)V¥, 
8in5,-  =    . — , — ■} — —  ,       sin  6i  =    , -7 — -  —z^=:-  , 
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Oll 


iI-Si.(ft,ft,fe)-  <^>-        ■ 


Die  Ableitung  aller  dieser  Formeln^  sowie  eine  Reihe  von  weite- 
ren,  auf  deren  Anführung  wir  verzichten;  verlangt  einige  Rechnungen, 
bietet  aber  sonst  keine  Schwierigkeiten^).  Sie  enthalten  eine  im 
Wesentlichen  vollständige  analytische  Begründung  der  gewohnlichen 
sphärischen  Trigonometrie  sowohl  als  auch  unserer  Trigonometrie  im 
Strahlenraume^  deren  Formeln  damit  als  Folgesätze  algebraischer  Iden- 
titäten, nämlich  der  Identitäten  (17)  und  (18)  in  §  23  nachgewiesen 
sind.  Einer  der  abgeleiteten  Gleichungen,  nämlich  der  Formel  des 
sogenannten  Sinussatzes: 

P  sBs  sin  o^  •  sin  Oj)  *  ein  a^  =  sin  a^  •  sin  a^  -  sin  a^  =  sin  a^  •  sin  a,  •  sin  o, 

entnehmen  wir  nun  ohne  Weiteres  eine  geometrische  Deutung  der  aus 
drei  Geraden  X,  D^  ß  gdnldeten  absciuten  Bewegungsinvariante 

{298} 


(12) 


(298)   ~ 

=  ctgang(3,  3E)  .  dist(3,  X)  -f  ctgang(3e,  9)  -  dist(3E,  9)  + 

+  ctg  ang  (33£,  3%)  •  dist  (gx,  Xg)) . 


Dieser  ja  freilich  nicht  ganz  einfach  gebildete  Ausdruck  ändert 
sich  also  nicht,  wenn  man  irgend  zwei  der  drei  Geraden  X,  9,  3 
vertauscht.  Setzt  man  ihn  gleich  Null,  so  ergiebt  sich  als  Ort  der 
Geraden  3  ^^^  ^^^  3*  1^^  betrachtete  Gewinde.  Ein  eleganterer  Aus- 
druck   entsteht    aus    der    ebenfalls    in    unseren   Formeln   enthaltenen 

Gleichung 

P*  =s  4sin$Q  •  sin^^  •  sin^,  •  sin^  : 

^^^^  (298)  ~ 

=  ^ctgi{^,ang(9,  3)  +  a,ang(3,  X)  -f  b,  ang(X,  D)}  - 

•  {^1  distO,  3)  +  5,  dist  (3,  X)  -f  B^  dist(X,  ?))} 

Wir  wenden  uns  nun  zu  unserer  eigentlichen  Aufgabe,  nämlich 
zu  dem  auf  die  Rechnung  mit  dualen  Strahlencoordinaten  zu  gründen- 
den Nachweis   der  im   ersten  Abschnitt   entwickelten   Sätze   über  die 


*)  Allerdings  liegen  die  Gleichungen  (7)  ziemlich  versteckt.    Sind  sie  aber 
«inmal  gefimden,  so  ist  auch  ihre  Znlässigkeit  unschwer  festzustellen. 
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stereometrische  Addition  der  Motoren  und  die  stereometrische  Snper- 
poaition  der  Bewegangen. 

Zuordnung  zwischen  Motoren  und  dualen  linearen  Formen, 

Wir  ordnen  zuerst  dem  durch  zwei  eigentliche  Strahlen  X;  D 
bestimmten  Motor  31^  eine  aus  dualen  Liniencoordinaten  Z^,  Z^,  Z^ 
gebildete  temäre  lineare  Form  zu,  die  wir  mit  (N^Z)  oder  kürzer  mit 
{NZ)  bezeichnen,  so  dass 

nämlich  yermöge  der  Definitionsgleichung 

nA\  /A7y._(^I^_(lM+ilMli 

Diese  Zuordnung  ist  möglich,  weil  nach  der  Definition  des  Motors 
der  scalare  Theil  (X  |  ?))  <Jös  Nenners  immer  von  Null  verschieden 
ist  Es  ist  nach  dieser  Definition  stets  (NX)  =  0,  (NT)  ^0, 
und  man  kann,  wenn  die  lineare  Form  {N2^  und  die  Gerade  X  oder 
3E  gegeben  sind,  demnach  ohne  Weiteres  den  Endstrahl  Y  des  Motors 
finden : 

(15)  (YZ)  =  (XZ)  -f  (NXZ) . 

Die  Zuordnung  zwischen  temären  Unearen  Formen  und  Motoren 
ist  daher  eindeutig  umkehrbar;  es  würde  sich  leicht  durch  eine  be- 
sondere Rechnung  nachweisen  lassen,  dass  die  Form  (NZ)  unverändert 
bleibt  bei  ^Uen  den  Schraubungen,  die  den  Motor  92|  nicht  ändern; 
es  wird  aber  dieser  Nachweis  durch  die  folgenden  Entwickelungen 
überflüssig  gemacht. 

Analytischer  Ausdruck  der  Construction  Nr.  18.    (S.  87.) 
Wir  werden  jetzt  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Motoren  werden  stereometrisch  addirt,  indem  man  die  entsprechenden 
tertiären  linearen  Formen  addirt,  tmd  umgekehrt. 

D.  h.  wir  behaupten,  dass  die  stereometrische  Gleichung 

(16)  ißo  +  91»  =  91» 
vollkommen  äquivalent  ist  mit  der  algebraischen  Gleichung 

(17)  {N^!S)+  {.N^S)^{NlS), 

in  der  wir  nunmehr,  um  das  Zeichen  Z  anderweitig  verwenden  zu 
können,  die  dualen  Goordinaten  eines  unbestimmten  Strahles  mit  Si  be- 
zeichnet haben. 
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Wir  werden  den  Beweis  dieses  Satzes  nur  führen  unter  den  bei 
der  Construction  Nr.  18  gemachten  Voraussetzungen:  Aus  der  Art  der 
Abhängigkeit  zwischen  Motoren  und  linearen  Formen  folgt  dann,  dass 
derselbe  Satz  auch  noch  in  allen  den  Fällen  gilt,  die  durch  diese 
Voraussetzungen  ausgeschlossen  sind,  sofern  man  nur  die  Construction 
Nr.  18  in  geeigneter  Weise  abändert.  Wie  diese  Abänderung  zu 
geschehen  hat,  haben  wir  schon  ausführlich  auseinandergesetzt,  und  es 
würde  einer  Wiederholung  der  damals  angestellten  üeberlegungen  auf 
unserer  nunmehrigen  algebraischen  Grundiere  Nichts  im  Wege  stehen; 
wir  verzichten  aber  auf  diese  einigermaassen  beschwerlichen  Erörte- 
rungen. 

Die  genannten  Voraussetzungen  besagen  algebraisch,  dass  nicht 
nur  die  scalaren  Bestandtheile  von  (00),  (OX),  (OY)  von  Null 
verschieden  sind,  sondern  auch  der  scalare  Bestandtheil  von  (0X7); 
es  wird  also  die  Division  mit  irgend  einer  von  diesen  Grössen  eine  er- 
laubte Operation  sein.  Dies  vorausgeschickt,  können  wir  nun  unsere 
Construction  Nr.  18  (S.  87)  sehr  leicht  algebraisch  einkleiden:  Wir 
finden  ohne  Weiteres: 

{X,S)  =  (OXS)  ,  {Y,S)  =  (0  YS)  y 

(X,Ä)  =  (OX,Ä)  =  (OX)(OÄ)     -(00)(XÄ), 
(Y,S)  =  {OY^S)  =  {OY){OS)     -(00){YS), 
(X3Ä)  =  (X,YS)  =  {OX)(OYS)  -  (00)(XYS)  , 
(Y,S)  =  {Y,XS)  =  {OY){OXS)  +  {00){XYS)y 

ferner,  wenn  ebenso 

gesetzt  wird, 

(ÖZ)  =  (00)(OXY)    (OX) .  (0  7) 

und  schliesslich,  nach  Unterdrückung  eines  Factors  (0X7), 

..^.  (ZS)  _  (XS)    ,    jYS)        JOS) 

^^^^  (ZO)        (XO)     '    (YO)        (00)  ' 

Dieses  also  ist,  nicht  nur  in  dem  betrachteten  allgemeinen  Falle, 
sondern  auch,  nach  Ersetzung  der  ursprünglichen  Definition  von  (ZS) 
durch  eben  diese  Gleichung  (18),  in  jedem  der  durch  die  Gleichung 
(DX^)  =  0  charakterisirten  Grenzfalle  der  analytische  Ausdruck  der 
in  Nr.  (16)  enthaltenen  geometrischen  Construction.  Die  Gleichong 
(18)  zieht  aber  unmittelbar  die  Gleichung  (17)  nach  sich.  Dass  auch 
das  Umgekehrte  gilt,  erkennt  man  sehr  leicht  mit  Hülfe  von  (15). 
Die  Behauptung  ist  also  erwiesen. 
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Zweite  Art  der  Zuordnung  von  Motoren  und  Atternanten, 

Um  nun  die  Beziehung  der  stereometrischen  Addition  der  Motoren 
zu  unseren  verschiedenen  Arten  geometrischer  Addition  klarzustellen, 
müssen  wir  den  Bereich  der  dualen  Grössen  verlassen,  wir  müssen  zu 
Plücker'schen  Goordinaten  zurückkehren^  da  wir  uns  in  jenen  anderen 
Fallen  solcher  bedient  hatten.     Wir  setzen  also  nunmehr 

(19)  (iV-Z)  =  (9l|3)  +  (9l3).. 

Eine  Yergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  Nr.  (14)  zeigt,  dass 

Diese  Altemante  ordnen  wir  jetzt  unserem  Motor  9l|  zu;  und  wir  be- 
rechnen auch  in  diesem  Falle,  indem  wir  von  der  dualen  Gleichung 
(15)  ebenfalls  zu  einer  solchen  in  Plücker'schen  Goordinaten  übergehen, 
leicht  den  Endstrahl  ^,  wenn  die  Altemante  (913)  ^^^  ^^^  Anfangs- 
strahl 3£  den  Bedingungen  (913£)  ==  0,  (9i|X)  =  0  gemäss  gege- 
ben sind: 


(21)  (93)  = 


f[l  +  (5R|SW)][(X3)+{9iX3}] 
-i(9iSW)[(X|3)  +  (9lX3)] 


Femer  erhalten  wir,  in  Plücker'schen  Liniencoordinaten ,  die 
Gleichung  der  durch  die  stereometrische  Gleichung  (16)  definirten 
(jeraden  3-  Setzen  wir,  unter  Sik  nunmehr  Plücker'sche  Goordi- 
naten einer  unbestimmten  Geraden  S  verstehend. 


(5RÄ)  = 


,    (0  If )  {_p?)S?}  -  (0?))(0?)Ä) 


(0 1 V)'- 
so  ergiebt  sich 

(3ä)  =  [1  +  (««|9l)][(0Ä)  +  |i«DÄ}]  - 
—  ■^(S«5R)[(D|Ä;  +  (9iDÄ)], 


(010)  (0|I)'    '    -(0|3E)(D|D)    '    (Ol®)«       (0|D)' 

(5R91)    _  (03E)(3e  I X)    ,     (OX)(X  |  g)      , 


2(0  |D)  (0|3E)»       '    (D|S)*(0|?)) 

,      (0?))(3g|g)      ,    (Og)(g|g)  (359) 


(0|X)(0|?))«  ^      (Ol?))»  (0|X)(D|?))' 

und,  wenn  schliesslich 

(«ß9l) 


gesetzt  wird, 
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(23) 

^3^)  _  (3g  0)(3E^)-(3gO)(3E   S)    .    (g  |0)(g5r)  -  (?)0)(g) '  g) 

(31C)—  (x;d)*  "^  (?)  O)« 

(05r)  ,  ^  f  (X|s?)  ,  (?):ä)      (d;ä)i 


(D.O)^^    l  (X|D)  ^  (SIO)        (0|D)) 

Dieselbe  Gleichung  (3Ä)  =  0  erhält  man  unmittelbar  aus  (18), 
wenn  man  in  dieser  die  scalaren  und  vectoriellen  Bestandtheile  sondert 
und  dann  wiederum  Plücker'sche  Goordinaten  einfOhrt.  Die  in  (23) 
auftretenden  Nenner  sind,  da  von  uns  nur  reelle  Figuren  betrachtet 
werden,  stets  von  Null  verschieden. 

Der  zuletzt  hervorgehobene  Satz  (S.  213)  kann  nunmehr  so  gefasst 
und  vervollständigt  werden: 

(G.)  Jedem  Motor  9i  kann  eine  Altemante  (91 3£)  eindetäig  um- 
Jcehrhar  zugeordnet  werden  (Nr.  20,  21). 

Motoren  werden  stereometrisch  addirt,  indem  man  die  entsprechen- 
den Altemanten  addirt. 

Die  aus  drei  Geraden  D,  X,  ?)  vermöge 

abgeleitete  vierte  Gerade  3  ^^d  in  dualen  Liniencoordinaten  dargestellt 
durch  die  Gleichung  (ZS)  =  0  (Nr.  18),  in  Plücke/schen  Linien- 
coordinaten  durch  die  Gleichimg  (ßÄ)  ==  0  (Nr.  22,  23). 

Ist  ein  Motor  91  zu  einer  geometrischen  Summe  von  Keilen  u.  s.  tr . 
affiUirt,  so  sind  die  entsprechenden  Altemanten  einander  gleich, 
(913E)  —  (fiX)  u.  5.  f. 

Um  die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  einzusehen,  genügt  es, 
zu  bemerken,  dass  jedesmal,  wenn  (3£^)  =  0  ist,  wenn  also  der  vor- 
gelegte Motor  sich  auf  einen  Rotor  oder  Translator  reducirt,  die 
Gleichung 

(üK»3)=-(5«|3) 

stattfindet  (s.  §  22,  Nr.  6,  §  2^  Nr.  20). 

Duale  Oeffnung  eines  Motors. 
Unter  der  „dualen  Oefhung"  eines  Motors  verstehen  wir  die  Grosse 

(24)  tg(X,  D  =  tgang(3E,  ?))  +  ^^^  ■  e. 

Hier  ist  der  scalare  Bestandtheil  die  Grösse,  die  wir  im  ersten  Ab- 
schnitt als  Oeffnung,  der  vectorielle  Goefficient  die  Grosse,  die  wir 
dort  als  Sperrung  eines  Motors  bezeichnet  hatten.    Es  folgt  unmittel- 
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bar,  auch  algebraisch^  dass  bei  stereometrischer  Addition  von  Motoren 
desselben  Trägers  die  OefiEnungen  und  Sperrungen  addirt  werden. 

Bedient  man  sich  der  Motoren  SSI  zur  geometrischen  Darstellung 
You  Dynamen,  so  repräsentiren  die  beiden  genannten  Grössen  die  In- 
tensität L  der  Zugkraft  und  das  Moment  M  der  Drehkraft  der  Dyname. 
Die  analytischen  Ausdrücke  für  diese  Grössen  lassen  sich  unmittelbar 
bilden.  Für  den  Fall  z.  B.,  dass  der  Motor  91  kein  Translator  ist, 
folgt  aus  (20): 

(25) 

L = tg  ang  (X,  s)  -  yg^M = fflira^iw, 

^_      diBt(3E.|))       _     (9t9t)     ^ ffiaÖOI^ 


co8'ang(3E,S)         2}/9i;9l  (3E  |  9)  ^(X  1 3E)  (9  I  9)  -  (« |  9)' ' 

in  üebereinstimmung  mit  den   Formeln,   die   wir  in  §  17  abgeleitet 
hatten,     unter  derselben  Voraussetzung  kann  man  kürzer  schreiben: 


(26)  tg(Z,  Y)  =  ^(XXHYY^^  (XYy  _  i  ^  jf. 

Seien  91^*,  91^,  9i^*  drei  Motoren  mit  den  Hauptaxen  g^,  ^j,  ^3, 
von  verschwindender  stereometrischer  Summe,  so  folgt  unter  den  auf 
S.  121  angegebenen  Voraussetzungen 

tg  (0,  X,)  :   tg  (0,  Z,)  :  tg  (0,  Z,)  =. 
^'^'^  =  sin  ( r„  Tg)  :  sin  ( F,,  Y,)  :  sin  (  Y,,  Y,)  . 

Trennt  man   hier  die  scalaren  und  die  vectoriellen  Bestandtheile^  so 
ergeben  sich  die  ebendort  angeführten  Gleichungen. 

Satjs  von  Petersen  und  Morley. 
Aus  den  Gleichungen  (3)  folgt,  sofern  ($i$2$3)  +  0, 

oder 

(29)  9i&-i-9i£4-5ß£-0. 

Diese  Gleichung  entlullt  den  auf  S.  107  bereits  auf  geometrischem 
Wege  bewiesenen  Satz.  Natürlich  kann  man  auch  den  Morley^schen 
Strahl,  die  gemeinsame  Normale  der  drei  Normalen  (Pi^iX)  =  0 
ohne  Weiteres  angeben.     Seine  Gleichung  in  dualen  Coordinaten  ist 

._.         {PsP^)iP^PMP,P>X)  +  (P,P,)iP,P,)iP>PxX)  + 

^^^  +  iP,p,)iP>PiHPiPiX)  =  0. 
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Wir  f&hren  schliesslich  noch  eine  einfiiche  Formel  an^  die  wir  im 
folgenden  Paragraphen  zu  verwenden  haben  werden: 

Winkelhalbirende  von  zwei  Strahlen. 

Die  gegebenen  Strahlen  setzen  wir  als  nicht  parallel  voraus.     Sie 
seien  in  dualen  Coordinaten  dargestellt  durch  die  Gleichungen  (XZ)  «=»  0^ 
( YZ)  =^  0.     Dann  sind  ihre  Winkelhalbirenden  (S.  9)  gegeben   durch 
die  dualen  Gleichungen 
(31)  (Xg)^    .    (TZ)        Q 


§25. 
Die  stereometrisohe  Saperposition  der  Bewegungen. 

Wir  sind  zu  der  linearen  und  correlativen  Superposition  der  Be- 
wegungen von  der  Aufgabe  aus  gelangt,  eine  gegebene  Altemante  nach 
einem  eigentlichen  Punkt  und  nach  der  unendlich  fernen  Ebene  ^  oder 
nach  einer  eigentlichen  Ebene  und  senkrecht  dazu  zu  zerlegen  (S.  169, 
170).  Ebenso  kommen  wir  nun  zu  der  stereometrischen  Superposition 
der  Bewegungen,  wenn  wir  eine  dritte  analoge  Aufgabe  stellen : 

Man  soll  eine  ternäre  duale  lineare  Form  nach  einem 
gegebenen  eigentlichen  Strahl  U  und  senkrecht  dazu  zerlegen. 

D.  h.  wir  verlangen,  die  vorgelegte  Form  (NX)  als  Summe  zweier 
anderen  darzustellen,  deren  eine  (-^^iX)  sich  von  der  Form  (UX)  nur 
um  einen  von  X  freien  (dualen)  Factor  unterscheidet,  während  die 
andere  {N^  X)  der  Bedingung  (N^  CT)  =  0  genügt.  Die  Lösung  liegt 
auf  der  Hand: 

(1)  (NX)  =  J4g{ .  (UX)  +  [(NX)  -  ^;  .  (UX)] . 

Begleitende  Motoren. 

Die  Formel  (1)  liefert  uns  nun  eine  analytische  Darstellung  der 
begleitenden  Motoren  eines  gegebenen  Motors  (S.  101).  Wir  schreiben 
in  dem  zweiten  Summanden  X*  an  Stelle  von  27,  und  Z  an  Stelle 
von  X,  und  erhalten  dann  den  zu  dem  Strahl  X*  =  3£*  gehörigen 
und  den  Motor  N  =91  begleitenden  Motor  dargestellt  durch  die  duale 
Form 

(2)  (NZ)-l^^y(X*Z). 
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Der  Umstand^  dass  das  Symbol  N  hier  linear  und  homogen  auftritt^ 
setzt  in  Eridenz^  dass  bei  stereometrischer  Addition  gegebener  Motoren 
auch  die  zu  einem  bestimmten  eigentlichen  Strahl  X*  gehörigen  be- 
gleitenden Motoren  stereometrisch  addirt  werden  (S.  101).  Setzen  wir 
den  Ausdruck  (2)  in  die  doppelte  Form 

(3)  (N^  Z)  =  -jxx*y  "^   (X*X')  ^  (^jc*^) ' 

so  sind,  nach  Nr.  (15)  des  vorigen  Paragraphen,  die  hierdurch  definir- 
ten  Strahlen  X,  X',  als  %  geometrische  Oerter  ihrer  Normalen,  dar- 
gestellt durch  die  gleich  Null  gesetzten  Ausdrücke 

(X'Z)  =  iX*Z)  +  (NX*Z), 
^  ^  (XZ)  =  (X*Z)  -  {NX*Z) . 

Hieraus  folgt  zunächst 

(5)  (XX)  =  [1  +  (NN)']{X*X*)  —  {NXy  =  (X'X') , 

d.  h.  man  kann  —  da  der  scalare  Bestandtheil  dieser  beiden  einander 
gleichen  Ausdrücke  als  eine  Summe  positiver  Grössen  von  Null  ver- 
schieden ist  —  bestimmen,  dass 

(6)  \/XX  =  VX'X' 

sein  solL  Man  kann  also  die  beiden  Winkelhalbirenden  der  Strahlen 
X,  X'  rational  trennen:  Die  eine,  eigentliche  (S.  10)  ist  die  Gerade 
X*  die  andere  uneigentliche  erhält  i.  A.  die  Gleichung  (NX*Z)  =  0 
und  ist  also  eine  Querlinie  des  Trägers  des  Motors  N. 

Bewegungefiy  dargestellt  in  dualen  Liniencoordinaten. 

Lassen  wir  jetzt  den  Strahl  X*  die  Mannigfaltigkeit  der  eigent- 
lichen Strahlen  durchlaufen,  so  muss  die  durch  (4)  gegebene  Abhängig- 
keit zwischen  X  und  X'  eine  Bewegung  sein,  und  zwar  eben  die  Be- 
wegung, die  als  Folge  der  ümwendungen  um  Anfangs-  und  Endstrahl 
des  Motors  N  entsteht.  (S.  102.)  Die  zweite  dieser  Behauptungen, 
die  übrigens  auch  leicht  durch  Rechnung  erhärtet  werden  kann,  brau- 
chen wir  nicht  besonders  zu  beweisen,  da  im  Falle  (NX*)  =  0  der 
begleitende  Motor  in  den  Motor  N  selbst  übergeht.  Es  genügt  also, 
aus  den  Gleichungeu  (4),  d.  h.  aus  den  nach  Analogie  der  bekannten 
Hermite'schen  Formeln  gebildeten  synektischen  Gleichungen 

(4b) 
X;=     X*-N,X*  +  N,X*,    Xi=      X*  +  N,X*  -  N,X* , 

X/=     N,X* -{- X*  -  N,X,* ,    X, N,X*  +  X*  +  N,X,*, 

X,' N,X*-\-N,X*-\-X*,    X,=     N,X*  -  N,X*  +  X,'* 


"M 
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Tn»ääea   X^*    zu    eliminiren ^    was   möglich    ist,    da    die    Deter- 

.....fc^ie    l  +  (-V^  beider  Systeme  von  Gleichungen   einen  von  Null 

•  i^uit:  denen    scalaren    Bestandtheil    hat.      Das    Eliminationsresoltat 

^(.(.ut  :>ich  dar  als  eine  Gruppe  von  Gleichungen,  die  der  Form  nach 

\^ilkv)mmeu  identisch  mit  den  von  uns  schon  angefahrten  Gleichungen 

Muler  Sy  thatsachlich  aber  allgemeiner  sind:   Setzen  wir 


und 


(8) 
öoo  =  C  +  tti*  +  a,«  +  a3», 

öii  =  öo*  +  ai«  — 0,«  — Os», 

Om  — V-öi*  +  ö,«  — 03% 


^iB  =  öo*  —  <^i'  —  Ö2*  +  a 


2 

8    9 


<^n  =  2(0,03  +  %^i)9  ^9  =  2(0203  —  OoOj) , 
O31  =  2(030i  +  OoOj),  Oi5  —  2(030i  —  OoO,), 
O12  =  2(Oi08  +  O0O3) ,        0,1  =  2(0i0,  —  O0O3) , 

HO    folgt 

o^X/  =  OiiXi  +  OijXg  +  OijX,, 
C'>;  Ooo-^«'  =  0,1  Xi  +  o„  Zj  +  0^X3 , 

<^00^'=  ^81^1  +  032^«  +083^8» 

und  es  bestehen  zwischen  den  dualen  Grössen  a^^  Oa  dieselben  Relationen, 
wie  zwischen  den  GoefGcienten  a^Q^  Oa  einer  gewöhnlichen  temären  ortho- 
gonalen Substitution.  Diese  Gleichungen  (9)  stellen  nun^  wie  wir 
«ogleich  zeigen  werden,  wirklich  eine  Bewegung  im  Räume  dar,  und 
zwar  die  allgemeinste  Bewegung,  da  man  in  ihnen  nicht  mehr,  wie  in 
den  als  Durchgangspunkt  benutzten  Gleichungen  (7)  die  Yoraussetznog 
machen  muss,  dass  der  scalare  Bestandtheil  von  o^  von  Null  verschie- 
den ist. 

Einführung  der  Parameter  (a,  /J). 

Um  festzustellen,  dass  die  Gleichungen  (9),  unter  der  selbstver- 
ständlichen Voraussetzung,  dass  der  scalare  Bestandtheil  von  o^q  nicht 
verschwindet,  eine  Bewegung  bedeuten,  führen  wir  den  IJebergang  zu 
Plficker*schen  Liniencoordinaten  aus.    Wir  setzen  zunächst 

rlO)  0,-   =«.-  +ßi6 

/"i  ««0,1,2,3),   und  ebenso 

^11;  o.t  =  a,t  +  bikS , 
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sowie 

Aj  =  Xqi  -f-  J^2s£;  Aj  =  Xqi  -f-  Xjs  ^; 

u.  s.  f.  Dann  werden  die  Grössen  aik,  hk  durch  die  Grössen  a,  ß 
ausgedrückt  vermöge  der  in  §  21  unter  (10)  und  (12)  aufgeführten 
Gleichungen«  Man  kann  überdies  annehmen,  dass  die  mit  ^^^q  zu  be- 
zeichnende Grösse 

(12)  «o/Jo  +  «1^1  +  «aft  +  «sA 

den  Werth  Null  hat.  Das  Verschwinden  dieser  Grösse  kann  man  näm- 
lichy  da  ^00  4°  ^^  immer  erreichen,  ohne  dass  damit  die  Gleichungen 
(9)  specialisirt  würden,  indem  man  die  dualen  Yerhältnissgrössen  a, 
mit  einem  geeigneten  Factor  multiplicirt.  Nunmehr  aber  fallen  die 
Gleichungen  (9)  zusammen  mit  den  Gleichungen  (2)  in  §  21.  Diese 
Gleichungen  stellen,  wie  wir  wissen,  eine  jede  Bewegung  in  Plücker- 
sehen  Gewinde-  oder  Liniencoordinaten  dar.  Man  kann  aber  auch  um- 
gekehrt aus  diesen  Gleichungen  die  Parameterdarstellung  der  Bewegungen 
in  Punkt-  und  Ebenencoordinaten  unmittelbar  ableiten  *),  Man  hat  also 
in  unserer  gegenwärtigen  Betrachtung  einen  neuen  Weg  zu  den  in  §  21 
aufgestellten  Formeln.  ' 

Die  stereometrische  Superposition  der  Bewegungen. 

Wir  können  unseren  letzten  Betrachtungen  nunmehr  den  folgen- 
den Satz  entnehmen: 

(H.)  Jeder  Bewegung  S(a,  /5),  deren  Parameter  Uq  nicht  ver- 
schwindet, lässt  sich  durch  die  Gleichungen 

(13)  %, ^,       SR«  ^ "^''*  ""  "'^^^ 

oder 

^ q>  ft» fflgt) 

(loa)  ft__gj      I  im         g> 

u.  s.  w.  eine  AUemante  {9t  de)  eindeuHg-umkehrhar  imordnen. 

Bewegungen  werden  stereomet/risch  superponirt,  indem  man  die  ent- 
sprechenden ÄÜemofUen  addirt. 

Die  genannte  Bewegung  ist  affiUirt  eu  den  geometrischen  Summen 
von  Keüen  u.  s.  w.,  denen  dieselbe  Ältemante  zugeordnet  ist 

Schliesslich  wollen   wir   noch   zur  Erleichterung    der   üebersicht 


««'  —  «0*  ' 


*)  Der  Leser  findet  die  dazu  nOthige  Rechnung  durchgefOhrt  Math.  Ann. 
Bd.  39,  S.  526  und  627. 
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unsere  drei  Arten  Ton  Soperpodtion  Ton  BeveercziSfs  T<g^äcaenJ  zn- 
sammenstellen: 


(J.)  JBn'  cfer  linearen  SuperpasUicn  der  BanjfMm^m  wiH  mm^  nrei 
Bewegungen  8(a,  ß)  und  S(a\  ß^  eine  drUte  S  c\  ß^ 
gesetzt  nach  der  Begd 


ar         a.         a\  ^r  ß,         ßf 


bei  der  corrdativen  Superpasition  nach  der  Begd 


ff/'        a.        af        ßr        ß.        ß. 

(15)  =    '-|--^,       •    =    '-{_'  1  =  1,2,3  ■, 

P«  P«        Po         P»         p#        p« 

iro6^'  jedesmal  der  fddende  Parameter  aus  der  Gieiduutg 

(17)  «o"  A"  +  «."  A"  +  «i"  A"  +  «,"A" = 0 

jeru  bestimmen  ist;   endlich  bei  der  stereametrisdken  Superposiiiom  nadi 
der  Begd 

ff."  +  ßf'i        ff.  +  ß,s        af  +  ßff 

(16)  '-IT-    =-^4-+    ^T^  vi  =  l,2,3\ 
wiederum  unter  Zuziehung  der  Gleichung  (17). 

Die  leicht  ans  (12)  nnd  (13)  abzuleitende  AnflÖBong  der  letzten 
Gleichungen  (16)^  (17)  nach  den  Parametern  ttl' :  a^\  ß/*:  u^'  hat  keine 
einfache  Form;  übersichtlich  wird  die  stereometrische  Snperposition 
der  Bewegungen  nur  ausgedrückt  in  den  dualen  Parametern  a«=a«-^^,-f , 
wobei  dann  die  Benutzung  der  Gleichung  (17)  überflüssig  wird,  da  die 
Gleichungen  (9)  in  dualen  Strahlencoordinaten  eine  Bewegung  auch 
dann  darstellen,  wenn  die  Gleichung  (17)  zwischen  den  scalaren  nnd 
Tectoriellen  Goefficienten  der  dualen  Parameter  nicht  erfüllt  isL 

Hinzufügen  woUen  wir  noch,  dass  auch  mit  Bezug  auf  die  For- 
meln fUr  die  Zusammensetzung  der  dualen  Parameter  rndtrerer  hinter- 
eina/nder  auszuführender  Bewegungen  dieselbe  Bemerkung  zu  machen  ist. 
Diemt  Formeln  ergeben  sich  offenbar  aus  den  Gleichungen  (15)  in 
$21  durch  Erweiterung,  d.  h.  dadurch,  dass  man  an  Stelle  der  Para- 
ma^r  Ut  u.  s.  f.  die  entsprechenden  dualen  Parameter  a,-  u.  s.  w.  sub- 
utituirt*). 

Die  Transformationen  T^,  T,. 

Aus  dem  Vorliegenden  ergiebt  sich: 


*)  Die  80  entstehenden  Formeln  bilden,  nach  Trennong  der  scalaren  mid 
vectoriellen  Bestandtbeile ,  das  sogenannte  Mnltiplicationstheorem  einer  der  Ter- 
schiedenen  Arten  von  Biguaieniionen.    Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  89,  8.  620,  639. 
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Die  Gleichungen  (4b)  stellen  nach  Substitution  der  Werthe 

(18)  iyr,  =  -J+^  (i=  1,2,3) 

die  gu  der  Bewegung  iS(a,  ß)  (a^  4=  0)  gehörigen  Transformationen  Tg 

und  Tr*  dar;  d.  h.,  wenn  wir,  wie  auf  S.  104  unter  X  und  X'  durch 
X\S]X'  verknüpfte  Strahlen  und  unter  X*  deren  eigentliche  Winkel- 
halbirende  verstehen,  es  ist 

(19)  X{T,)X*|T,)r. 

Hieraus  folgt  sofort  der  auf  S.  104  formulirte  Satz:  Setzen  wir  eine 
Abhängigkeit  zwischen  drei  Strahlen  Y,  1t^,  Y  fest  durch 

(20)  r{T,}r*{Tjr, 

80  ergiebt  sich,  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (4  b): 

+  [N,N,  -  N,]  r„  +  [N,N,  +  N,-\  r« , 

u.  8.  f.,  und  hieraus 

(22)  (X  Y)  =.  (X*  r.)  =  (X'  T) ; 

diese  Formel  stellt  aber  ganz  unmittelbar  den  behaupteten  Satz  dar. 

Wir  haben  jetzt  das  Ziel  erreicht,  das  wir   in  der  Einleitung  zu 
diesem  unseren  zweiten  Abschnitt  bezeichnet  hatten:  Die  ganze  im  ersten 
Abschnitt  entwickelte  Theorie  ist  nunmehr  auch  algebraisch  begründet. 
Im  Mittelpunkte  stehen  hier  die  durch  vorangestellte  Zeichen  (A) . . .  (J) 
hervorgehobenen  Sätze,  in  denen  ein  ausserordentlich  einfaches  alge- 
braisches Gebilde,  nämlich  die  Altemante,  d.  i.  ein  System  von  sechs 
Grossen,  den  mancherlei  von  uns  betrachteten  geometrischen  Figuren 
derart  zugeordnet  wird,  dass  die  verschiedenen  Arten  von  „Addition''  oder 
„Superposition"  jener  Figuren  der  Addition  der  entsprechenden  Alter- 
nanten oder  Grössensysteme  parallel  laufen.     Die  Formeln,  deren  wir 
uns  zu  diesem  Zwecke  bedient  haben,  wird  man  hoffentlich  sachgemäss 
finden;  es  wird,  wenn  man  sich  nicht  mit  einzelnen  Bruchstücken  be- 
gnügen  will,   schwerlich   möglich   sein,   die  vorgetragene  algebraische 
Theorie   wesentlich   zu   vereinfachen.    Einige  Abschnitte   lassen   aller- 
dings eine  einfachere  Behandlungsweise  zu,  namentlich  die  geometrische 
Addition  der  Stäbe,  die  man  ja  in  jedem  Lehrbuch  der  Mechanik  auf 
eine  elementarere   Art   begründet   findet;   aber   diese   vereinfachte  Be- 
handlungsweise passt,  wie  schon  gesagt,  nicht  in  den  Rahmen  unserer 
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umfassenderen  Theorie;  sie  lässt  sich  nicht  auf  die  übrigen  Fälle  und 
auch  nicht  auf  den  Nicht-Euklidischen  Raum  überiragen,  und  sie  lässt 
daher  auch  nicht  die  Wurzeln  der  Analogieen  erkennen^  die  zwischen 
den  auf  Stabe,  Eeile  u.  s.  w.  bezüglichen  Sätzen  stattfinden. 

Mit  dem,  was  wir  jetzt  noch  vortragen  wollen,  gehen  wir  über 
den  Inhalt  des  ersten  Abschnittes  und  theilweise  auch  über  den  Kreis 
von  elementaren  algebraisch- geometrischen  Fragen  hinaus,  der  auf  dem 
Titelblatt  dieser  Schrift  bezeichnet  ist.  Was  nun  folgt,  kann  als  ein 
Anhang  zu  unserer  eigentlichen  Untersuchung  angesehen  werden,  bestimmt, 
die  Tragweite  unserer  Methoden  durch  einige  weitere  charakteristische 
Sätze  zu  erläutern.  Da  wir  uns  nicht  allzuweit  von  unserem  eigent- 
lichen Thema,  der  Geometrie  der  Dynamen,  zu  entfernen  wünschen, 
so  werden  wir  dabei  einige  Gegenstände  nur  kurz  oder  gar  nicht  be- 
rühren, die  an  sich  wohl  eine  ausführliche  Behandlung  im  Sinne  der 
zuletzt  entwickelten  Methode  verdienen  würden. 

Lineare  synekiische  Transformationen, 

Die   Gleichungen   (4  b)    und   deren   Auflösungen   (21)   bilden   das* 
erste  nicht  triviale  Beispiel  einer  umfassenderen  Classe  von  Transfor- 
mationen im  Strahlenraume. 

Wir  denken  uns  die  Mannigfaltigkeit  aller  (reellen)  Strahlen  dop- 
pelt überdeckt,  und  stellen  die  Goordinaten  irgend  eines  Strahles,  je 
nachdem  er  zu  der  einen  oder  anderen  Strahlenschicht  gerechnet  wird, 
durch  verschiedene  Zeichen  dar.  Strahlen  der  ersten  Schicht  mögen 
X,  y,Z,...,  solche  der  zweiten  Schicht  U,  F,  TF^...  genannt  werden. 

Wir  unterwerfen  nun  die  Strahlen  der  ersten  Schicht  einer  „Knea- 
ren  syndetischen  Transformation^^  mit  (reellen)   dualen  Coef&cienten 

^1  =  ^11  ^1  +  ^18  ^»  "f"  ^18  ^3  J 

(23)  ^2'=  a,i  Xi  +  a,g  X,  +  a^  Xj , 

^8  =  ^1  ^1  4"  ^8  ^2  "f"  ^88  "^8  ; 

wobei  wir  voraussetzen,  dass  der  scalare  Bestandtheil  der  Determinante 

(24)  ^  =  1011022088  1 

von  Null  verschieden  sei.     Wir  setzen  sodann 

(25)  ^'•*=lr^ 

und  unterwerfen  die  Strahlen  der  zweiten  Schicht  der  Transformation 

(26)  ü,'=  i^U, -{- h,,U,  +  h^U„ 

f^3'=  K  U,  +  b„  U,  +  b„  L\ 
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die  wir  als  m  der   Transformation  (23)   conbragredietd  bezeichnen. 
Nun  ergeben  sich  sofort  die  Gleichungen: 

(X'rz')  =  ^   (XYZ), 

(27)  (f7'Z')  =  J  .  {UX), 

in  deren  zweiter  man  eine  Yerallgemeinerang  der  Gleichungen  (22) 
erkennt. 

Die  Gleichungen  (23)  . . .  (27)  geben  uns  Veranlassung  zu  einer 
umfangreicheren  Erörterung. 

Diese  wollen  wir  im  nächsten  Abschnitt  vornehmen. 


Stndj,  Geometrie  der  DTnamen.  15 


Dritter  Absclmitt. 


Einleitung. 

» 

In  unserem  ersten  Abschnitt  haben  wir  geometrische  Gonstruc- 
tionen  behandelt^  mit  deren  Hülfe  man  Dynamen  oder  auch  infinitesi- 
male Bewegungen  zusammensetzen  kann.  Im  zweiten  Abschnitt  haben 
wir  der  geometrischen  Begründung  dieser  Theorie  eine  algebraische 
an  die  Seite  gestellt.  Ziel  unseres  dritten  Abschnittes  soll  nun  vor- 
zugsweise eine  Untersuchung  der  einfachsten^  nämlich  der  linearen 
Mannigfaltigkeiten  von  Dynamen  sein. 

Wie  in  der  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades  als  erste  Auf- 
gabe deren  Classification  und  die  Reduction  ihrer  Gleichungen  auf  so- 
genannte canonische  Formen  (das  Hauptaxenproblem)  sich  darbiete!;^ 
so  wird  im  Mittelpunkt  unserer  Erörterungen  eine  Aufgabe  steheo, 
die  (wie  sich  finden  wird)  die  eben  genannte  umfasst: 

Die  linearen  Mannigfaltigkeiten  von  Dynamen  sind  jsu  dassificiren. 
(Und  algebraisch  durch  ^^canonische  Formen''  .darzustellen.) 

Wie  bei  dem  specielleren  Problem  werden  in  eine  Glasse  eon- 
gruente  Figuren  unterzubringen  sein,  solche,  die  durch  Euklidische  Be- 
wegungen in  einander  übergeführt  werden  können,  und  daher  die- 
selben elementargeometrischen  Eigenschaften  haben. 

Da  jede  homogene  lineare  Relation  zwischen  Dynamen  ungeändert 
bleibt,  wenn  man  alle  betheiligten  Dynamen  mit  einem  und  demselben 
Zahlenfactor  c  „multiplicirt'',  so  ist  klar,  dass  die  gestellte  Aufgabe 
im  Wesentlichen  auf  die  folgende  hinauskommt: 

Die  linearen  Mannigfaltigkeiten  von  (reellen)  Gewinden  (limaren 
lAniencomplexen)  jsu  classificiren. 

In  dieser  zweiten  Form  werden  wir  die  Aufgabe  behandeln. 

Eine  dritte  Fassung  desselben  Problems  ist  augenscheinlich  diese: 

Die  linearen  Scharren  infinitesimaler  Bewegungen,  die  verschiedenen 
Arten  von  sogenannter  Freiheit  eines  starren  Körpers  (Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen)  sind  zu  classificiren. 

Unsere  Aufgabe   ist   also  von  grundsätzlicher  Bedeutung  für  die 
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theoretisclie  Kinematik  starrer  Körper^  und  dann  natürlich  auch  fär  die 
Abschnitte  der  Mechanik^  die  es  mit  infinitesimalen  und  weiterhin 
auch  endlichen  Bewegungen  starrer  Körper  zu  thun  haben. 

Wir  werden  uns  jedoch,  da  irgend  welche  Grenzen  gesetzt  werden 
müssen,  auf  die  'geometrische  Seite  des  Gegenstandes  beschränken. 
Namentlich  werden  wir  unser  Augenmerk  richten  auf  die  geometri- 
schen Oerter,  die  von  den  Hauptaxen  der  betrachteten  Dynamen  oder 
Gewinde  (den  Schraubenaxen  der  entsprechenden  infinitesimalen  Be- 
wegungen) gebildet  werden. 

Diese  merkwürdigen  Figuren  sind  schon  vielfach  untersucht  worden. 
Das  später  so  genannte  Gylindroid  hat  schon  Hamilton  betrachtet. 
Bereits  in  Plücker's  „Neuer  Geometrie  des  Raumes^' ^)  finden  sich 
femer  umfangreiche  Darlegungen,  die  die  linearen  Systeme  von  Gewin- 
den und  die  zugehörigen  Strahlenorter  zum  Gegenstand  haben.  Diese 
Betrachtungen  sind  dann  von  mehreren  Geometem  fortgesetzt  worden, 
mit  besonderem  Erfolg,  in  der  Richtung  der  schon  von  Plücker  in 
Aussicht  genommenen  Anwendungen  auf  Mechanik,  von  Herrn  B.  Ball, 
der  seine  ausgedehnten  Arbeiten  kürzlich  in  einem  umfangreichen 
Werke  zusammenfassend  dargestellt  hat*^). 

Es  finden  sich  in  dieser  Litteratur,  insbesondere  in  den  Schriften 
des  Herrn  Ball,  sehr  werth volle  Gedanken.  Den  Zustand  der  Voll- 
endung indessen,  den  man  nach  gedruckt  vorliegenden  Aeusserungen 
Ball's  und  anderer  Mathematiker  zu  erwarten  berechtigt  ist,  haben 
wir  nicht  zu  finden  vermocht.  Die  erreichte  angeblich  vollkom^nene 
Allgemeinheit  besteht  in  Wirklichkeit  darin,  dass  ein  sogenannter 
allgemeiner  Fall  abgehandelt  wird,  dessen  Voraussetzungen,  nach 
einem  fireilich  auch  sonst  von  Geometem  leider  vielfach  befolgten 
Brauch,  nicht  gehörig  angegeben  sind,  obwohl  das  durchaus  keinen 
ungewöhnlichen  Grad  von  Sorgfalt  erfordert  haben  würde.  Grenz- 
faUe,  die  sich  der  „allgemeinen^^  Theorie  entziehen,  und  thatsächlich 
stark  abweichende  Eigenschaften  aufweisen,  werden  ignorirt,  ja  es 
scheint  die  Vorstellung  zu  bestehen,  dass  solche  Fälle  überhaupt  nicht 
existiren.  —  Eine  erschöpfende  Behandlung  dieser  GrenzißUe  setzt 
natürlich  die  Lösung   des  bezeichneten   Classificationsproblems  voraus. 

Koch  weniger  einwandsfrei  ist  die  (kürzere)  Behandlung  des  Gegen- 
standes in  der  Liniengeometrie  des  Herrn  R.  Sturm***).  In  diesem 
Falle   ist   wohl   die   in   sehr   kurzer   Zeit   erfolgte  Bearbeitung   eines 


*)  I.  Abtheilong,  Leipzig  1868. 

•*)  A  Treatise  an  the  Theory  of  Scretos.    Cambridge  (England)  1900. 
•••)  Theü  I.  Leipzig  1892. 
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011  wir  aber  eine  längere  Reihe  von  Bezeichnungen  nöthig  haben. 

mag  dies  vielleicht  als  einen  Uebelstand   empfinden;   nahe   ver- 

Ite  Begriffe  müssen  aber^  eben  weil  sie  verwandt  sind  und  daher 

H    verwechselt    werden   können^    mit    besonderer   Sorgfalt   unter- 

eden  werden. 

Die  dualen  Collineationen, 

Betrachten  wir,  wie  schon   zu   Schluss  des  §  25  geschehen,   als 

'jecte   der   contragredienten  linearen   synektischen  Transformationen 

.afäen  erster  und  zweiter  Schicht^  so  haben  wir  vor  uns  eine  conti- 

.irliche*)  Gruppe  mit  sechzehn  wesentlichen  Parametern:   denn   eine 

altiplication  aller  Goefficienten  a,-^  =»  a^j^  -f'  ^ik^  ^^  einem  und  dem- 

ben  dualen  Factor   ö-^-xb   ändert   die   dargestellte  Transformation 

.•ht.    Wir  werden  diese  Gruppe  kurz  als  ,,Gruppe  G^g"  bezeichnen; 

re  Transformationen^    die   paarweise   als   „contragredient^^  zusammen- 

hören,  werden  wir  dtuü-coüinear  nennen.    Mit  diesem  Wort  wünschen 

ir   natürlich   einmal   die  Analogie   dieser  Transformationen  mit  den 

oUineationen  der  ebenen  Geometrie  anzudeuten ,  dann  aber  auch  das 

barakteristische  Unterscheidungsmerkmal  auszudrücken**). 

Die  Formeln  des  §  25  lassen  nun  ohne  weitere  Rechnung  einige 
Eigenschaften  dieser  ^,dualen  Collineationen^'  erkennen^  die  wir  kurz 
zusammenstellen  wollen. 

Duale  Collineationen  lassen  unter  ^Anderem  invariant: 

1)  Parallelismus  eigentlicher  Strahlen  gleicher  Schicht, 

2)  Die  Eigenschaft  eines  eigentlicJien  und  eines  uneigentlichen  Strahls 
derselben  Schicht,  ein  LinienJcreuz  zu  bilden, 

3)  Rechtwinkliges  Kreuzen,  und 

4)  Rechtwinkliges  Schneiden  von  eigentlichen  Strahlen  verschiedener 
Sdiichten^ 

5)  Das  Schneiden  eines  eigetitlichen  und  eines  uneigentlichen  Strahls, 
wenn  diese  zu  versctiiedenen  Schichten  gehörefi, 


*)  Im  gewöhnlichen  (Lie' sehen)  Sinne    des  Wortes.    Die  Gruppe   ist   con- 
tinuirlich  im  imaginären  Gebiet;  reell -continuirlich  ist  sie  nicht. 

**)  Da  im  Nicht-Euklidischen  Räume  negativer  oder  positiver  Krümmung  je 
eine  ähnlich  definirte  Gruppe  existirt,  so  ist,  wo  immer  Verwechselungen  möglich 
sind,  ein  weiterer  Zusatz  nöthig.  Es  empfehlen  sich  dafür  die  Worte  elliptisch, 
parabolisch,  hyperbolisch;  und  zwar  ist  es  zweckmässig,  die  aus  der  sogenannten 
elliptischen  Geometrie  abzuleitenden  dualen  Collineationen  als  hyperbolisch  zu  be- 
zeichnen, und  umgekehrt.  Im  Texte  haben  wir  es  ausschliesslich  mit  den  „para- 
bolischen" dualen  Collineationen  (und  Correlationen)  zu  thun.  —  Von  den  weiter- 
hin zu  betrachtenden  „radialen"  Projectivitäten  haben  in  der  Nicht-Euklidischen 
Geometrie  nur  die  AnticoUineationen  und  Anticorrelationen  ein  Seitenstück. 
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6)  Rechtwinkliges  Schneiden  zweier  ufmgenüicher  Strahlen  verschiede- 
ner Schichten*) y 

7)  Die  Eigenschaft  dreier  eigentlicher  Strahlen  gleicher  Schicht,  den- 
selben uneigentichen  Strahl  (der  anderen  Schicht)  m  schneiden, 

8)  Endlich  die  Eigenschaß  dreier  eigentlicher  Strahlen  gleicher  Schicht^ 
dem  Normalennetz  eines  und  desselben  Strahls  (der  anderen  Schicht) 
anzugehören. 

Die  Eigenschaften  7)  und  8)  lassen  sich  auch  so  ausdrücken: 
Querlinien  eines  eigentlichen  oder  uneigenüichen  Liniehkreuzes  gehen  bei 
dualen  CoUineationen  immer  wieder  in  solche  über. 

Die  wesentlichste  unter  den  aufgestellten  Eigenschaften  der  dualen 
CoUineationen  ist  offenbar  in  der  Aussage  enthalten,  dass  Querlinien 
eigentlicher  Linienkreuze,  Normalennetze  von  eigentlichen  Strahlen,  in 
ebensolche  übergehen.  Denn  aus  dieser  Eigenschaft  allein  lassen  sich 
alle  übrigen  ohne  Mühe  entwickeln. 

Aus  der  verwickelten  Oeometrie  und  Invariantentheorie  unserer 
Oruppe  Gi^  lässt  sich  ein  Kreis  in  sich  abgeschlossener  Bildungen 
herausheben,  eine  ausgedehnte  Gruppe  algebraisch-geometrischer  Sätze, 
die,  nach  der  Methode  des  §  23,  einfach  durch  TJebertragung  aus  der 
gewöhnUchen  Geometrie  und  Invariantentheorie  der  allgemeinen  pro- 
jectiven  Gruppe  der  Ebene  entstehen. 

Die  dualen  Correlationen. 

Vertauschen  wir  nicht  Strahlen  beider  Schichten  unter  sich,  sondern 
vertauschen  wir  gleichzeitig  diese  Schichten  mit  einander,  etwa  durch 
Zusammensetzung  der  bereits  aufgestellten  Transformationen  mit  der 
involutorischen  Transformation 

^1  =  C^i;    ^  =  ^3}    ^s  =  Us, 

die  jedem  Strahl  erster  Schicht  den  darüber  liegenden  Strahl  zweiter 
Schicht  zuordnet,  so  erhalten  wir  eine  neue  Schar  von  Transforma- 
tionen, die  den  Punkte  und  Gerade  vertauschenden  Correlationen  der 
ebenen  Geometrie  analog  sind,  und  deswegen  von  uns  duaie  Correla- 
tionen genannt  werden  sollen. 

Im  Grunde  freilich  sind  diese  dualen  Correlationen  von  den  dualen 
CoUineationen  gar  nicht  vei-schieden,  und  hierin  liegt  eine  Abweichung 
unserer  Strahlengeometrie  von  der  ebenen  projectiven  Geometrie,  oder 


^  Darunter  ist  zu  verstehen  Orthogonalität  der  zugehörigen  beiden  Büschel 
paralleler  Ebenen. 
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Tielmehr  von  der  Art,  wie  diese  (in  übrigens  durchaus  zweckmässiger 
Weise)  gewöhnlicli  behandelt  wird*). 

Es  liegt  eigentlich  nur  ein  Unterschied  in  der  Art  der  Bezeich- 
nung vor.  Die  ganze  Unterscheidung  kommt  erst  dadurch  zu  Stande, 
dass  wir,  bei  Einführung  der  beiden  „Schichten^*,  jeden  Strahl  im 
Baume  zweimal  setzen,  was  ein  an  sich  willkürliches  Verfahren  ist. 
Ist  diese  Untersuchung  sonach  nicht  durchaus  nothwendig,  so  ist  sie 
doch  jedenfalls  praktisch  unentbehrlich,  da  sie  das  Yerständniss  un- 
serer Strahlengeometrie  ganz  wesentlich  erleichtert.  —  Das  Ueberein- 
anderliegen  zweier  Strahlen  yerschiedener  Schichten  ist  in  dieser  Geo- 
metrie eine  nebensächliche  Erscheinung;  eine  solche  Beziehung  wird 
durch  contragi-ediente  Transformationen  im  Allgemeinen  zerstört. 

Duale  Änticollineationen  und  Änticorrelationen. 

Wechselt  man  in  den  Gleichungen,  die  eine  duale  CoUineation 
darstellen  (§  25,  Nr.  23,  26),  die  Vorzeichen  der  vectoriellen  Coeffi- 
cienten  der  dualen  Coordinaten  X{,  U{,  aber  nicht  auch  die  der  Coor- 
dinaten  X,.,  J7|,  so  entsteht  ein  weiteres  Paar  „contragredienter^'  Trans- 
formationen, die  ebenfalls  die  auf  S.  231  bezeichneten  Eigenschaften 
haben.  Es  ist  nützlich,  auch  für  diese  Transformationen,  die  mit  den 
Transformationen  von  G^g  zusammen  wieder  eine  Gruppe  bilden,  ein 
besonderes  Wort  zu  haben:  Wir  nennen  sie  „duale  Änticollineationen" 
und  definiren  entsprechend  einen  zweiten  Ausdruck  „duale  Änticorre- 
lationen"**). 

Jetzt  lässt  sich  das  Y erhältniss  unserer  Transformationen  zur  Gruppe 
der  Euklidischen  Bewegungen  und  Umlegungen  einfach  beschreiben: 

Die  Gruppe  der  Bewegungen  ist  als  Untergruppe  der  Gruppe  der 
dualen  Collineationen  dadurch  gekennmchnet,  dass  sie  das  Uebereinander- 
liegen  von  Strahlen  verschiedener  Schichten  nicht  ändert.  Durch  die  gleiche 
Einschränkung  entstehen  die  Umlegungen  aus  der^chaar  der  dualen  Änti- 
collineationen. 

In  der  Elementargeometrie  ist  also  überhaupt  kein  Bedürfhiss 
vorhanden,  die  Strahlenmannigfaltigkeit  doppelt  zu  überdecken;  und  in 
der  That  haben  wir  z.  B.  bei  der  in  §  24  durchgeführten  Untersuchung 
einen  solchen  Process  nicht  nöthig  gehabt. 

*)  Die  Abweichung  läset  sich  nämlich  beseitigen  dadurch,  dass  man  als 
Ranmelement  in  der  ebenen  projectiven  Geometrie  die  Figur  ansieht,  die  von 
einem  Punkt  und  von  dessen  Polare  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  Kegelschnitt 
gebildet  wird. 

**)  Auch  diese  Ausdrücke  sind  der  ebenen  Geometrie  entlehnten  die  sie 
▼on  Herrn  C.  Segre  eingeführt  worden  sind.    Wir  kommen  darauf  noch  zurück. 
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//M*  II w  auch  angesehen  werden  als  eine  duale  Corre- 
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..     vu  bi:^er  betrachteten  Arten  yon  Strahlentran^formationen 

s>.it    undere^    denen   die    vorhin   aufgezählten  Eigenschaften 

w<^t'us«cheinlich  ebenfalls  zukommen  ^   nämlich  die  AehhUch" 

tfHationeny   und  dann  natürlich  überhaupt  alle  Transforma- 

:>trahlen,  die  aus  diesen  und  jenen  durch  Zusammensetzung 

.1.      Ihre   Gesammtheit    bildet ,    wie    man    sofort    findet ,   eine 

avieu  allgemeine  Transformation  von  17  Parametern  abhängt^ 

.    \oa    un8   als    eine    radiale    Projectivität  bezeichnet   werden    soll. 

:«   Uich  hier  die  doppelte  Ueberdeckung  der  Strahlenmannigfaltigkeit 

«  ;  VUu\>  ist;  so  werden  wir  radiale  CoUineationen  und  radiale  Corre- 

,.  V  '«ii«  %\x  unterscheiden  haben^  je  nachdem  beide  Strahlenschichten 

:ii  viaiuon  in  Ruhe  bleiben  oder  yertauscht  werden.    Die  ersten  bilden 

.lu'  von  uns  mit  G^^  zu  bezeichnende  continuirliche  Gruppe. 

Uli»  Gruppe  der  radialen  Projectiyitäten  enthält,  wie  man  leicht 
iiiulüt,  als  invariante  Untergruppe  die  Gruppe  der  dualen  Prajedivitäten 
uiul  Antiprcjedivitäten,  wie  wir  die  zuvor  besprochenen  Schaaren  von 
ImuMformationen  zusammenfassend  nennen  können.  Dabei  sind  die 
vlualvu  Collineationen  und  Anticollineationen  natürlich  unter  den  radialen 
C\>llineationen;  ebenso  die  dualen  Gorrelationen  und  Anticorrelationen 
uiUcr  den  radialen  Gorrelationen  enthalten. 

Um  eine  analytische  Darstellung  z.  B.  aller  radialen  Gollineationen^ 
uUii  der  erklärten  Grujj^pe  G^^,  zu  erhalten,  braucht  man  offenbar  mit 
(li^ii  dualen  Collineationen  nur  die  perspectiven  Aehnlichkeitatransfor- 
tuiitionen  zusammenzusetzen,  die  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  in 
Uuhe  lassen  und  alle  Abstände  in  je  einem  beliebigen  Yerhältniss  1 :  k 
vurgrössern.  Diese  Aehnlichkeitstransformationen  werden  in  rechtwink- 
ligen Strahlencoordinaten  dargestellt  oder  können  dargestellt  werden 
<|iirch  Gleichungen  der  Form 

ÄOl  =  *01;  *02  =  *08>  *08  =  *0S; 

die  ,,contragredienten  Transformationen^'  sind  mit  ihnen  identisch  und 
werden  dargestellt  durch  eben  dieselben  Gleichungen  zwischen  U^,  U|^'. 
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Es  entstehen  auf  diese  Weise  die  Transformationsgleichungen,  die 
wir  weiterhin  unter  Nr.  (5)  aufführen  werden. 

Ausser  der  Gruppe  G^^  enthalt  die  Gruppe  G^^  der  radialen  Gol- 
lineationen  noch  zwei  (und  nur  zwei)  weitere  invariante  conÜmUrliche 
Untergruppen,  wie  wir  bereits  auf  Seite  106  angedeutet  haben.  Die" 
die  eine  G^y  mit  neun  Parametern  ^  enthält  alle  Transformationen  von 
Gn,  die  alle  uneigentlichen  Strahlen  und  daher  auch  alle  Parallelen- 
bündel oder  alle  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  einzeln  in  Buhe 
lassen ;  darunter  alle  oo^  perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen. 
Die  zweite  Gruppe  G^,  mit  acht  Parametern,  bildet  den  Durchschnitt 
der  Gruppe  G^  und  der  Gruppe  G^^.  Sie  wird  von  vertauschbaren 
Transformationen  gebildet,  und  kann  so  dargestellt  werden: 

/Q\  *23  =  *as  +  ^n^oi     I     ^12*08     I     ^13*08; 

Ä12  =  $12  +  ^31  $01     r  ^82*02     I     ^88$08> 
Kl  +  «22  +  «88  =  0)- 

Die  zugehörigen  contragredienten  Transformationen  werden  ge- 
funden^ wenn  man  — Uki  an  Stelle  von  ccik  setzt,  und  die  Zeichen  3E  und 
U  vertauscht.  Die  Schiebungen  der  Euklidischen  Geometrie  sind  in 
dieser  Gruppe  Gg  enthalten,  und  bilden  deren  Durchschnitt  mit  der 
Gruppe  der  Bewegungen.  Wir  werden  die  Transformationen  (3)  dudli 
Schiebungen  nennen. 

Von  den  Transformationen  der  Gruppe  G^  werden  die  eigentlichen 
Strahlen  eines  einzelnen  Parallelenbündels  ebenso  unter  einander  ver- 
tauscht, wie  die  eigentlichen  Punkte  einer  Ebene  durch  die  dreiglied- 
rige Gruppe  der  -perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen;  der  Ab- 
stand irgend  zweier  Strahlen  des  Bündels  wird  dabei  in  einem  bei 
gegebener  Transformation  constanten  (von  der  Auswahl  des  Parallelen- 
bündels unabhängigen)  Yerhältniss  1  :  Je  vergrössert.  Die  continuirliche 
Untergruppe  G^  ist  dann  dadurch  gekennzeichnet,  dass  für  ihre  Trans- 
formationen k  =  1  ist,  dass  also  jene  Aehnlichkeitstransformationen 
sich  auf  Schiebungen  reduciren.  Dem  Werthe  i  =  —  1  entsprechen  die 
involutorischen  Transformationen  der  Gruppe  (r^,  die  mit  den  dualen 
Schiebungen  zusammen  eine  Gruppe  bilden.  Ihre  Theorie  wird  uns 
iv'eiterhin  noch  näher  beschäftigen. 

Auf  die  Gruppe  der  Aehnlichkeitstransformationen  reducirt  sich 
.  dieJir^ppe  G^y  wenn  man  verlangt,  dass  das  Uebereinanderlegen  von 
Strahlen  verschiedener  Schichten  erhalten  bleiben  soll. 
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Die  sid>engli€drige  Gruppe  der  Äehtdichkeits^ansformcfHonen  hildä 
den  vollständigen  Durchschnitt  der  Gruppe  Gy^  mit  der  Crruppe  G^^  der 
(im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes)  cöUinearen  Transformationen. 

Ferner  verdient  der  folgende  Satz  angemerkt  zu  werden: 

Die  Gesammtheit  aUer  radialen  (dualen)  CcUineationen,  die  den 
Winkel  von  je  zwei  Strählen  (gleicher  Schicht  oder  auch  verschiedener 
Schichten)  ungeändert  lassen,  bildet  eine  continuirliche  Crruppe  mit  zwölf 
(elf)  Parametern, 

Diese  besonderen  Transformationen  von  G^^  (öjg)  Aoftew  die  ebenfalls 
charakteristische  Eigenschaft,  duss  jede  alle  Abstände  paralleler  Strahlen 
gleicher  Schicht  in  demselben  Verhältniss  1 :  k  ändert  (ungeändert  lässt). 

Die  angeführte  Gruppe  G^  entsteht  durch  Zusammensetzung  der 
Transformationen  von  G^  mit  der  Ghruppe  der  Aehnlichkeitstransfor- 
mationen^  oder  auch  schon  mit  der  Gruppe  der  Drehungen  um  einen 
festen  Punkt;  ebenso  entsteht  die  zweite  Gruppe  G^^  aus  den  Trans- 
formationen von  G^  und  den  Bewegungen  (Drehungen  um  festen  Punkt). 
Beide  Gruppen  G^^j  G^  können  als  Untergruppen  von  G^^y  G^^  natür- 
lich auch  dadurch  erklärt  werden ;  dass  ihre  gepaarten  (contragredien- 
ten)  Transformationen  bestehenden  Parallelismus  zwischen  Strahlen 
verschiedener  Schichten  nicht  zerstören. 

Der  Satz  ist  leicht  zu  beweisen  mit  Hülfe  des  auf  Seite  150  an- 
gegebenen Ausdrucks  für  den  Abstand  paralleler  Geraden.  Dieser  Aus- 
druck ändert  nämlich  seine  Form  nicht;  wenn  man  an  Stelle  der  Plücker - 
sehen  Liniencoordinaten  Strahlencoordinaten  einführt.  Es  ergiebt  sich 
daraus,  dass  die  Abstände  paralleler  Geraden  in  constantem  Verhältniss 
immer  dann  und  nur  dann  geändert  werden  ^  wenn  die  scalaren  Be- 
standtheile  a,«  der  Grössen  an  (Nr.  23,  S.  224)  das  Coefficienten- 
System  einer  orthogonalen  Transformation  bilden.  (Vgl.  die  folgenden 
Formeln  Nr.  5.) 

Wir  heben  schliesslich  noch  eine  übrigens  bereits  angedeutete 
Eigenschaft  der  radialen  Projectivitäten  hervor,  die  der  Gruppe  G^  ein 
besonderes  Interesse  verleiht: 

Die  radialen  Projectivitäten  umfassest  alle  Transformationen  von 
Strahlen,  die  aus  dem  Normxüennetz  eines  eigentlichen  Strahls  immer 
wieder  ein  sokhes  hervorgehen  lassen*). 


*)  Der  hier  zu  Grunde  zu  legende  Begriff  der  „Transformation"  kann  sehr 
weit  gefasst  werden.  Es  gendgt,  darunter  eine  Zuordnung  reeller  eigentlicher 
Strahlen  zu  verstehen,  die  för  eine  gewisse  Umgebung  zweier  entsprechender 
Strahlen  definirt  und  in  diesem  Gebiete  gegenseitig  eindeutig  und  stetig  ist 

Der  Beweis  erfordert  Hälfsmittel,  die  uns  hier  noch  nicht  zu  Gebote  stehen. 
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* 

Lineare  Transformationen  der  Gewinde,  die  coaxiale  Gewinde 

in  ebensolche  überführen. 

Die  Gesammtheit  aller  Transformationen  der  Gewinde^  die  Büschel 
und  daher  überhaupt  lineare  Mannigfaltigkeiten  Yon  Gewinden  in  eben- 
solche übergehen  lassen,  bildet  eine  continuirliche  Gruppe  mit  35  Para- 
metem.  Diese  Gruppe  F^^  ist  nicht  wesentlich  verschieden  von  der 
Gruppe  aller  CoUineationen  in  einem  Gebiete  sechster  Stufe ,  und  hat 
daher  nur  ein  geringes  spedfisches  Interesse.  Wir  halten  uns  nicht 
auf  mit  der  leichten  und  schematisch  ausführbaren  üebertraguug  von 
bekannten  Sätzen  der  projectiven  Geometrie  des  Raumes  von  fünf 
Dimensionen  auf  die  Geometrie  der  Gewinde  im  gewöhnlichen  Räume, 
um  so  weniger,  als  der  Gegenstand  von  Anderen  wiederholt  breit  ab- 
gehuidelt  worden  ist. 

Wir  bemerken  darüber  nur,  dass  man  auch  die  Mannigfaltigkeit 
aller  Gewinde  doppelt  überdecken  muss,  wenn  man  zu  einer  klaren 
Einsicht  in  das  gegenseitige  Yerhältniss  beider  Gruppen  gelangen  will: 
Cof^Agirte  Gewinde,  d.  h.  Gewinde  y^erster*^  und  ,,0weiter  SchicM^,  deren 
bilineare  Invariante 

(4)    (U3e)  =  Uoi3E^  +  Uo,X„-|rll«,3e,,  +  ll„X«  +  U,Ä,  +  Ui,3Eo, 

verschwindet,  werden  dann  durch  „contragrediente'^  lineare  Transfor- 
mationen der  Gewinde  in  ebensolche  verwandelt,  und  die  Gruppe  F^ 
selbst  wird  bei  der  doppelten  Ueberdeckung  der  Gewinde-Mannigfaltig- 
keit durch  eine  zweite  Schaar  von  linearen  Transformationen  erweitert, 
die  den  Correlationen  im  Gebiete  sechster  Stufe  zugeordnet  werden 
können. 

Die  Gruppe  F^  hat  nun  eine  interessante  Untergruppe,  deren 
Transformationen  die  charakteristische  Eigenschaft  haben,  Büschel 
coaxidler  Gewinde  immer  wieder  in  solche  übergehen  zu  lassen.  Wie 
eine  leichte  TJeberlegung  zeigt,  hat  jede  solche  Transformation  die 
Form 

3Eoa  =  OjiXoi  +  (hi^oi  +  ö^8s3fo8 ;  (* '  I  ^n<h2^iz  I  4=  0); 

Xsi  =  «213^01  +  ^9^0i  +  ^S^^OS  +  ^(jhl^S  +  ^22^^81  +  ^233^12); 
3£i2  =  «^81 3^01  +  ^23^02  +  ^M^OS  +  ^(0^81 3^8  +  ^823^81  +  ^Sß^li)  } 

WO  nunmehr  die  Grössen  X,*  rechtwinklige  Flücker'sche  Getvindecoordi- 
natm  bezeichnen.    Führt  man  mehrere  Transformationen  der  Art  hinter 
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einander  ans,  so  werden  die  zugehörigen  Constanten  k  mit  einander 
mnitiplicirt  Die  zu  (15)  gehörige  ^^contragrediente^  Transformation 
wird  gefunden,  wenn  man  in  (5)  erstens  jeden  Coefficienten  durch  die 
zugehörige  TJnterdeterminante  der  Transformationsdetenninante  ersetzt^ 
zweitens  die  Veränderlichen  ditk  (und  dUk)  mit  den  zugehörigen  contra- 
gredienten  Veränderlichen 


*oi;    *02;    *08>    ^8;    *8i;    *i2 

yertauBcht.    Diese  aber  sind,  wie  (4)  zeigt,  proportional  zu  den  Grössen 

1^8;   ^17   ^?   ^i;   ^)a;   ^w 

Man  erhalt  daher  als  Ausdruck  der  contragredienten  Transfor- 
mation wiederum  ein  Gleichungssystem  der  Form  (5),  mit  anderen 
Coefficienten,  aber,  wie  man  leicht  findet,  gehörig  zu  demseO)en  Werthe 
der  Gonstanten  Je. 

Es  ist  also  zunächst  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Hat  eine  lineare  Transformation  der  Gewinde  die  Eigenschaft, 
coaxiale  Gewinde  in  ebensolche  überzuführen,  so  hat  die  eugehärige  con- 
tragrediente  Transformation  dieselbe  Eigenschaft 

Die  Gesamm&wit  aller  dieser  jsu  Paaren  angeordneten  Transforma- 
tionen bildet  eine  continuirliche  Gruppe  mit  18  Parametern, 

Wir  werden  diese  Gruppe  mit  F^g  bezeichnen;  eine  zugehörige 
weitere  Schaar  von  Transformationen,  die  Gewinde  beider  Schichten 
vertauscht  (s.  oben),  werden  wir  der  Kürze  halber  bei  Seite  lassen. 

Contragrediente  Transformationen  der  genannten  Art  führen  nidd 
nur  conjugirte  Gewinde  verschiedener  Schichten  in  ebensolche  der  gleichen 
Schichten  über,  sondern  ausserdem  auch  orthogonale  Gewinde,  d.  h.  Ge- 
winde verschiedener  Schichten,  deren  HaupUixen  (oder  Nebenaxen)  einen 
rechten  WinJcel  bilden,  in  ei>ensclclie  Gewinde. 

Auch  diese  Eigenschaften  sind  charakteristisch  ffir  die  Untergruppe 
Fjg  von  r^. 

Wir  vergleichen  nun  die  Formeln  (5)  mit  denen  Nr.  (23)  und  (26) 
in  §  25.  Diese  können  wir  ohne  Weiteres  auf  eine  Form  bringen,  in 
der  die  Determinante  ^  einen  verschwindenden  vectoriellen  Bestand- 
theil  hat  Die  so  erhaltenen  Transformationsgleichungen  deuten  wir 
als  Transformationen  der  Gewinde.  Sie  sind,  wie  die  vierte  der  nun- 
mehr  sich  ergebenden   speciellen  Beziehungen 

•:.        (U' ,  Sk")  =  ^  •  (U  i  X) ,  (U'X')  =  ^  •  (UX) , 

■,u«'aB')  =  ^i».(,uass),   {U'ss'SB'}  =^«-  {uasss} 
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zeigt,  paarweise  contragredient,  und  bilden  eine  continuirliche  Gruppe, 
die  r^Q  genannt  werden  solL 

Mit  den  Transformationen  von  Fj^  setzen  wir  jetzt  die  Transfor- 
mationen zweier  weiterer  eingliedriger  Gruppen  zusammen.  Die  eine, 
die  wir  mit  F^  bezeichnen,  kann  in  dualen  Coordinaten  dargestellt 
werden  durch  die  Gleichungen 

.      X,'={1  +  Xb)X„    X,'=(1  +  Xb)X„    X,'=(1+A6)X„ 

^^    Di'=(l-A6)üi,     U,'=(1-Xb)U,;     ü,'-=(l-Ae)J7„ 

in  Plücker'schen  Gewindecoordinaten  also  durch  die  Gleichungen: 

3toi  =  3toi ,    X28  =  Xiz  +  ^  '  3^01 ;  n.  s.  w. 

Uo'i  =  Uoi  >    U28  =  Uss  —  ^  •  Uoi ,  n.  s.  w.*) , 
woraus  folgt 

(X'rBO  =  (3e?)3),     [rWBl  =  {^m]  +3A.(3E?)3), 

(9)       (U'IXO  =  (U|3E),  (U'X')  =  (U3E), 

(U'S'SßJO  =  (USBSB),     {U'SB'SßJ'}  =  {USßSB}  —  3A  •  (U9SSB). 

Die  zweite  eingliedrige  Gruppe  wird  gebildet  Ton  den  schon  be- 
trachteten perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen, 

/^QN  ÄOl  =  ÄOl,      Ä28  =  f^  •  Äas  U.  8.  w. 

Uoi  =  Uoi;      U28  =  Ä  •  ll23    n.   S.  W.  , 

woraus  folgt 

(rw&l  =  (3E?)3);      {X'?)'3'}  =  *  •  {3e?)3}, 

(11)  (U'  1  r)  =  (U 1 3£),  (U'X')  =  Ä  .  (US), 

(U'SB'SB')  =  (U»9B),      {U'aS'2B'}=Ä-  {USSB}. 

Die  Transformationen  der  Gruppen  Fig,  f^,  und  die  genannten 
perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen  gehören  nun  sämmtlich  der 
Gruppe  Fjg  an,  und  sie  erzeugen,  wie  man  ohne  Weiteres  erkennt, 
diese  ganze  Gruppe.     So  kommt  man  zu  den  folgenden  Sätzen: 

Mit  jedem  Paar  contragredienter  Transformationen  der  Gruppe  F^^ 
(Nr.  5)  ist  ein  bestimmtes  Paar  contragredienter  radialer  CoUineationen 
cerbunden,  die  angeben,  wie  die  Hauptaxen  der  Gewinde  beider  Schichten 
vertauscht  werden. 

Umgehört  gehört  jm  jedem  Paar  contragredienter  Transformationen 
von  G^  eine  Schaar  von  00^  Paaren  contragredienter  Transformationen 
von  r^g,  die  alle  dieselbe  Vertauschung  von  Strahlen  einer  jeden  Schicht 
hervorbringen. 


•)  Die  Grösse  X  ist  dieselbe,  die  wir  auf  S.  67  eingeführt  und  dort  ebenso 
bezeichnet  haben. 
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Diese  Transformationen  unterscheiden  sich  von  einander  um  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  invarianten  Untergruppe  F^  von  F^  (Nr.  8). 

Diese  Untergruppe  ist  dadurch  chardkterisirtj  dass  sie  jedes  eindm 
Büschel  coaxiaier  Gewinde  in  der  einen  Schicht  und  daher  auch  jedes 
solche  Büschel  in  der  anderen  Schicht  in  Buhe  lässt,  Ihre  Transfor- 
mationen haben  überdies  die  Eigenschaft,  aus  jedem  Gewinde  erder 
(zweiter)  Schicht  vom  Parameter  3  (S.  153)  das  coaxiale  Gewinde  tm 

Parameter  3  +  y  (3  —  y)  hervorgehen  eu  lassen,  wobei  der  Zutmhs 

y( — y)  des  Parameters  für  die  Transformalion  charakteristisch,  dso 

unabhängig  von  dem  ihr  unterworfenen  Gewinde  ist. 

Die  Gruppe  F^g  kann  auch  bezeichnet  werden  ais  die  grösste  Grupge 
von  linearen  Transfomuxtionen  der  Geunnde ,  die  diese  Gruppe  F^  eis 
invariante  Untergruppe  enOwlt 

Alle  mit  den  Transformationen  von  F^  vertauscJAaren  linearen  Gt- 
Windetransformationen  bilden  eine  in  F^g  invariant  enthaltene  continuir- 
liehe  Gruppe  F^^,  die  in  zwei  mit  einander  vertauschbare  Gruppen  fj 
und  Fj^  (s.  oben)  zerlegt  werden  kann. 

Die  Gleichungen  der  Gruppe  F^^  entstehen  aus  denen  der  Gruppe  Fjg 
(Nr.  5),  wenn  man 


(12) 


und 


«U      ^2      «18 

«11      «U     «18 

«11      «12     «18 

«Äl      ^ii      «28 

+ 

«21      «22      «28 

+ 

«21     «22      «28 

Ä,i      »8»     «88 

«81      «82     «88 

«81      «82     «88 

=  0 


(13)    * 


setzt.  Sie  ist  holoedrisch  (im  engsten  Sinne  des  Wortes,  nämtid^  ein- 
eindeutig)  isomorph  zur  Gruppe  G^^  der  dualen  CoUineationen: 

Die  Transformationen  der  Gruppen  Fjg  und  Gi^  bestimmen  einander 
gegenseitig. 

Die  Gruppe  F^^  kann  u.  A.  dadurch  charakterisirt  werden,  dass 
der  Yon  uns  in  einem  besonderen  Falle  (vgL  S.  212)  bereits  betrachtete 
Quotient 

bei  ihren  Transformationen  eine  absolute  Invariante  ist.  Eine  andere 
bemerkenswerthe  (siebzehngliedrige)  Untergruppe  ron  F^g  ist  charakte- 
risirt durch  die  Invarianz  der  Gleichung  {di^Q]  =0.  Sie  entsteht 
durch  Zusammensetzung  von  F^g  mit  den  Aehnlichkeitstransformatio- 
nen;  sie  (nicht  aber  die  Gruppe  F^^)  ist  also  isomorph  zur  Gruppe  Gi^ 
der  radialen  CoUineationen.    In  F^g  ist  sie  nicht  invariant 
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Lineare  Transformationen  der  Motoren, 
die  coaxiale  Motoren  in  ebensolche  überführen. 

Die  zuletzt  angestellten  Bertrachtungen  enthalten  eine  vollständigere 
geometrische  Deutung  der  zu  Schluss  des  §  25  aufgeführten  Glei- 
chungen. Man  kann  nun  offenbar  in  dieser  Richtung  noch  einen 
Schritt  weitergehen:  Man  kann  in  den  genannten  Gleichungen^  und 
ebenso  auch  in  den  Gleichungen  (5)  des  gegenwärtigen  Paragraphen^ 
die  Grössen  diik  als  nicht-homogene  Grössen,  als  Goordinaten  etwa  eines 
Motors  auffassen.  Man  wird  dann  natürlich  auch  die  Werthe  der 
Grössen  a,*,  a,*  selbst,  und  nicht  nur  deren  Verhältnisse,  als  für  die 
betrachtete  Transformation  charakteristisch  anzusehen  haben:  Die  Glei- 
chungen (5)  stellen  jetzt  eine  continuirliche  Gruppe  mit  19  Para- 
metern dar. 

Die  Structur  dieser  Gruppe  wird  in  derselben  Weise  untersucht 
werden  können,  wie  die  Structur  der  Gruppe  f^g,  deren  Baumelement 
das  Gewinde  ist.  Wir  wollen  diesen  Gedanken  nicht  mehr  ins  Einzelne 
ausführen.  Wir  weiseii  aber  darauf  hin,  dass  die  meisten  der  demnächst 
zu  entwickelnden  Sätze  unserer  „Geometrie  der  Dynamen^  untergeordnet 
werden  können,  dass  man  sie,  wenn  man  will,  als  Aussagen  über  infini- 
tesimale Bewegungen,  Motoren  u.  s.  w,  ansehen  kann. 

Das  duale  Doppelverhältniss. 

Wir  haben  bisher  die  Gruppe  G^q  der  dualen  CoUineationen 
auf  zwei  Weisen  charakterisirt.  Einmal  analytisch,  durch  die  linearen 
synektischen  Transformationen  (S.  224,  231).  Sodann  gruppentheore- 
tisch, als  invariante  Untergruppe  der  umfassenderen  Gruppe  G^  der 
radialen  CoUineationen,  die  nach  eiinem  bis  jetzt  allerdings  ohne  Beweis 
angeführten  Satze  (S.  236),  geometrisch  erklärt  werden  kann.  Man 
wird  sich  nun  die  Frage  vorlegen  können,  worin  sich  denn  geome- 
trisch die  dualen  CoUineationen  von  beliebigen  radialen  CoUineationen 
unterscheiden,  und  wie  man  überhaupt  durch  geometrische  Construc- 
tionen  diese  verschiedenen  Arten  von  Strahlentransformationen  finden  kann. 

Eine  von  der  Geometrie  der  Gewinde  und  Motoren  unabhängige 
Beantwortung  dieser  wichtigen  Fragen  kann  in  einer  Reihe  von  Sätzen 
gefunden  werden,  die  wir  nunmehr  darlegen  wollen.  Die  Beweise  und 
auch  verschiedene  Einzelheiten  glauben  wir  dem  Leser  überlassen  zu 
dürfen.  Diese  Beweise  sind  nämlich  zum  Theil  voUkommen  analog 
den  Beweisen  bekannter  Sätze  der  ebenen  projectiven  Geometrie,  in 
aUen  Fällen  aber  sind  sie  so  leicht  zu  führen,  dass  ein  Leser,  der  uns  l)is 

study,  Geometrie  der  Dynamen.  10 
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hierher  mit  Aufmerksamkeit  gefolgt  ist^  sie  ohne  Mühe  wird  ergänzen 
können.  — 

Wir  bilden  zunächst  einen  Begriff^  der  analog  ist  dem  Doppel?er- 
hältniss  Ton  vier  Punkten  einer  Geraden  oder  von  vier  Geraden  eines 
Punktes  in  der  ebenen  projectiven  Geometrie  ^  und  der  den  B^riff 
dieser  letzten  Doppelyerhältnisse  als  besonderen  Fall  umfassi 

Es  mögen  P,  Q,  R,  8  vier  eigentliche  Strahlen  etwa  „erster 
Schicht'^  bedeuten^  die  dem  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls 
angehören,  und  Yon  denen  wir  überdies  zunächst  Yoraussetzen  wollen, 
dass  sie  in  diesem  Normalennetz  „allgemeine  Lag^^  haben,  dass  namlicli, 
keine  zwei  von  ihnen  parallel  sind.  Ist  dann  0  ein  fünfter  eigentlicher 
Strahl,  der,  übrigens  ganz  beliebig,  nicht  dem  uneigentlichen  Linien- 
kreuz angehören  soll,  von  dem  P,  Q,  R,  S  Querlinien  sind,  so  hat 
der  Nenner  des  Quotienten 

nr^  j._iOPB)(OQS) 

^^"^^  ^  ~  iOPS)  iOQB) 

einen  von  Null  verschiedenen  scalaren  Bestandtheil.  Der  duale  Werth 
D  dieses  Quotienten  ist  femer  unabhängig  von  der  Lage  des  Strahles 
0,  und  zum  Beispiel  gleich 

/l  fiN  8in(P,  ig).8in(g,5)  , 

^^^^  am  (P.S)  .  8in(Ö,  Ä)  » 

endlich  ist  dieser  Quotient  (15)  eine  absolute  Invariante  gegenüber 
dualen  Projectivitaten.  Wir  nennen  ihn  das  duale  Doppdverhältniss 
der  vier  Strahlen  P,  Q,  R^  8  —  in  dieser  Reihenfolge  —  und  be- 
zeichnen ihn  mit 

(17)  2)  =  d  +  (j£  =  (P,  Q,R,S). 

Aus  vier  Strahlen  allgemeiner  Lage  (s.  oben)  desselben  Normalen- 
netzes kann  man  sechs  solcher  Doppelverhältnisse  bilden,  deren  Werthe 
wie  folgt  zusammenhängen: 

A  =  (P,  Q,M,S)  =  I),  A'=  (P>  Q,S,B)  =  ^, 

(18)  A=(J',Ä,S,0  =  ii^,      D,'=iP,B,Q,S)  =  l-D, 
A  =  (P,  S,  Q,  R)  =  ^,      A'=  iP>  S,  B,  Q)  =  -^^  ■ 

Unter  der  von  uns  gemachten  Voraussetzung  haben  alle  diese 
Grössen  bestimmte  endliche  und  daher  sämmtlich  auch  solche  Werthe, 
deren  scalare  Bestandtheile  von  Null  und  Eins  verschieden  sind.  Er- 
weitern wir  aber  unsere  Voraussetzung  dahin,  dass  wir  nur  noch  für 
drei  der  betrachteten  Strahlen,   etwa  für  P,  Q,  R  „allgemeine  Lage'' 
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annehmen  y  so  werden^  falls  der  yierte  Strahl  8  zu  einem  von  diesen 
parallel  wird,  immer  einige  der  sechs  Doppelyerhaltnisse  unbestimmt 
oder  sinnlos.  Nehmen  wir  z.  B.  an^  dass  S  von  E  verschieden;  aber 
zu  jß  parallel  sei,  so  wird  d^^^  1,  d  ^0,  und  daher 

D^  =  l  +  8s,    2),=     «    ,    D^^de. 

Die  durch  Sterne  bezeichneten  Doppelyerhaltnisse  haben  nur  eine 
formale  Existenz:  Ihre  Ausdrücke  enthalten  den  Factor  b~^  und  sind 
daher  von  der  Betrachtung  auszuschliessen*). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  werden  die  folgenden  Sätze  yerständ- 
lich  sein: 

Sind  P,  Qy  R  drei  eigenäiche  Strahlen  desselben  Nomudennetzes 
(Querlinien  desselben  eigenüichen  Linienkreuzes),  von  denen  Iceine  zwei 
pardüd  sind,  und  bedeutet  S  einen  hdidngen  vierten  eigentlichen  StraM 
desselben  Netzes,  s(\  sind  w^ier  den  sechs  dualen  DoppdverhaUnissen,  die 
man  der  Form  nach  aus  den  vier  Strahlen  bilden  kann,  immer  einige 
zulässig,  und  der  Werth  irgend  eines  dieser  Doppelverhaltnisse  bestimmt 
eindeutig  die  Lage  des  Strahls  S, 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  das  erste  Doppelyerhältniss  D  einen 
zulassigen  Werth  habe,  womit  die  Li^e  S\\P  ausgeschlossen  ist,  so 
wird,  bis  auf  einen  willkürlich  bleibenden  dualen  Factor, 

(19)  {US)  =  (ORP)  :  (UQ)  +  D  .  (OQR)  •  (UP). 

Es  ist  also  die  Lage  yon  S  völlig  bestimmt  durch  die  Lage  von 
P,  Q,  R  und  durch  den  gegebenen  Werth  D. 

Das  dwüe  DoppdverhaUniss  ist  eine  absolute  Invariante  der  Gruppe 
der  dualen  Projectivitäten,  Man  kann  drei  Strahlen  P,  Q,  R  von  der 
bezeichneten  allgemeinen  Lage  drei  anderen  P',  Q',  R'  gleicher  Eigen- 
schaft beliebig  zuordnen.  Damit  ist  dann  die  duale  Collineation  oder 
Corrdation  soweit  bestimmt,  als  Strahlen  der  beiden  einander  zugeordne- 
ten Normalennetze  in  Frage  kommen. 


^  Zur  Ergänzung  des  auf  Seite  197  Gesagten   bemerken   wir  nachträglich 
noch,  dass  man  in  der  Theorie  der  dualen  Grössen  ein  Symbol  oo  durch  den  der 

Form  nach   gebildeten  Ausdruck  -^ —   erklären  kann.     Der  Gebrauch  dieses 

Symbols  ist  dann  ähnlichen  Einschränkungen  unterworfen,  wie  der  Gebrauch  des 

Symbols   oo  =  —  in  der  gewöhnlichen  Analysis;    0  •  oo  und   s  •  oo  bezeichnen 

unbestimmte  Grössen.  Danach  würde  man  auch  sagen  können,  dass  die  im  Texte 
mit  D,  und  D,'  bezeichneten  Doppelverhältnisse  „unendlich"  werden  oder  den 
„Werth  oo"  haben. 

16* 
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JDdS  duale  Doppdverhältmss  ist  dagegen  nicht  invariant  gegetiüher 
beliebigen  radialen  Projectivitäten, 

Eine  radiale  Projectivität  lässt  vielmehr  atis  dem  DoppdverhaUniss 
2)  =  d  +  *a  ein  Dappelverhältniss  der  Form 

(20)  D'=d  +  1cä'B 

hervorgehen.  JDßbei  bedeutet  k  die  in  den  Transformationsgleichungen 
(5)  auftretende  Constante  —  im  FaUe  einer  Transformation,  die  den  ab- 
soluten Kegelschnitt  in  Ruhe  lässt  (einer  Transformation  von  G^^  S.  236)  — , 
das  Verhältniss,  in  dem  aUe  Abstände  paralleler  Strahlen  gleicher  Schidii 
vergrössert  werden. 

Der  Annahme  Ä;  =  +  1  entsprechen  die  dualen  Collineaiionen 
und  Gorrelationen;  d.  h.  diese  Transformationen  sind  durch  die  Inyarianz 
der  dualen  Doppelyerhältnisse  charakterisirt;  und  ebenso  sind  die 
dualen  Anticollineationen  und  Anticorrelationen  durch  die  Annahme 
Je  =  —  1  gekennzeichnet.  Die  besonderen  scalaren  Doppelyerhältnisse, 
deren  yectorieller  Goefßcient  yerschwindet^  sind  natürlich  inyanant 
gegenüber  radialen  Projectiyitäten  überhaupt.  Wir  werden  auf  die 
Figur  yon  yier  Strahlen  mit  scalaren  Doppelyerhältnissen  weiterhin 
noch  zurückkommen*). 

Zur  Er^nzung  fügen  wir  noch  hinzu:  Im  Parällelenbüschel  haben 
schon  drei  eigentliche  Strahlen, gegenüber  dualen  (oder  radialen)  CoUinea- 
tionen  eine  absolute  Invariante,  nämlich  das  Verhältniss  ihrer  gegen- 
seitigen Abstände,  Mit  jedem  Paar  paralleler  Strahlen  ist  also  em 
einzelner  eigentlicher  Strahl  inyariant  yerknüpfb^  nämlich  der  Strahl, 
der  den  Abstand  der  Strahlen  des  Paares  halbirt. 

Wir  wollen  nun  sagen^  die  Normalennetze  von  irgend  zwei  eigent- 
lichen Strahlen  (derselben  Schicht  oder  auch  yerschiedener  Schichten) 
seien  dual^ojectiv  auf  einander  bezogen^  wenn  jedem  Strahl  des  einen 
ein  Strahl  des  anderen  zugeordnet  ist^  und  entsprechende  duale  Doppel- 
yerhältnisse gleich  sind.  Wir  wollen  femer  sagen,  zwei  Normalennetze 
yerschiedener  Schichten,  deren  Axen  einander  nicht  rechtwinklig  kreuzen 
oder  schneiden,  seien  dualrperspediv  auf  einander  bezogen,  wenn  je  zwei 
sich  senkrecht  schneidende  Strahlen  einander  zugeordnet  sind.  Dann 
gelten  die  Sätze: 

Dual-perspective  Normalennetze  sind  zugleicJi  diml-projectiv. 

r  j   j     1        '    ±'     -n    •  -L  '     -KT         7        ±     derselben  Schicht 

Jede  dualrprojedtveSezwhung  zweier  Normalennetze       , .  ,       cxv*^ 
-^    •'  ^  verschiedener Schtoiten 

*)  In   der  imaginären  projectiven  Geometrie  der  Ebene  sind  das  Analogen 
dazu  die  „neutralen"  Würfe  v.  Staudt's. 
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kann  auf  mannigfache  Art  dadurch  hergestellt  werden,  dass  man  sstmschen 

beide  eine      ^       Zahl  anderer  Normalennetee  (im  ungünstigsten  Falle 

fünf)  einschaitet,  deren  jedes  zu  dem  vorhergehenden  dualrperspectiv  liegt. 
Hieraus  ergeben  sich  Lösungen  der  Aufgabe  ^  die  allgemeinste  duale 
Collineation  (oder  Gorrelation)  geometrisch  zu  construiren. 

Irgend  vier  eigentliche  Strahlen  X^,  X^,  X^,  3^,  von  denen  Jceine 
drei  demselben  (eigentlichen  oder  uneigentlichen)  Linienkreuz  als  Quer- 
linien  angehören,  können  in  irgend  vier  andere  der  Art  X^,  X/,  X^',  X^ 
durch  eine  einzige  duale  Collineation  übergeführt  werden. 

Um  zu  einem  beliebigen  fünften  eigentlichen  Strahl  X  den  zugeord- 
neten Strahl  X'  zu  finden,  braucht  ma/n  nur  zu  wiederholten  Malen  eine 
einzige  Construdion  aufzuwenden,  nämlich  das  Ziehen  der  gemeinsamen 
Normale  zwischen  zwei  nicht  parallelen  eigentlichen  Strählen  gleicher 
Schicht 

Dagegen  können  radiale  Projectivitäten,  die  nicht  dual-projectiy 
sind;  insbesondere  die  dualen  Antiprojectivitaten,  nicht  durch  dieses 
Hülfsmittel  bestimmt  werden.  Um  auch  sie  zu  finden^  kann  man  so 
verfahren ;  dass  man  zwischen  die  Strahlen  X^,  X/  noch  eine  weitere 
Figur  Yon  vier  Strahlen  X^  einschiebt^  die  einem  Strahlenbündel  mit 
eigentlichem  Mittelpunkt  o  angehören.  Solche  yier  Strahlen  ^  deren 
keine  drei  in  einem  Strahlenbüschel  liegen,  gestatten  eine  Gruppe 
Ton  (x>^  radialen  Collineationen,  nämlich  die  perspectiven  Aehnlich- 
keitstransformationen  mit  dem  Centrum  o.  Aus  diesen  und  dualen 
Collineationen  lassen  sich  daher  die  cx>^  radialen  GoUineationen  zusam- 
mensetzen; die  vier  gegebene  Strahlen  Xi  in  vier  andere  Strahlen  X/ 
überführen. 

Analytisch  gestaltet  sich  die  Bestimmung  der  dualen  Collineation; 
die  den  Strahlen  X^  die  Strahlen  X/  zuordnet;  wie  folgt. 

Man  stelle  zunächst  den  Strahl  X;  dessen  zugeordneter  Strahl  X' 
bestimmt  werden  soll;  mit  Hülfe  dreier  dualer  Parameter  X^:  X^:  X^  in 
der  Form  dar 

(X,Z,X,)(?7Z)  = 
=  l,(X,X,X,)iUX,)  +  X,(X,X,X,)(UX,)  +  A,(X,  X,  X,)iUX,), 

was  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen   immer  und  im  Wesent- 
lichen nur  auf  eine  Weise  geschehen  kann.     Setzt  man  dann 

(x,'x,'x,'HüX')  = 

^X,iX,'X,'X^')(üX,')+X,(X,'X,'X,'HUX,')+X,(X,'X,'X,')iUX,'), 

so   ist  X'  der  gesuchte  Strahl.     Die   Grossen  Xi  kann  man  als  du^ 
projective  Strahlencoordinaten  bezeichnen;   in  Bezug  auf  zwei  einander 
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zugeordnete  CoordiBatensysteme^  in  denen  die  Strahlen  Xi  und  X/  die 

Goordinaten: 

0)  1:1:1, 

1)  1:0:0, 

2)  0:1:0, 

3)  0:0:1 
erhalten. 

Die  Werthe  der  Parameter  oder  Goordinaten  X^  des  Strahles  X  im 

ersten  Coordinatensystem  lassen  sich  leicht  bestimmen.    Die  gesuchte 

Transformation  kann  daher  ausgedrückt  werden  durch  die  Oleichung 

(21)         (X,Z,X,)  iüX')  =  {551^  (Xj'X.'ZJ  iUX,')  + 

+  ixTx x^)  (^'^i'^o') (^^i)  +  (xTxTxÄ (^1'^'^') (^-^ )? 

d.  h.  man  erhält  die  Transformation,  indem  man  diese  in  X  und  U 
lineare  Form  gleich  Null  setzt,  oder  indem  man  beiderseits  die  Coefficien- 
ten  der  drei  dualen  Goordinaten  des  unbestimmten  Strahls  ü  vergleichi 
Der  auf  der  linken  Seite  zugefügte  Factor  {Xj^X^X^)  kann  natür- 
lich als  unwesentlich  angesehen  und  unterdrückt  werden.  Wir  haben 
ihn  hinzugefügt,  damit  die  aus  der  Gleichung 

{X'TZ')  =  J   (XYZ) 

zu  bestimmende  Transformationsdeterminante  z/  ein  möglichst  durch- 
sichtiges Bildungsgesetz  erhalte.     Man  findet  nach  leichter  Rechnung 

^^^)      ^      \x,x,x,)     ix^x^x;)     {x^x^x,)     (x,x;x,)  ' 

Damit  die  Transformation  existire,  ist  also  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  jeder  der  Factoren  im  Zähler  und  Nenner  Ton  ^  einen  von  Null 
verschiedenen  scalaren  Bestandtheil  hat.  Das  gerade  ist  aber  der 
algebraische  Ausdruck  der  Voraussetzung,  die  wir  gemacht  hatten. 

Nachdem  nunmehr  die  Transformationen,  mit  denen  wir  es  weiterhin 
zu  thun  haben  werden,  erklärt  sind,  wird  es  nothwendig,  das  Object  dieser 
Transformationen,  den  Grundbegrifif  des  Strahls  selbst,  einer  sorgfältigen 
Untersuchimg  zu  unterwerfen.  Es  wird  sich  dabei  vor  Allem  darum  han- 
deln, die  Schwierigkeiten  zu  überwinden,  von  denen  auf  S.  207  die  Rede 
war.  Natürlich  wünschen  wir  eine  principiell  so  wichtige  Frage  nicht 
nur  fragmentarisch  zu  erörtern:  Wir  können  uns  nicht  durchaus  auf  Das 
beschränken,  was  im  Eahmen  unserer  „Geometrie  der  Dynamen"  unbedingt 
erforderlich  ist.  — 

Wir  fügen  bei  dieser  Gelegenheit  noch  eine  Bemerkung  über  den  Aus- 
druck   {3£©3}    hinzu. 
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Eine  trilineare  alternirende  Form  eines  Gebietes  sechster  Stufe  definirt, 
gleich  Null  gesetzt,  eine  gewisse  Gruppe  von  Collineationen  dieses  Gebietes. 
Die  Form  hat  eine  biquadratische  Invariante,  und  wenn  diese  nicht  ver- 
schwindet, so  hat  die  gencmnte  Gruppe  16  Para/meter;  sie  ist  gemischt  tmd 
ihre  cofUinuirliche  Untergruppe  ist  halb-einfach.  Die  genannte  Gleichung  lässt 
sich  dann,  wie  Fr.  Engel  (in  einer  noch  nicht  veröffentlichten  Untersuchung) 
durch  wirkliche  Ausführung  der  nöthigen  Bechnungen  gezeigt  hat,  auf  die 
Form 

(3e?)3)  +  (se'D'äO  =  o 

bringen,  wo  (XD3)  <üö  Determinante,  gebildet  aus  den  drei  ersten  Ver- 
änderlichen eines  jeden  der  drei  Systeme,  und  (X'2)'3')  ^^  Determinante 
aus  den  drei  letzten  bedeutet.  Wenn  aber  jene  Invariante  verschwindet, 
ohne  dass  eine  gewisse  weitere  Specialisirung  eintritt,  so  gestattet  die  be- 
sprochene Gleichung  eine  continuirlicfie  projective  Gruppe  mit  17  Parametern. 
Die  trilineare  Gleichung  zwischen  drei  Systemen  von  sechs  Veränderlichen 
lässt  sich  dann  in  die  Form 

setzen:  Man  erhält  dann  gerade  die  mit  G^^  isomorphe  Gruppe,  von  der 
auf  S.  240  die  Rede  war.  Der  Ausdruck  {X2)3}  ^^^  ^^o  noch  eine 
allgemeinere  Bedeutung,  als  die  ihm  nach  der  speciellen  Anlage  unserer 
Untersuchung  zunächst  zuzukommen  scheint. 


§27. 
Der  Strahlenraum  als  Continuiiin. 

Die  Einfachheit^  die  vielen  Aussagen  der  modernen  Geometrie^  im 
Gegensatz  zu  entsprechenden  Aussagen  der  Geometrie  der  Alten^  inne- 
wohnt^ beruht  ganz  wesentlich  darauf^  dass  man  den  ursprünglichen 
Begriff  des  Punktes  erweitert  hat.  Die  ursprünglich  allein  bekannten 
im  Endlichen  gelegenen  Punkte  mit  rechtwinkligen  Goordinaten  x^  bilden 
ein  Continuum  (von  besonderer  Art) :  Es  ist  möglich,  Systeme  in  einem 
Intervall  etwa  von  t  =  0  bis  t=l  stetiger  Functionen  eines  Para- 
meters t  anzugeben,  die  für  ^  =  0  die  Goordinaten  des  einen,  für 
^  =  1  die  Goordinaten  des  anderen  von  irgend  zwei  Punkten  liefern*). 
Anders  ausgedrückt:  Es  ist  möglich,  irgend  zwei  Punkte  (auf 
unendlich  viele  Arten)  durch  eine  stetige  Curve  (in  dem  durch  das  Vor- 
hergehende erklärten  sehr  umfassenden  Sinne  des  Wortes,  insbesondere 
auch  durch  eine  reelle  analytische  Curve)  zu  verbinden.     Dieses  Con- 


zeigt. 


*)  Nicht  jedes  Continumn  hat  diese  Eigenschaft,  wie  das  bekannte  Beispiel 

x==t,         y^sinj    («>0), 
a;==0,     — l<2/<  +  l 
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tinuum  hat  aber  nicht  die  Eigenscliaft  der  Abgeschlossenheit:  Es  giebt 
in  ihm  unendliche  Ponktmengen,  die  keinen  dem  Continuum  selbst 
angehörigen  Häufangspunkt  haben  (z.  B.  die  Gesammtheit  aller  Pankte^ 
die  auf  einer  Geraden  in  gleichen  Abständen  auf  einander  folgen). 

Durch  die  Schöpfung  des  Begriflfs  der  „uneigentlichen"  oder  „un 
endlich  fernen"  Punkte,  verbunden  mit  der  Einführung  des  algebraischen 
Hülfsmittels  der  homogenen  Coordinaten,  wird  nun,  unter  Verzicht  auf 
das  Merkmal  der  sogenaniiten  Anschaulichkeit,  das  Punktcontinaum 
derart  erweitert,  dass  es  den  Charakter  der  Abgeschlossenheit  erhalt. 
In  dem  durch  die  uneigentUchen  Punkte  vervollständigten  Continuum, 
dem  Punktcontinuum  der  projectiven  Geometrie,  gehört  jedem  „Punkt^ 
ein  bestimmtes  Werthsystem  zwar  nicht  der  homogenen  Coordinaten 
^07  ^i;  ^2?  •  •  •  seilest;  wohl  aber  der  Verhältnisse  x^:  Xj^ix^  : . .  -  dieser 
Coordinaten  zu,  indem  proportionale  Werthe  der  Coordinaten  als  äqui- 
valent erachtet  werden,  das  Werthsystem  0,  0,  0, .  .  .  aber  ausge- 
schlössen  wird.  Je  zwei  Punkte  können  dann  wiederum  durch  eine  im 
Continuum  verlaufende  „stetige  Curve"  verbunden  werden;  d.  h.  es  ist 
möglich  die  Grössen  x^  als  stetige  Functionen  eines  Parameters  t 
(^0,  ^  1)  so  zu  wählen,  dass  für  t  =  0  die  Coordinaten  des  einen, 
für  t  =  1  die  des  anderen  Punktes  erhalten  werden,  und  dctss  die 
zunschen  diesen  Grenzen  liegenden  Werthsysteme  der  genannten  Functio- 
nen dem  WertJisystem  0,  0,  0, . . .  nicht  beliebig  nahe  kommen.  Es  hat 
femer  in  dem  erweiterten  Continuum  jede  unendliche  Punktmenge 
Häufungsstellen:  Das  Continuum  ist  nunmehr  abgeschlossen*), 

*)  Der  Begriff  des  abgeschlosseneu  Continnums  rührt  von  dem  Begründer 
der  Mengenlehre  überhaupt,  Herrn  G.  Cantor  her  (Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  21, 
S.  672  u.  ff.).  Herr  Cantor  will  aber  das  Wort  Continuum,  auch  ohne  Znsatz, 
nur  da  angewendet  wissen,  wo  das  Merkmal  der  Ahgeschlossenheit  vorliegt.  Da- 
nach bilden  die  Transformationen  einer  continuirlichen  Gruppe  kein  Continuum 
in  seinem  Sinne,  und  selbst  der  Punktraum  der  Elementargeometrie,  Cantor's 
„Linearcontinuum",  ist  für  ihn  nicht  noth wendig  ein  „Continuum",  ja  nicht  ein- 
mal ein  „Semicontinuum".     (A.  a.  0.  S.  690,  691.) 

Zu  grösserer  üebereinstimmung  mit  der  sonst  üblichen  Terminologie  kommt 
man  etwa  auf  folgende  Art: 

Man  erklärt  zunächst,  von  dem  (nicht-abgeschlossenen)  Punktraum  der  Ele- 
mentargeometrie ausgehend,  den  Begriff  der  perfecten  Menge,  wie  bei  Cantor. 
(Vgl.  auch  Schoenflies,  Math.  Enc.  I,  A,  6;  Jahresber.  d.  Deutschen  Mathema- 
tiker-Vereinigung, VIII,  2  (1900).)  Hierauf  das  abgeschlossene  Continuum,  als  per- 
fecte  Menge,  die  nicht  in  zwei  ebenfalls  perfecte  Mengen  zerlegt  werden  Jcann, 
Hierauf  endlich  den  allgemeinen  Begriff  des  Continuums,  als  Menge,  in  der  irgend  zwei 
Stellen  durch  (mindestens)  ein  abgeschlossenes  Continuum  verbunden  werden  können. 

Die  verschiedenartigen  Erweiterungen  des  Continuums  der  Elementargeo- 
metrie  erfolgen  dann  erst  auf  Grund  besonderer  Definitionen,  deren  eine  wir  im 
Texte  erörtert  haben.  —  Die  angegebene  sehr  einfache  und  schöne  Definition  des 
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Der  Nutzen  dieser  Begriffsbildungen  tritt  in  prägnanter  Form  in 
dem  Satze  hervor^  dass  in  dem  erweiterten  Punktcontinuum  die  Colli- 
neationen  überall  wohldefinirt,  eindeutig  und  stetig  sind. 

Tritt  der  Fall  ein,  dass  vorgelegte  Functionen  a:,.(^)  in  jedem  Inter- 
vall^  von  ^  =  d  bis  ^  =  1  (d  >  0)  die  verlangten  Eigenschaften  haben, 
im  Intervall  von  ^  =  0  bis  t=^l  aber  nicht  mehr,  so  stellen  diese 
Functionen  eine  „Curve^'  dar,  die  in  der  Nähe  des  Parameterwerthes 
t  =  0  zunächst  überhaupt  nicht  definirt  ist.  Wenn  aber  insbesondere 
die  Grenzwerte  ^,(0)  sämmtlich  vorhanden,  und  alle  gleich  Null  sind, 
80  kann  es  sein,  dass  eine  Function  Q(t)  ezistirt,  der  folgende  Eigen- 
schaften zukommen: 

1)  Q(t)  ist  stetig  und  von  Null  verschieden  in  jedem  Intervall 
von  ^  =  d  bis  ^  =  1  (d  >  0) 

2)  Die  Producte  x/(t)  =  p(^)  •  Xi(t)  ändern  sich  stetig  auch  noch 
bei  Annäherung  an  die  Stelle  ^  =  0. 

3)  Die  Grenzwerthe  x{(0)  sind  nicht  alle  gleich  NulL 

Tritt  dieser  Fall  ein,  so  ist  es  statthaft,  den  Punkt  mit  den  homo- 
genen Goordinaten  xf(0)  der  betrachteten  Garve  hinzuzurechnen:  Man 
hat  dann  eine  Curve  vor  sich,  die  „$tetig^^  ist  fOr  das  ganze  Intervall 
von  ^  =  0  bis  ^=1  mit  EinscMuss  der  Grenze  t=Q.  Dass  die  Coor- 
dinatenverhältnisse  des  hinzugefügten  Grenzpunktes  von  der  in  der 
Function  Q(t)  noch  enthaltenen  Willkür  nicht  abhängen,  ist  evident. 
Die  in  der  ursprünglichen  Darstellung  x^{t)  bei  t  =  0  vorhandene  Un- 
regelmässigkeit ist  in  diesem  Falle  als  unwesentlich  oder  ,JheT)bar^^  zu 
betrachten. 

Der  genannte  Fall  tritt  insbesondere  immer  dann  ein,  wenn  die 
Functionen  x^{{)  analytische  Functionen  sind,  im  Inneren  von  deren 
Existenzbereich  das  Werthsystem  0,  0,  0, . . .  auftritt.  Diese  Functionen 
lassen  sich  dann  nach  ganzen  Potenzen  von  t  —  tQ  entwickeln,  und  die 
Hebung  der  genannten,  etwa  bei  t  =  tQ  stattfindenden  Unregelmässig- 
keit erfolgt  durch  Division  mit  einer  Potenz  von  t  —  t^*) 

Liegt  überhaupt  eine  continuirliche  Mannigfaltigkeit  eigentlicher 
Punkte  vor,  die  nicht  abgeschlossen  ist,   so  erfolgt  deren  Ergänzung 


Begriffs  „abgeschlossenes  Continnum*^  verdankt   der  Verfasser    einer  brieflichen 
Mitiheilung  des  Herrn  Schoen flies. 

*)  Der  Verfasser  muss  um  Entschuldigung  bitten,  wenn  er  etwa  allgemein 
Bekanntes  vorträgt.  Er  hat  in  der  ihm  bekannten  Litteratur  keine  ausdrückliche 
Erklärung  dieser  Bestimmungen  finden  können,  die  bei  Rechnungen  mit  homo- 
genen Goordinaten  thatsächlich  verwendet  werden,  und  die  der  Leser  weiterhin 
gegenwärtig  haben  muss.  So  wesentliche  Festsetzungen  dürfen  wohl  nicht  still- 
schweigend abgethan  werden. 
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zu  einer  abgeschlossenen  Mannigfaltigkeit,  die  im  Allgemeinen  auch 
uneigentliche  Punkte  enthalten  wird,  durch  Grenzübergange,  in  beson- 
deren Fallen  durch  den  Process  der  analytischen  Fortseteung. 

Es  ist  nun  offenbar  eine  Frage  von  grundsätzlicher  Bedeutung  y  ob 
ähnliche  Bestimmungen  ssu  einer  zweckmässigen  Ausgestaltung  eines  Systems 
der  Geometrie  der  radial-projectiven  Transformationen  fuhren  können. 

Eine  befriedigende  Antwort  hierauf  ist  nicht  so  leicht  za  geben, 
wie  bei  den  (nicht  gerade  zahlreichen)  geometrischen  Disciplinen,  die 
sich  bisher  wenigstens  einiger  Ausbildung  zu  erfreuen  hatten.  Um 
ein  klar  definirtes  mathematisches  Problem  formuliren  und  lösen  zu 
können,  werden  wir  Betrachtungen  nöthig  haben,  die  nicht  mehr  als 
ganz  elementar  werden  gelten  können. 

Wir  werden  zeigen,  dass  der  zunächst  sich  darbietende  Weg  niAl 
zum  Ziele  fuhrt 

Die  Strahlencoordinaten  3^^^^  sind  besonders  in  den  dualen  Verbin- 
dungen X^  in  vieler  Hinsicht  analog  zu  den  homogenen  Punktcoordi- 
naten  der  projectiven  Geometrie.  Das  Normalennetz  eines  eigentliche 
Strahls  wird,  wie  wir  gesehen  haben,  dargestellt  durch  eine  sjnektische 
Gleichung,  die  genau  dieselbe  einfache  Form  hat,  wie  die  Gleichung 
einer  geraden  Linie  in  der  Ebene.  Ferner  sind  die  radialen  Gollinea- 
tionen  in  den  Goordinaten  3^,;^  wohldefinirt  (abgesehen  von  der  natür- 
lichen Unbestimmtheit,  die  in  der  Unbestimmtheit  der  Goordinaten 
selbst  ihren  Grund  hat)  und  eindeutig,  und  auch  sie  werden  durch  Glei- 
chungen ausgedrückt,  die  an  Einfachheit  Nichts  zu  wünschen  übrig 
lassen,  überdies  auch,  im  Falle  der  dualen  CoUineationen,  ganz  dieselbe 
Form  haben  wie  die  Gleichungen   för  die  CoUineationen  einer  Ebene. 

•  Gleichwohl  ist  es,  une  wir  darlegen  werden,  unfnöglich,  durch  stetige 
Aenderungen  der  Goordinaten  X.  (oder  3£,^^  ein  „Strahlencontinuum^^  su 
erklären,  dessen  Eigenschaften  denen  des  Punktconünuums  der  projectiven 
Geometrie  oder  des  Plücker'schen  Liniencontinuums  vergleichbar  wehren. 

In  diesem  wichtigen  Punkte  versagt  die  sonst  vorhandene  Analogie 
zwischen  den  Strahlencoordinaten  X^  und  gewöhnlichen  Jiomogenen  Goor- 
dinaten nahezu  vollständig. 

Ein  irreguläres  Strahlencontinuum. 

Fasst  man  die  Grössen  SE^j^  zunächst  als  Gewindecoordinaten  auf, 
so  kann  man  durch  sie  ein  Gewindecontinuum  erklären,  das  eindeutig- 
umkehrbar und  stetig  abgebildet  ist  auf  das  Punktcontinuum  der  pro- 
jectiven  Geometrie   in   einem    sogenannten    ebenen   Baume    von    fönf 
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Dimenedonen.  Darin  ist  enÜialtep  das  Plücker^sche  Linienconlinuum,  das 
durch  eine  quadratische  Gleichung  zwischen  den  Gewindecoordinaten 
X,j  definirt  wird.  — 

In  der  Gewindemannigfaltigkeit  ist  nun  aber  stetig  u.  A.  der  Grenz- 
Übergang 

X;=  (tf  +  r£)X.,     Umtf  =  0        (i  =  1,  2,  3). 

Bei  Auffassung  der  Grössen  dl^^  als  Strahlencoordinaten  bedeutet  dieser 
Process  einen  völlig  unvermittelten  Uebergang  von  einem  bestimmten^ 
nicht  veränderlichen  eigentlichen  Strahl  zu  dem  uneigentlichen  Strahl^ 
der  ihn  zu  einem  Linienkreuz  ergänzt.  Diese  Art  continuirlicher  Aen- 
derung  der  Strahlencoordinaten  muss  daher  als  eine  nicht  continuirliche 
Aenderung  der  Strahlen  selbst  angesehen  werden.  Sie,  und  noch 
allgemeinere  Arten  des  Grenzübergangs  sind  auszuschliessen^  ebenso^ 
wie  im  Gewindecontinuum  selbst  die  Annäherung  an  das  Werthsystem 
0,  0,  0,  0,  0,  0  ausgeschlossen  werden  muss.  (S.  oben,  S.  248.)  Es 
handelt  sich  also  darum,  eine  Erklärung  „stetiger^'  Lagenänderung  von 
Strahlen  zu  geben,  die  der  Unbestimmtheit  der  Strahlencoordinaten 
Rechnung  trägt. 

Wir  betrachten  der  Kürze  halber  gleich  von  vom  herein  den  Fall, 
auf  dessen  Untersuchung  es  schliesslich  ankommt.  Wir  nehmen  an, 
die  Grössen  dlij^  seien  als  Functionen  eines  Parameters  t  gegeben,  die 
stetig  sind  im  Intervall  von  Null  bis  Eins,  mit  Einschluss  der  Grenzen, 
Es  sollen  femer  die  Grössen  Xoi(0>  ^oii^f  ^(^{^)  wenigstens  zum 
Theil  von  Null  verschieden  sein  in  jedem  Intervall  von  t  =  d  bis  t=l 
(d  >  0).  Dagegen  soll  3£oi(03  =  X(,2(0)  =  Xos(O)  =  0  sein,  während 
wiederum  die  Grössen  di^^(0),  di^iiP)}  ^ni^)  nicht  alle  verschwinden. 
Dann  liegt  zunächst  eine  Mannigfaltigkeit  eigentlicher  Strahlen  vor, 
die  den  Werthen  von  ^,  >  0  und  ^  1,  eindeutig  und  ,^fe%"  zu- 
geordnet ist.  Für  ^  =  0  aber  tritt  möglicher  Weise  eine  Unstetigkeit 
ein:  Wir  betrachten  daher  einen  diesem  Werthe  entsprechenden  Strahl 
der  Mannigfaltigkeit  zunächst  als  nicht  definirt. 

Als  äquivalent  mit  der  angegebenen  Darstellung  der  betrachteten 
Strahlenmannigfaltigkeit  (0<^.<  1)  sind  nun,  nach  der  Definition  der 
Strahlencoordinaten,  alle  anderen  anzusehen,  die  in  der  Form 

(1)     3eoi(0  =  «(0-3eoi(0,  3e/s(0  =  ff(0-3e.,(0  +  <0- 3^01(0 

(u.  8.  w.)  enthalten  sind,  wofern  6(t)  und  t(^)  irgend  welche  Functionen 
von  t  bedeuten,  die  stetig  sind  in  jedem  Intervall  von  t  =^  d  bis 
^  =  l(d  >  0),  und  deren  erste  überdies  in  diesem  Intervall  nicht  ver- 
schwindet. 

Ist  es  nun  möglich,  die  Functionen   6  und  t  so  zu  wählen,  dass 
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bestimmte  Grenz werthe  Xik(0)  existiren,  und  einen  eigentlichen  Strahl 
darstellen  y  so  haben  wir  bei  t-==0  eine  hdbare  Unr^elmässigkeit  der 
Darstellung  diij^(t)  unserer  Strahlenmannigfaltigkeit  vor  uns.    Der  Strahl 
Xi'k  (0)    wird    dann    dieser    Mannigfaltigkeit    hinzuzufclgen    sein^    die 
nach  der  Aenderung  „stetig'^  wird  auch  noch   bei   ^  =  0.     (Vgl.   das 
vorhin    über    die    Punktmannigfaltigkeit    der    projectiven    Geometrie 
Gesagte.)    Ist  es  zweitens  zwar  nicht  möglich,  zu  erreichen ,   dass  be- 
stimmte,  einen   eigentlichen  Strahl   darstellende   Grössenwerthe   Xa(0) 
vorhanden   sind,  wohl   aber,   dass  die  Grössen  dUkif)  bei  Annäherung 
von  t  an  die  Stelle  t=^0  nicht  auch  nur  zum  Theil  über  alle  Grenzen 
wachsen,  und  dass  unter  den  Verdichtungsstellen  von  3£oi  (f),  ,3£o2  (0?  ^E«  (t) 
das  Werthsystem  0,  0,  0  nicht  vorkommt,  so  wird  ein  „stetiger''  Ueber- 
gang  von  eigentlichen  zu  uneigentlichen  Strahlen  an  der  Stelle  ^=^0  eben- 
falls nicht  anzunehmen  sein.  Die  Strahlenmannigfaltigkeit  ist  dann  bei  ^=^0 
überhaupt  als  unstetig  anzusehen*).   Es  kann  aber  drittens  auch  der  Fall 
eintreten,  dass  das  Erscheinen  des  Werthsystems  0,  0,  0  durch  Ein- 
fühlung  der   Hülfsfunctionen   6  und  r   nicht   beseitigt   werden   kann, 
ohne  dass  bei  Annäherung  von  t  an  die  Stelle  ^  =  0  wenigstens  eine 
der  Functionen  XasCO;  3^51(0 7  3£ia(0    über  alle  Grenzen  wächst.     Die 
letzte  Art  des  üebergangs  von  eigentlichen  zu  uneigentlichen  Strahlen 
tritt  z.  B.  dann  ein,  wenn  in   einem  Parallelenbüschel  ein  Strahl   ins 
Unendliche  rückt  (wie  wir  sogleich  näher  ausführen  werden). 

Wollten  wir  nun  auch  diese  Arten  des  Grenzübei^angs  sämmtlicb 
als  nicht  in  dem  zu  definirenden  „Strahlencontinuum''  verlaufend,  mit- 
hin als  unstetig  erklären,  so  würde  überhaupt  keine  Möglichkeit  eines 
„stetigen''  üebergangs  von  eigentlichen  zn  uneigentlichen  Strahlen 
übrig  bleiben.  Die  Mannigfaltigkeit  der  eigentlichen  Strahlen  aber 
bildet  kein  abgeschlossenes  Continunm:  Eine  Reihe  von  Strahlen  z.  B., 
die  in  einem  Parallelenbüschel  in  gleichen  Abständen  auf  einander 
folgen,  hat  keinen  dem  Continunm  der  eigentlichen  Strahlen  zugehö- 
rigen Strahl  als  Grenze.  Damit  wäre  die  geforderte  Analogie  zum 
Punktcontinuum  der  projectiven  Geometrie,  in  dessen  Abgeschlossen- 
heit wir  wohl  eine  wesentliche  Eigenschaft  erblicken  dürfen,  von 
vom  herein  unmöglich.  Wir  sind  also  genöthigt,  die  Grenzübergänge 
der  dritten  Art  wenigstens  zum  Theil  für  stetig  zu  erklären.  Eine 
Einschränkung,  die  wir  noch  hinzufügen  müssen,  ist  offenbar  die,  dass 
bestimmte  Grenzverhältnisse 


*)  Damit  ist  nicht  gesagt,  dass  sie   nicht  zu   einem  abgeschlossenen  Conti- 
nunm ergänzt  werden  kann.     Die  Curve  y  «=  sin       ist  unstetig  bei  x  =  0,  kann 

sc 

aber  gleichwohl  zn  einem  Continunm  ergänzt  werden.   Vgl.  S.  247. 
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Iim{3eoi(0:3eo8(0:3eo8(0},=o 
existiren. 

Es  ist  nun  nicht  schwer  zu  erkennen,  dass  die  hiermit  erklärte 
Stetigkeit  eines  speciellen  Grenzübergangs  von  eigentlichen  zu  uneigent- 
hchen  Strahlen  trotz  der  zuletzt  eingeführten  Voraussetzung  immer 
noch  nicht  die  Existenz  eines  bestimmten  uneigentlichen  Strahls  als 
Qrenze  der  eigentlichen  Strahlen  diait)  zur  Folge  hat. 

Sehen  wir  z.  B.  zu,  was  aus  unserer  Definition  folgt,  wenn  wir 
einen  Grenzübergang  von  eigentlichen  zu  uneigentlichen  Strahlen  ins- 
besondere auf  einer  einfach  ausgedehnten  analytischen  Strahlenman- 
nigfaltigkeit im  Inneren  von  einem  Bereiche  regulären  Verhaltens  vor- 
nehmen. 

Die  allgemeinste  Annahme,  die  wir  dann  zu  untersuchen  haben 
werden,  wird  die  sein,  dass  sich  die  Functionen  3E;t(0  durch  Potenz- 
reihen darstellen  lassen,  die  convergiren  innerhalb  eines  gewissen  Be- 
reiches 1^  —  ^ol  "^  ^;  ^^^  ^^®  folgende  besondere  Form  haben: 


• . 


} 


3f Ol  =  ('  —  ^0^  { «0  H — } ;    3e„  =  «0  +  «1  v<  —  0  + 

3E„  =  {t-t,y[c^  +  ••■},  X,,  =  yo  +  vS-h)  +  •■•• 

Irgend  eine  der  Grössen  a^,  \^  Cq  und  irgend  eine  der  Grössen 
Oqj  /3o,  ^q  darf  als  von  Null  verschieden  angenommen  werden,  da 
andernfalls  der  Exponent  A  entweder  erhöht,  oder,  durch  Division  mit 
einer  Potenz  von  (t  —  ^q),  erniedrigt  werden  könnte. 

Von  den  drei  zuvor  betrachteten  Annahmen  kann  nun  nur  noch 
die  erste  und  dritte  gemacht  werden,  und  diese  beiden  Annahmen  sind 
leicht  zu  unterscheiden. 

Ist 

so  kann  man  durch  Subtraction  eines  Multiplums  der  Potenzreihen 
{ ^0  H"  '  * ' }  u*  s.  w.  von  den  Ausdrücken  rechts  die  Glieder  nullten 
Grades  in  (^  —  ^  zum  Verschwinden  bringen,  und  maji  kann  dann 
durch  Division  mit  einer  Potenz  von  (t  —  ^)  den  Werth  des  Expo- 
nenten l  herabdrücken.  Bei  der  neu  enstandenen  Entwickelung  liegt 
möglicher  Weise  dieselbe  Voraussetzung  vor,  und  es  kann  dann  der 
gleiche  Process  nochmals  angewendet  werden.  Endet  dieses  Verfahren 
mit  dem  Exponenten  A  =»  0,  so  gehört  der  durch  (2)  formal  dar- 
gestellte TJebergang  von  eigentlichen  Strahlen  zu  einem  uneigentlichen 
zu  denen,  die  wir  für  unstetig  und  zugleich  hehba/r  erklärt  hatten. 
(Erster  Fall.)     Bricht  aber  der  angegebene   Reductionsprocess   früher 
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ab,  SO  liegt  ein  zulässiger  stetiger  üebergang  zii  dem  uneigentlichen 
Strahl  vor.     (Dritter  PaU.) 

Wir  können  bei  der  letzten  Annahme,  ohne  eine  wirkliche  Be- 
schränkung einzuführen^  voraussetzen^  dass  schon  von  vom  herein 

(4)  «0  •  ^0  •  ^0  +=  «0  :  l^o  •  yo 

sei.  Jetzt  aber  ergeben  sich,  nach  geeigneter  Verfügung  über  die 
Functionen  ö(t)  und  r(t),  als  „Grenzlagen'*  von  eigentlichen  Strahlen 
der  Schar  (2),  überhaupt  aüe  uneigentlichen  Strahlen^  deren  Coordi- 
naten  die  Form 

(5)  X23  =  tfffo  +  ^«o>    ^1  =  ^ßo  +  ^K    3£i2  =  <yyo  +  ^^0 

haben.  Dieselben  00^  uneigentlichen  Strahlen  würden  wir  sogar  schon 
gefunden  haben,  wenn  wir  den  Grenzübergang  von  vom  herein  in  spe- 
ciellster  Form  in  dem  Parallelenbüschel 

3Eoi  =  {t  —  Qa^ ,     aEjs  =  of^j  +  (^  —  t^)a^ , 

(6)  So,  =  (<  -  Q\,     3c,,  =  ß,  +  it-  t,)ß, , 

3^03  =  (^  —  0^0;    3^2  =  yo  +  (^  —  Qri, 

also  in  einer  algebraischen  Strahlenmannigfaltigkeit  von  denkbar  ein- 
fachster Beschaffenheit  vorgenommen  hätten. 

Wir  erkennen  also^  dass  die  beiden  Operationen:  üebergang  von 
einer  Darstellung  diik{t)  der  betrachteten  Strahlenmannigfaltigkeit  zu 
einer  (im  Allgemeinen)  äquivalenten  Darstellung  Ulkit),  und  Üebergang 
von  eigentlichen  zu  uneigentlichen  Strahlen  nicht  vertauschbar  sind, 
dass  die  für  bestimmte  eigentliche  Strahlen  vorhandene  Aequivalenz 
beider  Darstellungen  beim  Üebergang  zur  Grenze  verloren  geht: 

Das  Ergebniss  jedes  im  erklärten  Sinne  stetigen  Übergangs  von 
eigenüichen  zu  uneigenüichen  Strahlen^  der  auf  einer  dndifnensionalen 
analytischen  Mannigfaltigkeit  im  Inneren  von  deren  Existenzhereich  staU- 
findet,  ist  stets  ein  unbestimmter  uneigenüicher  StraM  eines  gewissen  Büschds, 
Die  genannte  Art  von  ünbesümmOieit  tritt  also  bereits  ein  bei  einem  Por 
ralielenhüschely  in  dem  ein  beweglicher  Strahl  ins  Unendliche  rückt. 

Die  folgende  Fig.  39  zeigt,  in  projectiver  Verzerrung,  zwei  in  einer 
Ebene  (p  gelegene  zu  einander  orthogonale  Parallelenbüschel  mit  den 
unendlich  fernen  Scheiteln  $,17,  und  deren  Polaren  Sy  S  in  Bezug  auf 
den  absoluten  Kegelschnitt.  Die  Schnittlinie  Z  der  Ebene  (p  mit  der 
unendlich  fernen  Ebene  a>  ist  die  völlig  bestimmte  Grenzlage  für  die 
Geraden  beider  Büschel  in  dem  Plücker'schen  Liniencontinuum,  von 
dem  vorher   gelegentlich  die  Rede  war.      Fig.  40   zeigt   daneben  die 
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Lage  der  <x>^  uneigentlichen  Strahlen,  die  aus  dem  zuletzt  besproche- 
nen Grenzübergang  sich  ergeben,  wenn  man  mit  einem  Strahl  des 
Büschels  (^,  I)  zur  Grenze  übergeht. 


Fig.  39. 


Fig.  40. 


Fig.  41. 


Die  betrachtete  Art  von  Continuität  des  Strahlenraumes,  die   da- 
durch zu  Stande  gekommen  ist,  dass  wir  gewisse  Arten   des  TJeber- 
gangs  Yon  eigentlichen  zu  uneigentlichen  Strahlen  als  unzulässig  erklärt 
haben  (und  erklären  mussten),  unterscheidet  sich  sehr  wesentlich  von 
allen  Arten  contiauirlichen  Zusammenhangs,   die   bei  Untersuchungen 
über   Punktmannigfaltigkeiten    bisher    aufgetreten    sind;    insbesondere 
ist  sie   völlig  verschieden   von   den   Arten    des    Zusammenhangs,   die 
möglich  sind  bei  einer  Pimktmannigfaltigkeit,  die   durch  algebraische 
Gleichungen  zwischen  homogenen  Coordinaten  aus  dem  Punktcontinuum 
der  projectiven  Geometrie   abgeschieden  werden  kann.     Immerhin   ist 
sie  noch  Continuität,    Irgend  zwei  eigentliche  oder  uneigentliche  Strahlen 
können  in  mannigfacher  Weise  durch  ein  abgeschlossenes,  von  Strahlen 
gebildetes  Continuum,  u.  A.  auch  durch  ein  Continuum  der  besonderen 
Form  3£,.jt(^)  verbunden  werden;  das  Continuum  aller  Strahlen  ist  femer, 
wie  unmittelbar  deutlich,  abgeschlossen,     üeberdies'  hat  das  erklärte 
Continuum  gewisse  Eigenschaften,  die  analog  sind  denen  des  Punktcon- 
tinuums   der    projectiven    Geometrie:    In    unserem    Strahlencontinuum 
sind   die   radialen   Projectivitäten   nicht   nur  überall  wohldefinirt   und 
eindeutig,  sondern  überdies   auch  stetig.    Jedem  Strahl  3£  wird  durch 
irgend  eine  radiale  Collineation  ein  bestimmter  Strahl  3E'  zugeordnet. 
Aendert  dann  3E  seine  Lage  stetig,  so  thut  X'  dasselbe;  Grad  und  Art 
der  bei  einem  Uebergang  zu  uneigentlichen  Strahlen  auftretenden  Un- 
bestimmtheit sind  dieselben,  und  wenn  der  uneigentliche  Strahl  ^  als 
Grenzlage  eigentlicher  Strahlen  di(t)  erscheint,  so  erscheint    der    ent- 
sprechende Strahl  ^'  als  Grenzlage  der  entsprechenden  Strahlen  3£'(^). 
Dass  die  begrifflich  und  durch  Formeln  ausgedrückte  Continuität 
nicht  auch   eine  Continuität  für    die  Anschauung  ist,   selbst  nicht  in 
der  verzerrten  Figur  40,  kann  als  eine  Schwierigkeit  empfunden  werden, 
deren  Vorhandensein  wir  nicht  in  Abrede  stellen.    Diese  Schwierigkeit 
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hat  aber  ihre  Quelle^  wie  uns  scheint^  nicht  in  der  Natur  der  Sache^ 
sondern  lediglich  in  Vorurtheil  und  Gewöhnung.  Sie  ist  von  derselben 
Art  wie  die  Schwierigkeit^  die  von  Einigen  in  den  Begriffsbildungen 
der  Nicht-Euklidischen  Geometrie  gefunden  wird*). 

Ernstere,  weil  in  der  Sache  selbst  begründete,  Schwierigkeiten 
zeigen  sich  bei  weiterem  Ausbau  der  Geometrie  der  radial -projectiven 
Transformationen  auf  dieser  Grundlage.  Da  schon  ein  Parallelen- 
büschel erst  durch  Zufügung  von  unendlich  vielen  uneigentlichen  Strahlen 
ein  abgeschlossenes  Continuum  wird,  so  giebt  es  hier  keinen  Irredu- 
cibilitatsbegriff,  der  an  Einfachheit  den  entsprechenden  Begriffbbil- 
dungen  der  gewöhnlichen  projectiven  Geometrie  an  die  Seite  gestellt 
werden  könnte,  und  dieser  Mangel  wird  natürlich  die  Quelle  zahlreicher 
Verwickelungen.  Es  ist  daher  die  Frage  zu  stellen,  ob  man  nicht 
durch  toeitere  Einsdiränkungen  der  als  zulassig  oder  „stetig''  zu  betrach- 
tenden Ueber^nge  von  eigentlichen  zu  uneigentlichen  Strahlen,  also 
durch  eine  zweckmässige  Aenderung  im  Begriff  des  „Strahlencontinuums^ 
selbst  zu  einfacheren  Begriffsbildungen  kommen  kann? 

Versucht  man  nun,  die  Unbestimmtheit  aufzuheben,  die  schon 
beim  Grenzübergang  auf  einer  analytischen  Strahlenmannigfaltigkeit, 
insbesondere  im  Parallelenbüschel,  sich  zeigt,  so  kann  das,  wenn  über- 
haupt in  sachgemässer  Weise,  jedenfalls  nur  auf  eine  Art  geschehen. 
Hält  man  nämlich  ein  Parallelenbüschel  fest,  so  werden,  wie  eine 
leichte  Rechnung  zeigt,  von  den  dann  noch  möglichen  radialen  Colli- 
neationen  die  00}  uneigentlichen  Strahlen,  die  nach  der  bisherigen 
Definition  Grenzlagen  von  Strahlen  des  Büschels  waren  (Fig.  40),  tran- 
sitiv unter  einander  vertauscht.  Jeder  von  diesen  uneigenttichen  StraJden 
kann  in  jeden  anderen  übergeführt  werden,  mit  Ausnahme  eines  einzigen 
Strahls,  der  absoluten  Polare  S  des  unendlich  fernen  Scheitels  |  des 
Büschels.  Sobald  man  also  einen  Grenzübergang  für  zulässig  erklärt^ 
der  zu  einem  von  S  verschiedenen  Strahl  führt  (z.  B.  den  im  P  lücker - 
sehen  Linieneontinuum  ausführbaren  TJebergang  zum  Strahl  Z,  Fig.  39), 
so  muss  man  auch  alle  anderen  (Fig.  40)  für  zulässig  erklären,  und 
damit  hat  man  wieder  die  besprochene  Unbestimmtheit  in  ihrem  ganzen 
Umfang.     Man  muss  also    alle   diese  Grenzübergänge   für   unzulässig. 


*)  Wir  würden  einen  hieraus  etwa  abzuleitenden  Einwand  als  nicht  sach- 
gemäss  betrachten  müssen.  „Anschaulichkeit^*  ist  kein  klar  definirbarer  Begriff. 
Ausserdem  würde  derselbe  Einwand  auch  schon  den  allgemein  angenommenen 
Begriff  der  unendlich  fernen  Punkte  treffen.  Bringt  man  diese,  wie  wir  es  gethan 
haben,  durch  eine  CoUineation  ins  Endliche,  so  hebt  man  doch  nur  den  Mangel 
der  Anschaulichkeit  durch  eine  Construction  auf,  die  gleichfalls  nicht  anschau- 
lich ist. 
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yyiinstetig^  erklären,  mit  Ausnahme  des  einen  ^  der  zn  dem  ausgezeich- 
neten Strahl  S  führt.  Die  weitere  Folge  wird  sein,  dass  beim  Ueber- 
gang  auf  einer  analytischen  Mannigfaltigkeit  (2)  unter  der  Voraus- 
setzung (4)  an  Stelle  von  (5)  nur  noch  der  Strahl 

(5b)  3E28 :  3^1  •  3^12  =  »0  =  *o  •  ^0 

als  zulässige  Grenzlage  angesehen  werden  kann. 

Diese  Festsetzung  ist  nun  zwar  nicht,  wie  unsere  erste,  eine  noth- 
wendige  Folge  der  Unbestimmtheit  der  Strahlencoordinaten  —  aber 
zulässig  ist  sie  ebenfalls.  Die  weitere  Folge  ist,  dass  allgemein  einer 
continuirlichen  Schaar  von  eigentlichen  Strahlen  X(t)  ein  bestimmter 
uneigenilicher  Strahl  als  Grenzlage  zugerechnet  werden  muss,  wenn 
bei  verschwindenden  Grenzwerthen  dc.Q^{0)  aber  nicht  verschwindenden 
Grenzwerthen  3^,.;^  (0)  (i,  A;  =  1 ,  2,  3)  die  Verhältnisse  der  zuerst  genann- 
ten gegen  bestimmte  Grenzen  convergiren,  ohne  dass  eine  hebbare  Unsteig- 
keit  eintritt.  Eine  Schaar  von  eigentlichen  Strahlen  X(t)  „enthält'^  dann 
einen  bestimmten  uneigentlichen  Strahl,  wenn  das  zu  einem  veränderlichen 
Strahl  der  Schaar  gehörige  Parallelenbündel  sich  einer  bestimmten  Grenz- 
lage nähert,  während  der  Strahl  ins  Unendliche  rückt;  man  erhält  dann 
den  uneigentlichen  Strahl,  der  die  Strahlen  des  genannten  Bündels 
zu  einem  uneigentlichen  Linienkreuz  ergänzt  (den  Strahl  Sj  Fig.  40). 
Da  auch  mit  jedem  eigentlichen  Strahl  ein  Linienkreuz  verbunden  ist, 
so  kann  das  auf  die  geschilderte  Art  entstehende  Strahlencontinuum 
als  ConHnuum  der  LinienJcreuze  bezeichnet  werden:  Von  dem  besproche- 
nen Grenzübergang  haben  wir,  in  speciellen  Fällen,  thatsächlich  in 
unserem  ersten  Abschnitt  bereits  ausgedehnten  Gebrauch  gemacht. 

Ist  sonach,  wie  der  Leser  weiterhin  noch  deutlicher  erkennen  wird, 
die  zuletzt  getroffene  Bestimmung  legitim,  so  führt  doch  auch  sie  nicht 
zu  einer  Ausgestaltung  der  algebraischen  Geometrie  der  radialen  Pro- 
jectivitäten,  die  mit  der  projectiven  Geometrie  (der  Plücker'schen 
Liniengeometrie,  der  Mobius'schen  Geometrie  der  Inversionen,  der  Li  er- 
sehen Eugelgeometrie  u.  s.  w.)  in  Parallele  gesetzt  werden  könnte. 

Das  CofUinu/um  der  Linienkreuze  kann  nicht  durch  eine  analytische 
Abbildung  durchaus  (auch  bei  complexen  Veränderlichen)  eindeutig  und 
stetig  auf  eine  Punkimannigfaltigkeit  bezogen  werden,  die  in  einem  projec- 
tiven Funktcantinuum  von  n  Dimensionen  verläuft. 

Die  Begründung  dieser  Behauptung  erbringen  wir  erst  weiter 
unten,  nach  Entwickelung  neuer  Hülfsmittel  (S.  280).  Nehmen  wir 
sie  als  richtig  an,  so  lassen  sich  Schwierigkeiten  vorhersehen,  die  sich 
daraus  ergeben  müssen,  namentlich  in  Bezug  auf  die  Einführung  zweck- 
mässiger Festsetzungen  über  die  sogenannte  Multiplicität  eines  uneigent* 

Study,  Geometrie  der  Dynamen.  17 
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liehen  Strahls^  der  einer  algebraischen  Mannigfaltigkeit  angehört.  Wir 
wünschen  aber,  bei  einem  Gegenstände,  der  ohnehin  des  Neuen  und 
Fremdartigen  schon  genug  bieten  wird,  das  Brett  nicht  gerade  dort 
zu  bohren,  wo  es  am  dicksten  ist.  Deshalb  ziehen  wir  es  vor,  die 
Ergänzung  unserer  Strahlenmannigfaltigkeit  zu  einem  abgeschlossenen 
Gontinuum  überhaupt  auf  einem  anderen  Wege  zu  versuchen. 

Uebrigens  werden  die  hier  angestellten  Ueberlegungen  für  ans 
nicht  verloren  sein.  Wir  werden  sogleich  Veranlassung  haben,  die 
erörterten  Qrenzprocesse  von  Neuem  zu  betrachten. 

Um  für  die  zuerst  besprochene  Art  der  Gontinuitat,  bei  der  ein 
ins  Unendliche  rückender  Strahl  auch  im  günstigsten  Falle  noch  oc^ 
uneigentliche  Strahlen  zu  Grenzlagen  hat,  eine  kurze  Bezeichnung  zu 
haben,  brauchen  wir  dafür  den  Ausdruck  irreguläres  Strahlenamünuum. 
Ein  Missverstandniss  kann  dadurch  deshalb  nicht  hervorgerufen  werden, 
weil  wir  andere  Continua,  die  ebenfalls  irregulär  zu  nennen  sein 
würden,  nicht  betrachten  werden,  ausser  dem  Continuum  der  Linien- 
kreuze, fQr  das  wir  eben  diese  besondere  Bezeichnung  haben. 

Das  erste  reguläre  und  natürliche  Strahlencontinuum. 

Unsere  bisherigen  Ueberlegungen  lassen  die  Möglichkeit  offen, 
„stetige'^  Ortsänderungen  eines  Strahls  überhaupt  nicht  durch  stetige 
Aenderungen  der  Strahlencoordinaten  dl^^,  sondern  in  anderer  Weise 
zu  erklären,  vielleicht  auch  die  Ergänzung  der  Mannigfaltigkeit  der 
im  Endlichen  verlaufenden,  eigentlichen  Strahlen  durch  „uneigentliche'' 
Elemente  zu  einem  abgeschlossenen  Continuum  in  ganz  anderer  Weise 
vorzunehmen,  als  bisher  geschehen.  Und  in  der  That  erweist  sich  als 
hierzu  brauchbar  ein  System  von  „Strahlencoordinaten  zweiter  Art', 
denen  wir  nunmehr  die  bisher  allein  benutzten  als  „Coordinaien  erster 
Aif^  gegenüberstellen  wollen. 

Die  neuen  Coordinaten  können  wir  zunächst  nur  für  eigenükhe 
Strahlen  erklären.  Sie  haben  einen  geringeren  Grad  von  Unbestimmt- 
heit als  die  Grössen  H^j^.     Sie  werden  durch  diese  so  ausgedrückt: 

<^)     3e  - 

Danach  gehört  zu  jedem  eigentlichen  durch  die  Grössen  X^^  be- 
stimmten Strahl  ein  System  von  sechs  Grössen  J^^,  J^^,  die  durch  die 
identische  Relation 

(8)    /  3^1 3^11  "h  3^3^88  +  ^^^  =  ^ 


*08    *«1 

>       3E22 

*08     ^2 
*01    *«8 

7       3t3j  

3£o»  3^81 
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Yerbunden  sind.  Und  da  den  Grössen  X^^  ein  gemeinsamer  Propor- 
tionalitätsfactor  q  hinzugefügi  werden  darf,  so  ist  als  äquivalent  mit 
den  Coordinaten  ^j^^  dc.j^j^  das  folgende  System  anzusehen: 

(9)  pXi,   qX^,   pX,,   Q^In,  9^^2i7  ?*3^-     (p4=0). 

Die  neuen  Coordinaten  sind  also  wieder  homogene  Grössen^  aber  nicht 
ganz  im  üblichen  Sinne  des  Wortes.  Es  wird  hier  vorausgesetzt,  dass 
man  den  Grossen  dl^j^  das  doppelte  Gewicht  beilegt,  wie  den  Grössen 
ij^:  Ein  System  von  Gleichungen  zwischen  den  genannten  sechs  Grössen, 
das  einen  geometrischen  Sinn  haben  soll,  darf  sich  nicht  ändern,  wenn 
nach  Anweisung  von  (9)  diesen  Grössen  Factoren  p,  p*  hinzugeftlgt 
werden. 

Wir  zeigen  nun  zunächst,  dass  unter  der  angegebenen  Voraus- 
setzung —  wenn  nämlich  wenigstens  eine  der  Grössen  X^  von  Null 
verschieden  ist  —  aus  den  Grössen  Xj^,  Xj^*  auch  umgekehrt  wieder  die 
Strahlencoordinaten  erster  Stufe  X,.j  eindeutig,  und  zwar  durch  rationale 
Operationen  bestimmt  werden  können  —  abgesehen  selbstverständlich 
von  der  ihnen  anhaftenden  natürlichen  Unbestimmtheit. 

Wir  wählen  drei  Grössen  äi,  ^,  Slj  so,  dass 

(10)  («IX)  =  «iXi  +  SljX,  +  «3X3  +  0 

wird,  und  im  Uebrigen  beliebig.  Nehmen  wir  dann  z.  B.  an,  dass 
Xj  =4=  0  ist,  so  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 

X     XX  *  XX 

«^88  ''^^  **^2*28     i     *1**^81  *       f 

und  aus  (7),  (8)  das  folgende  Werthsystem  der  Grössen  X,^: 

(11)  3E„  =  3e„  (st|3e)3E,i  =  -sr.3E,i  +  ai3e,., 

Die  so  berechneten  Grössen  X^^  haben  gerade  die  erforderte  Art 
von  Unbestimmtheit  —  sie  enthalten  nur  scheinbar  zwei,  in  Wirklich- 
keit nur  einen  wesentlichen  Parameter  —  und  die  Symmetrie  ihrer 
Ausdrücke  zeigt  überdies,  dass  die  Voraussetzung  Jc^=^0  ohne  Aende- 
rung  des  Ergebnisses  durch  eine  der  anderen  SE,  =f=  0,  X3  =f=  ^  ersetzt 
werden  darf. 

Aus  dem  Gesagten  geht  nun  hervor,  dass  es  möglich  ist,  die 
dnrch  die  Identität  (8)  verknüpften  Grössen   X;^,  X^^a  ^'^  *^  Uebrigen 
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unabhängige  Veränderliche  aufzufassen.  Daraus  ergiebt  sich  aber  so- 
gleich die  Erklärung  eines  GontinuumS;  das  wir  regulär  nennen  und 
als  d<is  erste  natürliche  Strahlencantinuuin  bezeichnen*).  Es  muss  möglich 
sein^  auch  noch  die  bisher  ausgeschlossenen  Werthsjsteme,  die  der 
Bedingung 

(12)  s,  =  x,  =  3e,  =  o 

« 

genügen^  in  irgend  einem  Sinne  als  Coordinaten  eines  ^^Strahls^ 
aufzufassen:  ^^Steiige'^  Ortsanderungen  in  diesem  Strahlencontinuum 
werden  dann  zu  definiren  sein  durch  stetige  Aenderungen  der  Grossen 
dij^,  Xjtji^  unter  Ausschluss  unbegrenzter  Annäherung  an  das  einzige 
Werthsystem  0,  0,  0,  0,  0,  0.  Es  handelt  sich  also  nur  noch  darum, 
den  Begriff  des  ,,eigentlichen  Strahls^'  so  zu  erweitem,  dass  die  Glei- 
chungen (12)  einen  geometrischen  Sinn  erhalten.  Wir  drücken  zu 
diesem  Zweck  die  Bedingung  für  das  rechtunnklige  Schneiden  zweier 
eigentlicher  Strahlern  X,  U  in  den  neuen  Goordinaten  aus. 

Führen  wir  die  auch  weiterhin  vielfach  zu  benutzenden  Abkür- 
zungen ein 

(13)  (3e|3)  =  3e,8n+x,3«  +  x,3M,   (U»3)  =  l«i»,3«l, 

und  wählen  wir  ein  neues  System  von  drei  Hülüsgrössen  ^^^  ^,  ^ 
gemäss  der  Ungleichung 

(10)  (*|U)  =  ^A  +  ^w,  +  ?.u,=Ho, 

SO  finden  sich  die  Gleichungen 

(14)  (U|30  =  0, 

(15)  (« I X)  ($3eU)  +  (¥  I U)  (AUS)  =  0, 

die  bestehen  müssen  für  alle  Werthsysteme  der  Grössen  Sl,-,  ^j^j  gleich- 
wohl aber  zusammen  nicht  zehn,  sondern,  nach  der  in  solchen  FaUen 
üblichen  Ausdrucksweise,  nur  zwei  Bedingungen  für  die  gegenseitige 
Lage  der  beiden  Strahlen  X,  U  bedeuten. 

Die  Gleichungen  (14)  und  (15)  stellen  also  das  Normalennetz  eines 
eigentlichen  Strahls  X  dar,  soweit  es  von  eigentlichen  Strahlen  U  gebildet 
wird    Diese  Gleichungen  behalten  aber  auch  dann  noch  einen  geam^ri- 


*)  Es  dürfte  sich  vielleicht  empfehlen,  j^egalär*'  ein  Continunm  zu  nennen, 
das  eindeutig  nmkehrhar  und  stetig  auf  ein  abgeschlossenes  Punktcontinunm  ab- 
gebildet werden  kann,  das  im  projectiven  Punktcontinunm  verl&ufl.  —  Das  im 
Texte  behandelte  Continuum  hat  noch  eine  Reihe  weiterer  besonderer  Ei^u- 
schaften.     Wir  kommen  darauf  noch  zurück. 
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sdien  Sinn,  wenn  im  GrmzfaU  die  Gleichungen  (12)  skiittfinden.  Sie 
rednciren  sich  nämlich  dann  auf  die  Gleichungen 

(16)  U,:U,:U,  =  3E,,:3E„:3e„, 

die  aussagen^  dass  der  eigentliche  Strahl  U  einem  bestimmten  Paral- 
lelenbündel angehört.  Die  Gleichungen  (14^  15)  werden  ausserdem  —  was 
wohl  zu  beachten  ist  —  dadurch  befriedigt^  dass  man  U^  ==  Uj  =  IL,  ==  0 
setzt. 

So  werden  wir  dahin  geführt^  die  Figur  der  eigentlichen  Strahlen 
eines  Parallenbündels  als  Grenzfall  der  Figur  der  eigentlichen  Strahlen 
im  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls  anzusehen.  Wir  schöpfen 
aus  dieser  auch  geometrisch  evidenten  Möglichkeit  die  Berechtigung^ 
auch  das  ParaUelenbündel  als  Bestandtheil  des  ^^Normalennetzes  eines 
Strahles"  aufisufassen.  Hiermit  brauchen  wir  natürlich  das  Wort 
Strahl  selbst  in  einem  neuen  und  erweiterten  Sinne;  ähnlich  wie  man 
beim  Aufbau  der  projectiven  Geometrie  dem  Worte  Punkt  eine  neue  Be- 
deutung beilegt^  wenn  man  von  dem  ParaUelenbündel  als  dem  System 
aller  Geraden  spricht,  die  durch  einen  „Punkt"  gehen.  Wir  wollen  für 
die  neu  einzuführende  Art  ^^uneigentlicher^^  Raumelemente,  im  Interesse 
der  Klarheit  der  Darstellung,  auch  ein  neues  Wort  gebrauchen:  wir 
nennen  sie  FunktstraJüen. 

Es  gid)i  also  oo'  Punktstrahlen ,  und  jeder  von  ihnen  entspricht 
einem  Pa/raMdenbündely  und  ist  durch  dieses  Bündel  erJclärt,  Jeder  wird 
eindeutig  dargestellt  durch  ein  System  von  homogenen  Coordinaten  dlj^,  dij^y 
die  den  Gleichungen  (12)  genügen. 

Diese  „Punktstrahlen"  verhalten  sich,  wie  ihre  natürlich  invariante 
Beziehung  zu  den  sie  definirenden  Parallelenbündeln  zeigt  (und  wie 
auch  die  weiterhin  aufzustellenden  Formeln  erkennen  lassen),  gegen- 
über radialen  Gollineationen  nicht  anders  als  die  „Punkte"  der  unend- 
lich fernen  Ebene  gegenüber  gewöhnlichen  Gollineationen  in  dieser 
Ebene.  Man  kann  daher  mit  beiden  Worten  denselben  Begriff  (die- 
selbe VorsteUung  des  Parallelenbündels)  verbinden,  und  geradezu  eine 
Gleichsetzung  vornehmen: 

Ptmktstrahl  =  unendlich  femer  Pu/nkt, 

Man  kann  sich,  wenn  man  will,  die  Vorstellung  bilden,  dass  ein 
Strahl,  der  etwa  in  einem  Parallelenbüschel  ins  Unendliche  rückt,  im 
GrenzfaU  m  einem  Punkt  zuammenschmmpft:  Wenn  ein  eigentUcW 
Strahl  eines  Parallelenbüschels  (S,  9>),  betrachtet  als  Hauptaxe  des 
durch  ihn  definirten  Normalennetzes,  ins  unendliche  rückt,  tritt  an 
seine  Stelle  ein  uneigentlicher  Punkt  17,  der  Scheitel  eines  bestimmten 
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Parallelenbündels,  das  Orenzlage  (genauer^  wie  wir  sehen  werden ,  Be- 
standtheil  der  Grenzlage)  aller  jener  Normalennetze  ist  (Fig.  41).  Aber 
wir  werden  in  unserem  Zusammenhang  die  Terminologie  nach  einer 
anderen  Richtung  hin  auszubilden  haben  ^  als  in  der  projectiven  Geo- 
metrie^ und  darum  brauchen  wir  statt  des  Wortes  Punkt  ein  anderes 
Wort. 

Nachdem  nunmehr  der  für  alles  Folgende  grundlegende  Begriff 
des  Punktstrahls  gebildet  ist,  können  wir  die  Gleichungen  (14),  (15) 
in  weiterem  Umfang  geometrisch  deuten^  als  bisher:  Wir  können  in 
diesen  Gleichungen  von  yom  herein  auch  Punktstrahlen  X,  ü 
statt  eigentlicher  Strahlen  zulassen.  Wir  erkennen  dann,  dass  dem 
Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls  U  ein  einziger  yöllig  bestimmter 
Punktstrahl  X  zugerechnet  werden  muss,  der  erklart  ist  durch  die 
Gleichungen  (12),  (16).  Dieser  Punktstrahl  gehört  dann  auch  sammt- 
liehen  Parallelenbüscheln  an,  die  in  dem  Normalennetz  enthalten  sind. 
Jedes  Parallelenbüschel  enthält  einen  Punktstrahl.  Einem  Parallelen- 
bündel aber  werden  oo^  Punktstrahlen  zugerechnet  werden  müssen, 
deren  Ort  in  der  unendlich  fernen  Ebene  ein  uneigenüicker  SiraM 
(oder  eine  uneigentliche  Gerade)  ist.  Femer  ergiebt  sich,  wenn  man 
das  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls  betrachtet,  und  diesen 
Strahl  —  etwa  in  einem  Parallelenbüschel  —  in  einen  Punktsfcrahl 
übergehen  lässt: 

Als  Normaiennetg  eines  Ptmktstrahls  ist  eine  redudbele  Figur  zu 
betrachten,  deren  Bestcmdtheile  erstens  die  Gesammtheit  aUer  eigentUchen 
und  Punktstrahlen  eines  ParallelenbündelSy  zweitens  das  Fdd  aUer  Punkt- 
strählen  sind. 

Als  wesentlichstes  Ergebniss  der  vorausgehenden  Ueberlegungen 
heben  wir  nunmehr  hervor: 

Die  Gesammtheit  der  oo^  eigentlichen  und  der  oo'  PunktsiraUen 
bildet  ein  abgeschlossenes  Continuum.  Die  Elemente  dieses  ^^sten  natür- 
lichen Strahlencontinuums''  werden  eindeutig  dargestellt  durch  die  Strahien- 
coordinaien  zweiter  Art,  und  ,^tetig&^  Ortsändenmgen  im  ConHnuum 
sind  erklärt  durch  stetige  Aenderwngen  dieser  Coordinaien, 

Aus  dem  Vorgetragenen  ergiebt  sich  nunmehr  die  Nothwendigkeit, 
oder  zum  Mindesten  die  Zweckmässigkeit,  einer  Anzahl  weiterer  Defi- 
nitionen, die  wir  kurz  zusammenstellen. 

Ein  eigentlicher  SiraM  ü  und  ein  Punktstrald  X  „schneiden  ein- 
ander reMwinklig'* ,  wenn  der  eigentliche  Strahl  zu  dem  den  Punktshrahl 
definirenden  Parailelenbündel  gehört 
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Die  analytische  Bedingung  hierfür  isi^  dass  die  Coordinaten  (zweiter 
Art)  beider  Strahlen  den  Gleichungen  (16)  genügen. 

Je  zwei  PunJctsirahlen  sind  m  einander  orthogonal^  oder  schneiden 
sich  rechiwivJdig. 

D.  h.y  jeder  gehört  zu  dem  Normalennetz  des  anderen.  Das 
Normalennetz  eines  Punktstrahls  ist  aber^  wie  gesagt^  reducibel^  und 
der  nicht  von  lauter  Punktstrahlen  gebildete  Bestandtheil  enthält  eben- 
falls noch  oo^  Punktstrahlen.  Gehört  ein  zweiter  Punktstrahl  zu  diesen, 
so  findet  die  Beziehung  der  Orthogonalität  zwischen  beiden  gewisser- 
massen  in  einem  höheren  Grade  statt: 

Wir  werden  sagen^  zwei  PunktstrcMen  U,  X  seien  zu  einander 
doppelt -ortlwgonaly  wenn  der  eine  dem  ParaUelenbündel  angehört,  dessen 
eigentliche  Strählen  den  anderen  recMmrüdig  schneiden. 

Die  analytische  Bedingung  hierfür  ist  das  Bestehen  der  Gleichung 

(17)  (U|D==Uii3E,,  +  i:i,,X«  +  tL„3e,3  =  0. 

Ein  eigenüicher  Strahl  X  tmd  ein  Punktstrahl  Y  heissen  parallel, 
wenn  der  Punktstrahl  in  dem  ParalMenbündd  liegt,  das  durch  den  eigent- 
lichen Strahl  bestimmt  wird. 

Die  analytische  Bedingung  hierfBr  ist: 

(18)  (3Eif)  =  X,?)a  +  3E,g)„  +  3e,D„  =  0. 

Der  Punktstrahl  ist  dann  doppelt -orthogonal  zu  dem  Punktstrahl 
Uy  zu  dem  der  eigentliche  Strahl  orthogonal  ist. 

Je  zwei  Punktstrahlen  heissen  zu  einander  parallel. 

Der  Satz  ^zwei  Strahlen  sind  zu  einander  parallel ,  wenn  sie  zu 
einem  und  demselben  dritten  Strahl  parallel  sind^^  ist  daher  nur  unter 
den  Einschränkungen  richtig,  die  sich  aus  dem  Vorhergehenden  ergeben. 

Femer  werden  wir  nunmehr  auch  unser  Strahlencontinuum  doppelt« 
überdecken;  wir  brauchen  aber,  um  Verwechselungen  nicht  Yollkommen 
identischer  Begriffe  wirksam  vorzubeugen,  nicht  das  bisherige  Wort 
„Schicht^^,  sondern  nunmehr  das  in  der  Theorie  der  Riemann'schen 
Flächen  gebräuchliche  „Elattf'.  Beide  Blätter  des  erklärten  Strahlen- 
continuums  unterscheiden  sich,  ähnlich  wie  die  zuvor  betrachteten 
Schichten,  durch  ihr  Verhalten  gegenüber  radialen  Gollineationen. 
Diese  selbst  sind  zunächst  nur  erklärt  für  eigentliche  Strahlen.  Wir 
setzen  aber  fest,  dass  dieselben  Formeln  auch  für  Punktstrahlen  gdten 
sollen.  Eigentliche  oder  Punktstrahlen  X,  Yj  Z, . . .  des  ersten  Blattes 
werden  dann  durch  eine  radiale  Collineation  wie  folgt  unter  einander 
vertauscht  (vgl.  §  26,  Nr.  5,  S.  237): 
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(19) 

*11     3^2    ^5 


Sil  =  2' 2^ 
1     1 


8 


«2>    «8i 


3C|  x^  -j-  Ar 


Oji     Ojj     0,3 
öhjl     «82     «88 
u.  s.   w.  {*  +  0,     |ölia22«S8l4=0}- 


Entsprechende  Gleichungen^  auf  deren  Anführung  wir  vorläufig 
verzichten  können^  ergeben  sich  für  Strahlen  Uy  V,  W  des  zweiten 
Blattes.  —  Die  Gleichungen  (19)  ändern^  wie  vorauszusehen,  ihre  Form 
nicht,  wenn  man  die  Matrix  \\(ti^\\  um  irgend  ein  Vielfaches  der  Matrix 
II  a^J^  II  vermehrt.  —  Die  radialen  Collineationen  sind  hiernach  im  ersten 
natürlichen  Strahlencontinuum  überall  wohldefinirty  eindeutig  und  stetig. 

Wir  wollen  von  mehreren  Strahlen  des  ersten  Blattes,  die  gleich- 
zeitig derselben  radialen  Collineation  unterworfen  werden,  sagen,  sie 
werden  concordant  transformirt.  Die  entsprechenden  Transformationen 
für  Strahlen  CT,  F,  TT, . . .  des  zweiten  Blattes  bezeichnen  wir  dann 
als  im  Vergleich  zu  den  erstgenannten  discordanL  Behalten  wir  im 
Sinn,  dass  Strahlen  desselben  Blattes  stets  concordant,  Strahlen  ver- 
schiedener Blatter  discordant  transformirt  werden  sollen,  so  können 
wir  nunmehr  den  Satz  aussprechen: 

Radiale  ProjecHvitäten  lassen  invariant  rechtwinkliges  Schneiden 
(sowie  doppdte  Orthogonalität)  von  (eigentlichen  oder  Punki-)Sirahlefi 
verschiedener  Blätter,  und  Parallelismus  von  StraMen  desselben  Blattes. 

Dies  sind  im  Wesentlichen  dieselben  Eigenschaften,  die  wir  bereits 
im  vorigen  Paragraphen  (S.  231,  Nr.  1...8)  aufgeführt  hatten,  unsere 
jetzige  Formulirung  zeigt  aber,  im  Vergleich  zu  der  früheren,  eine 
nicht  unbedeutende  Vereinfachung. 

Beziehungen  zwischen  dem  irregulären  und  dem  ersten 

natürlichen  Continuum, 

Es  ist  nunmehr  begrifflich  evident,  und  überdies  aus  den  Glei- 
chungen (19),  und  den  Gleichungen  (5)  des  §  26  leicht  abzulesen, 
dass  zwischen  den  betrachteten  beiden  Arten  von  Gontinuiföt  im 
Strahlenraume  einfache  Beziehungen  bestehen. 
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Soweit  nur  ^entliehe  Strählen  in  Frage  kommen^  sind  die  Begriffe 
Sddcht  tmd  Blatt,  femer  Cogredienz  und  Concordanz,  Contragredienz 
und  Discordanz  identisch,  und  ebenso  besteht  kein  Unterschied  zwischen 
den  beiden  Continuitätsbegriffen. 

Diese  Continuitätsbegriffe  sind  in  der  Umgebung  eines  eigentlichen 
(redien)  StraMs  überdies  identisch  mit  dem  der  elementaren  analytischen 
Geometrie,  und  also  auch  mit  dem  der  Plücker'schen  Liniengeometrie. 

Dies  ändert  sich  jedoch^  sobald  man  den  Bereich  der  eigentlichen 
Strahlen  yerlässt. 

Die  uneigenüichen  Strahlen  der  ersten  (zweiten)  Schicht  werden  von 
den  radialen  CoUineationen  ebenso  —  d.  h,  dAirch  genau  dieselben  Formeln 
—  unter  einander  vertauscht,  toie  die  PunJctstraJden  des  zweiten  (ersten) 
Blattes. 

Man  kann  daher  zwischen  den  uneigentlichen  Strahlen  und  den 
Punktstrahlen  eine  gegenseitig -eindeutige  Ztwrdnung  herstellen, 

.  *23  •  *S1  •   *12  "=  *^ll  •   1^22  •  *^3  f 

'ügj  :  IS^i :  4$i2  ^"^  &n  '  e/22  •  cisa  ? 

die  nicht  zerstört  wird  durch  beliebige  radiale  PrqjecUvitäten. 

Bei  irgend  einer  radialen  Gollineation  werden  die  uneigentlichen 
Strahlen  X  der  ersten  Schicht  und  die  Punktstrahlen  U  des  zweiten 
Blattes  vertauscht  durch  die  Transformation: 

S2S  =  %1  3^3  +  «18  3^81  +  ^n^l%?       Uli  =  «11  Uli  +  «12^22  +  «isUss, 

u.  s.  f.^  ebenso  die  uneigentlichen  Strahlen  fß  der  zweiten  Schicht  und 
die  Punktstrahlen  ^  des  ersten  Blattes  durch  die  —  im  gewöhnlichen 
Sinne  der  Theorie  der  temären  Formen  zu  jener  contragrediente  — 
Transformation: 

»*»  =  K  SS,.  +  &1, %i  +K^u,     ?)ix  =  hl  Uli  +  61, Dm  +  K Dm , 

U.  8.  W. 

Zwischen  den  Begriffen  uneigenüicher  Strahl  und  PuvJästrdhl  besteht 
daher  ein  wesentlicher  Unterschied,  ein  solcJier^  der  auch  in  den  JEormdn 
(anders  als  durch  doppelte  Bezeichnung  derselben  Grössen)  zum  Ausdruck 
gdyrackl  werden  könnte,  überhaupt  nicht 

Wir  hätten  den  Begriff  „Punktstrahl"  auch  ganz  entbehren  können. 
Wir  hätten  dann  z.  B.  statt  der  bereits  besprochenen  Anschauung,  wonach 
aus  den  eigentlichen  Strahlen  eines  Parallelenbüschels  (9,  J)  des  ersten 
Blattes  durch  Grenzübergang  ein  Punktstrahl  oder  „unendlich  femer  Punkt" 
97  entsteht  (Fig.  41),  uns  eine  andere  bilden  müssen,  die  so  beschrieben 
werden  kann:  „Beim  Uebergang  von  eigentlichen  Strahlen  eines  Parallelen- 
büschels erster  Schicht  zu  uneigentlichen   Strahlen  findet,  im  ersten  natür^ 
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licheB  Contmuum,  zugleich  ein  Uebergang  zur  zweiten  Schicht  statt.  Als 
,,Grenzlage'^  der  Strahlen  des  Büschels  ist  anzusehen  der  eigentliche  Strahl 
H  (Fig.  41),  der  zum  unendlich  fernen  Scheitel  ty  des  orthogonalen  Büschels 
(qp,  ri)  absolute  Polare  ist."  Ein  derartiges  Verfahren  ist  möglich,  und  es 
lässt  sich  folgerecht  durchfahren.  Man  kommt  aber  von  da  aus  zu  einer 
Terminologie,  die  sehr  leicht  Missverständnisse  erzeugen  kann.  Aus  diesem 
Grunde  (y/nter  anderen)  halten  wir  in  der  Ausdruc^sweise  auch  femer  an 
der  Unterscheidung  zwischen  Punktstrahlen  und  uneigentlichen  Strahlen  fest., 
heben  aber  ausdrücklich  hervor,  dass  diese  Unterscheidung,  vom  Standpunkte 
der  Algebra  betrachtet,  auch  nur  die  Terminologie  betriflft,  und  also  formaler 
Natur  ist.  Principiell  verschieden  ist  dagegen  die  Art,  wie  in  beiden  zuvor 
betrachteten  Begriffssystemen  die  Strahlenmannigfaltigkeit  als  Continunm 
aufgefasst  wird.  Man  kann  daher  der  von  den  eigentlichen  und  uneigent- 
lichen (oder  Punkt-)Strahlen  gebildeten  Mannigfaltigkeit  eine  dappdte  Con- 
Unuüät  zuschreiben,   die  nicht   zerstört  wird  durch  rationale  CoUineatdonen. 

Sagen  wir,  ein  uneigentlicher  Strahl  X  der  ersten  Schicht  und 
ein  Panktstrahl  Y  des  ersten  Blattes  befinden  sich  in  vereinigter  Lage, 
wenn  die  Relation 

(21)  X«,  tili  +  ^i  Dm  +  3^1,  Um  =  0 

besteht,  so  kann  das  gegenseitige  Yerhältniss  der  beiden  Strahl encon- 
tinua  durch  folgenden  Satz  weiter  erläutert  werden: 

Man  ordne  jedem  eigentlichen  Strahl  des  ersten  (zweiten)  Blattes 
des  ersten  natürlichen  Strahlencontinuunis  den  mit  ihm  identischen  Strahl 
der  ersten  (zweiten)  SchicJit  des  irregulären  Strahlencontinuums  zu,  femer 
jedem  PunJctstrahl  des  ersten  (zweiten)  Blattes  die  oo*  uneigenüichen 
StraMen  der  ersten  (zweiten)  Schicht,  die  mit  ihm  vereinigt  liegen,  und 
umgekehrt  Ist  dann  ein  Punktstrahl  Grenzlage  von  <x>^  eigenäicken 
Strahlen,  die  eine  analytische  Mannigfaltigkeit  bilden  (und  zwar  Grenz- 
läge  im  Inneren  von  deren  Existenzbereich)  im  ersten  naiürlichefi  Stroh- 
lencontinuum,  so  ist  jeder  der  zugeordneten  uneigentlichen  Strahlen  Grenz- 
läge  derselben  oo*  eigentlichen  StraMen  im  irregulären  Strahlencantinuum. 

Da  die  uneigentlichen  Strahlen  der  ersten  Schicht  sich  gegenüber 
radialen  Projectivitäten  ebenso  verhalten,  wie  die  Punktstrahlen  des 
zweiten  Blattes  (von  denen  sie,  wie  gesi^,  nicht  wesentlich  verschieden 
sind)  und  also  contragredient  —  im  gewöhnlichen  Sinne  der  ebenen 
projectiven  Geometrie  —  transformirt  werden  zu  den  Punktstrahlen 
des  ersten  Blattes,  so  bleibt  die  im  Satze  genannte  Beziehung  erhalten 
bei  radialen  Projectivitäten. 

Im  Zusammenhang  hiermit  wollen  wir  noch  auf  eine  Eigenthümlichkeit 
des  angewendeten  Systems  von  Bezeichnungen  aufmerksam  machen,  die  sich 
aus  der  doppelten  Continuit&t  der  Strahlenmannigfaltigkeit  ergiebt. 
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Wir  hatten,  um  die  beiden  Schichten  des  irregulären  Strahlencontinuums 
auseinanderzuhalten,  Strahlen  der  ersten  Schicht  durch  Zeichen  X,  IT,  Z, . . ., 
solche  der  zweiten  Schicht  durch  Zeichen  CT,  F,  TT, .  .  .  dargestellt.  Ebenso 
hatten  wir,  im  ersten  natürlichen  Continuum,  die  beiden  Blätter  unter- 
schieden. Beide  Arten  der  Bezeichnung  lassen  sich,  jede  für  sich,  folgerecht 
durchfOhren;  wo  aber  beide  Continua  neben  einander  betrachtet  werden,  da 
kommen  sie  mit  einander  in  Gollision,  insofern  uneigentliche  Strahlen  der 
ersten  Schicht  ebenso  zu  bezeichnen  sind,  wie  die  von  ihnen  nicht  wesentlich 
verschiedenen  Punktstrahlen  des  zweiten  Blattes,  und  umgekehrt.  Wir  haben 
eben  aus  diesem  Grunde  neben  der  Bezeichnung  „Contragredienz"  noch  die 
zweite  „Concordanz"  eingeführt.  Beide  Begriffe  decken  sich  in  weitem  Um- 
fang, aber  nicht  wUständig. 


Das  zweite  reguläre  und  natürliche  Strahlencontinuum. 

Lassen  wir  einen  Strahl  des  zweiten  Blattes  in  einem  bestimmten 
Parallelenbüschel  ins  unendliche  rücken^  so  erhalten  wir  einen  Punkt- 
strahl,  zu  dessen  NormalennetZ;  ausser  dem  Feld  aller  Punktstrahlen^  ein 
Parallelenbündel  gehört.  In  diesem  Bündel  von  Parallelen  des  ersten 
Blattes  nun  lässt  der  angewendete  Process  eine  bestimmte  Structur 
zurück:  Das  Bündel  ist,  wie  wir  sagen  wollen,  gestreift;  das  Parallelen- 
bündel erscheint  als  Orenzfall  eines  Normalennetzes,  dessen  Strahlen  ja 
auf  oo^  Parallelenbüschel  vertheilt  sind,  und  es  hat  seine  Strahlen 
ebenfalls  noch  auf  oo^  solche  Büschel  vertheilt,  die  in  parallelen 
Ebenen  liegen. 

Diese  Bemerkung  weist  darauf  hin,  dass  es  möglich  ist,  die  Man- 
nigfaltigkeit der  cx>^  eigentlichen  Strahlen  noch  auf  andere  Art  als 
bisher  geschehen,  durch  Einführung  „uneigentlicher''  Elemente  in 
zweckmässiger  Weise  zu  einem  abgeschlossenen  Continuum  zu  ergänzen. 
Es  ist  möglich,  auch  die  gestreiften  ParallelerJyündely  deren  es  oo^  ver- 
schiedene giebt,  neben  den  Normalennetzen  eigentlicher  Strahlen  als 
Raumelemente  einzuführen,  und  in  einem  uneigentlichen  Sinne  von 
„Strahlen''  zu  reden,  denen  sie  zugeordnet  sind.  Wir  bezeichnen  diese 
neue  Art  von  Strahlen  mit  einem  neuCn  Wort;  wir  nennen  sie  Grenz- 
strahlen. 

Die  Reihe  von  Begriflfsbildungen,  die  hiermit  eröffnet  ist,  werden 
wir  nur  kurz  betrachten.  Es  scheint  uns  aber  doch  von  principieller 
Bedeutung  zu  sein,  wenigstens  die  Möglidikeit  einer  Ausgestaltung  der 
Geometrie  der  radial-projectiven  Transformationen  klar  zu  erkennen, 
die  in  wesentlichen  Punkten  verschieden  ist  von  der  auf  die  Theorie 
des  ersten  regulären  Strahlencontinuums  zu  gründenden. 

Wir  werden  nachweisen,  dass  die  MannigfaUiglceit  der  oo*  Norma- 
lennetsse  eigenHicher  Strahlen  und  der  cxj*  gestreiften   ParaUelenhündei, 
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oder,  wie  wir  sagen,  der  Inbegriff  der  oo*  eigenUictien  Strahlen  und  der  oo' 
Oremstrahlen,  eber^faüs  durch  verschiedene  Werßisysteme  eines  und  des- 
selben Systems  von  Coordinaten  (Parametern)  dargestellt  werden  kann. 
Wir  werden  sodann  y^sietige^'  Ortsänderungen  in  dieser  MannigfaUigMi 
durch  stetige  Aenderungen  der  neuen  Coordinaten  erklären. 

Unter  allen  oo^  uneigentlichen  Strahlen,  die  im  irr^nlaren  Strah- 
lencontinuum  beim  üebergang  von  eigentlichen  zu  uneigentlichen  Strahlen 
auf  einer  analytischen  Mannigfaltigkeit  sich  ergeben  (vgL  Nr.  2,  5); 
ist,  wie  wir  schon  bemerkt  haben,  ein  einzelner  Strahl 


(22) 


*2S  '  *81  •  *12  ^0  •  ^0  •  ^0 


dadurch  ausgezeichnet,  dass  er  zu  den  eigentlichen  Strahlen  der  Man- 
nigfaltigkeit in  einer  Beziehung  steht,  die  durch  cogrediente  radiale 
Projectivitaten  nicht  zerstört  werden  kann     (S.  256,  257). 

Führen  wir  den  entsprechenden  Grenzübergang  im  ersten  natür- 
lichen Strahlencontinuum  aus,  setzen  wir  in  den  im  Allgemeinen  mit 
(2)  äquivalenten  Gleichungen 


x,= 

-y(t- 

-  toY  {  «0 

+  • 

••}, 

*ii 

—  (^0^0  - 

-  Coßo)  + 

(23) 

3e. 

=  V(t- 

-toYih 

1^ 

••}, 

*K 

(Co«o 

-  »oyo)  + 

3E.= 

-V(t- 

-toYic, 

+  •• 

•1, 

*M  ' 

=  («o/Jo  - 

-  ^^o)  + 

t^=tQj  SO   ergiebt  sich   unter   der  Voraussetzung   (4)   ein  bestimmter 
Punktstrahl  mit  den  Coordinaten  zweiter  Art  3Ei  =  X,  ==  Xg  =  0,  und 


(24) 


*11  •  *»2  •  *S8  


*o   Co 

• 

Co     «0 

• 

«0   h 

ßo  ro 

ro  «0 

• 

«0   ßo 

dessen  Beziehung   zu   den   eigentlichen  Strahlen   der   Mannigfaltigkeit 
nicht  zerstört  wird  durch  concordante  radiale  Projectivitaten. 

Beide  Strahlen  (22)  und  (24)  liegen  vereinigt;  sie  können  daher 
als  ein  in  der  unendlich  fernen  ^bene  gelegenes  Linienelement  aufgefasst 
werden,  als  die  Figur  einer  unendlich  fernen  Geraden  und  eines  auf 
dieser  gelegenen  unendlich  fernen  Punktes.  Dasselbe  Linienelement 
würde  sich  auch  schon  ergeben  haben,  wenn  wir  die  beiden  Arten  des 
Grenzübergangs  insbesondere  in  einem  Parallelenbüschel  ausgefülirt 
hätten,  nämlich  in  den  Formeln  (6)  und  in  den  zugehörigen  Glei- 
chungen 


(25)    x,  =  i/r-^o-«o,     3eii  = 


h    ^0 

ßo  Vo 


+  (i-Q 


h    ^0 

ßi  Yx 


U.  8.   W. 
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Die  Lage  des  gefundenen  Linienelements  ändert  sich  min  nicht, 
wenn  wir  an  Stelle  der  Grossen  a^,  ß^^  y^  irgend  welche  zu  ihnen 
proportionale  Grössen  einfahren,  und  ausserdem  die  Werthe  a^,  ß^^  y^ 
durch  irgend  welche  andere  Werthe  ersetzen.  Diese  Operation  aber 
hat,  wie  leicht  zu  erkennen,  die  Wirkung,  dass  an  Stelle  des  Büschels 
(6)  oder  (25)  irgend  ein  anderes  Büschel  tritt,  das  demselben  Bündel 
angehört,  vmd  überdies  in  einer  Ebene  liegt,  die  zur  Ebene  des  ersten 
Büschels  parallel  ist.  Die  beiden  Systeme  von  Yerhältnissgrössen  (22) 
und  (24)  bestimmen  also  zusammen  das  gestreifte  Parallelenbündel, 
d.  h.  den  Grenzstrahl.  Die  Mannigfaltigkeit  der  oo^  Grenzstrahlen  ist 
daher,  wie  geometrisch  von  vom  herein  deutlich,  eindeutig- umkehrbar 
zugeordnet  der  Mannigfaltigkeit  der  cx>^  Linienelemente  in  der  unendlich 
fernen  Ebene. 

Man  kann  nun,  auf  mannigfache  Art,  Systeme  von  Coordinaten 
angeben,  die  die  eigentlichen  und  die  Grenzstrahlen  zusammen  dar- 
stellen. Ein  solches  System  lässt  sich,  wie  wir  zeigen  werden,  aus 
den  Grössen  dli^dc^^  3Es;  zusammen  mit  den  folgenden  neun  Producten 
ableiten: 

X       V      X  V       XV  X       —  X      X 

^111  *1  '  ^11?       *12«  ^1  '  *32;       *1S8  *1  *  *8S  7 

(2d)  X2^j  =  $2  •  Xjj,       d^2S  =  *S  '  ^22?       *288  ^"^  *2  *  *38 ; 

*S11  ^^  *S  '  *li;       *822  ™^  *S  '  *22;       *388  ^^  *8  '  *88  • 

Die  genannten  zwölf  Grössen  sind  verbunden  durch  die  Gleichungen 


(27) 

3^11  +  3^22  +  3^888           0  , 

(28) 

«     j*yy          ^ß^ayf         ^> 

(29) 

^ayy^ß^d          ^fiyY^ct^^          ^' 

Sie  sind  homogen  in  dem  Sinne,  dass  alle  Systeme  solcher  Coordinaten 
als  äquivalent  gelten,  die  durch  Multiplication  von  3E^  und  3£^^^  etc. 
mit  Factoren  (>,  q^  (p  H=  0)  auseinander  hervorgehen. 

Offenbar  kann  man,  wenn  die  neuen  Coordinaten  gegeben  sind, 
d.  h.  wenn  irgend  ein  System  von  Grössen  vorliegt,  das  den  Gleichungen 
(27)... (29)  genügt,  vermöge  (26)  immer  die  Strahlencoordinaten  zweiter 
und  erster  Art  eindeutig  bestimmen,  sobald  nur  eine  der  drei  Grössen 
3^1^  ^Ej,  3^3  von  Null  verschieden  ist.  Das  System  der  Gleichimgen 
(2 7)... (29)  umfasst  aber  amh  noch  den  hiermit  ausgeschlossenen  FaM: 
Die  Grössen  ^aßß  können  dann  unmittelbar  als  Coordinaten  eines 
Linienelementes  in  der  unendlich  fernen  Ebene,  oder  eines  gestreiften 
Parallelenbündelsy  oder  endlich  eines  Grenzstrahls  angesehen  werden. 
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Hiermit  haben  wir  die  Erklarong  dessen  ^  was  wir  als  zweites 
natürliches  StrcMencontinuum  bezeichnen. 

Wir  sagen^  dass  ein  Strahl  in  diesem  Continuum  seine  Lage  ^^steti^ 
ändert,  wenn  die  erklärten  Goordinaten  gemäss  den  Bedingungen  (27) 
..(29),  ihre  Werthe  stetig  ändern,  unter  Ausschluss  unbegrenzter 
Annäherung  an  das  eine  Werthsystem  3£^  =  0,  X^^^  =  0.  Auch  in 
diesem  Continuum,  das  ebenfalls  doppelt  überdeckt  werden  kann,  sind 
dann  die  radialen  Projectivitäten  überall  wohldefinirt,  eindeutig  und  stetig. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  auch  im  zweiten  natürlichen  Continunm 
beim  Uebergang  von  einem  eigentlichen  zu  einem  Grenzstrahl  das  Nor- 
malennetz des  eigentlichen  Strahls  nicht  einfach  in  ein  ParaUelenbündel 
übergeht,  sondern  dass  ein  Zerfallen  der  Figur  eintritt,  so  dass  also 
auch  das  Normalennetz  eines  Orenzstrahls  aus  zwei  irreducibelen  Be- 
standtheilen  sich  zusammensetzt:  Aus  einem  Parallelenbündel  und  aus 
einer  zweiten  lediglich  von  Grenzstrahlen  gebildeten  Figur.  — 

Das  angeführte  System  von  Goordinaten  einer  Stelle  des  zweiten 
natürlichen  Strahlencontinuums  ist  nützlich  zur  Vorbereitung  einer 
weiterhin  anzustellenden  Betrachtung.  Man  kann  aber  die  eigentlichen 
und  Grenzstrahlen  zusammen  noch  auf  eine  einfachere  Art  analytisch 
darstellen.  Wir  bezeichnen  zu  diesem  Zweck  die  Grössen  X^,  BE,,  SE, 
anders,  indem  wir  sie  nämlich  als  Producte  der  Form  Sdi^^  S^,  S^ 
schreiben,  und  nun  die  durch  die  Gleichung  ^i^i  -j-  di^X^^  -j-  ^J^  =0 
verbundenen  Grössen 

(30)  A;    Xi?    *2;    Xj,    *117    3^2,    *83 

als  überzählige  Strahlencoordinaten  betrachten.  Einen  und  denselben 
Strahl  stellen  dann  Goordinaten  dar,  die  aus  denen  Nr.  (30)  durch 
Multiplication  mit  Factoren 


oder  mit  Factoren 


P^  Q\   q\   Q^y   Q^   9^  r 


Q-\   q\  q\   q\   pO,   p^    q' 


hervorgehen.     Äus/nmehmen    von    der    Veränderlichkeit    der    Grössen 
S)  ^k}  ^kk  ^s*  J®*^*  ^^  Werthsystem  Xj  =  X^  =  SE,  =  0. 

Durch  diese  Coordinaien  dritter  Art  Nr.  (30)  wird  dann  jeder 
Strahl  des  zweiten  natürlichen  Gontinuums  dargestellt;  den  Werthsyste- 
men  der  Form 

(33)  0,   Xi,  3E2,   Btj,   Xiiy  022;  *88> 

die  mit  der  Relation  (X  |  X)  =  0  verträglich  sind,  entsprechen  die  Grenz- 
strahlen.    Stetige  Lagenänderung  eines  Strahls  im  zweiten   regulären 
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Continaam   wird   ausgedrückt   oder  kann    ausgedrückt   werden    durch 
stetige  Aenderung  der  Coordinaten  dritter  Art. 

Wir  werden  uns  fernerhin  vielfach  einer  Methode  hedienen,  als  deren 
eigentlichen  Urheber  man  wohl  Plücker  bezeichnen  darf,  obgleich  sie 
gelegentlich  wohl  schon  früher  angewerdet  worden  ist.  Der  Wechsel  des 
Baumelemenies,  in  seiner  Anwendung  nicht  nur  auf  die  im  engeren  Sinne 
so  genannte  Geometrie,  sondern  auf  die  Geometrie  mehrfa^ch  ausgedehnter 
Mannigfaltigkeiten  überhaupt,  hat  sich  in  den  Härden  von  S.  Lie,  und  von 
anderen,  neuerdings  besonders  Ualie^iischen  Geometem,  als  ein  ungemein 
fruchtbares  Mittel  geometrischer  Forschung  gezeigt,  und  auch  für  uns  wird 
dieser  Gedanke  von  Nutzen  sein.  Der  Verfasser  ist  überhaupt  durch  solche 
Abbildungsmethoden  zur  Geometrie  der  radial -projectiven  Transformationen 
gekommen.  — 

Wenn  man  von  einer  „Geometrie^'  im  n-fach  ausgedehnten  Baume 
spricht,  so  meint  man  damit  natürlich  analytische  Beziehungen.  Es  liegt 
aber  kein  Grund  vor,  die  geometrische  Terminologie  nicht  in  solcher  Aus- 
dehnung anzuwenden;  andernfalls  müsste  man  eine  neue  erfinden,  was  ftlr 
den  dreifach  ausgedehnten  Baum  eine  Verdoppelung  des  terminologischen 
Apparates  bedeuten  würde.  Durch  die  Erinnerung  an  geläufige  Vorstel- 
lungen wird  das  Verständniss  algebraischer  Beziehungen  ganz  wesentlich 
erleichtert;  wenigstens  für  den,  der  überhaupt  genügende  geometrische 
Kenntnisse  hat.  Sagt  man,  drei  Punkte  liegen  in  gerader  Linie,  so  drückt 
man  ausserdem  das  Wesentliche  des  zu  Grunde  liegenden  algebraischen 
Gedankens  klarer  aus,  als  wenn  man  sagt:  „Zwischen  drei  Werthsystemen 
von  n  -}-  1  homogenen  Veränderlichen  besteht  eine  lineare  Gleichung.^^  Denn 
auf  die  Werthe  der  Veränderlichen,  die  vom  Coordinatensystem  abhängen, 
und  daher  in  mannigfacher  Weise  durch  andere  ersetzt  werden  können, 
kommt  es  in  der  Begel  gar  nicht  an. 

Ob  man  Betrachtungen  dieser  Art  noch  zur  „Geometrie*^  rechnen 
will,  oder  nicht,  daran  ist  sehr  wenig  gelegen.  Wenn  sie,  wie  in  dem 
sogleich  zu  behandelnden  Beispiel,  zur  Aufklärung  eines  sonst  nicht 
leicht  zu  verstehenden  Sachverhalts  Wesentliches  beitragen,  so  müssen  sie 
angestellt  werden.  Dies  ist  jedenfalls  die  Ansicht  hervorragender  Geometer 
gewesen,  deren  Einige  sich  solcher  Ueberlegungen  bedient  haben,  ohne  je  ein 
Wort  der  Rechtfertigung  für  nöthig  zu  halten.  Es  giebt  indessen  namhafte 
Geometer,  die,  wenn  wir  recht  verstehen,  Betrachtungen  dieser  Art  ablehnen 
wollen,  sie  jedenfalls  zu  vermeiden  suchen.  Die  Gründe,  die  dafür  geltend 
gemacht  werden,  scheinen  uns  nicht  durchschlagend  zu  sein.  „Anschaulich- 
keit", ein  stark  subjectives  Moment,  ist  kein  Kriterium  für  „geometrische" 
Untersuchungen,  deren  vielen  dieses  Merkmal  beinahe  völlig  zu  fehlen 
scheint.  „Reinheit  der  Methode",  d.  h.  die  consequente  Verfolgung  logisch 
begrenzter  Gedankenreihen*,  ist  gewiss  eine  berechtigte  Forderung,  daneben 
aber  steht  die  in  noch  höherem  Grade  erziehend  wirkende  Forderung,  dass 
die  mathematische  Wissenschaft  nicht  zersplittert,  sondern  als  ein  Ganzes 
begriffen  werde.  Beide  Forderungen  lassen  sich  übrigens  recht  wohl  ver- 
einigen. Wenn  es,  wie  hier,  bei  umfangreichen  Aufgaben  einem  Einzelnen 
nicht  gelingen  mag,  allen  berechtigten  Ajisprüchen  zu  genügen,  so  kennt 
doch  die  Wissenschaft  im  Ganzen  solche  Schranken  nicht. 
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Die  in  der  Litteratur  der  mehrdimensionalen  Geometrie  häufigen  banalen 
Verallgemeinerungen  bekannter  Sätze  wünschen  wir  mit  dem  Gesagten  natür- 
lich nicht  zu  empfehlen. 

Ein  gruppentheoretisches  Problem. 

Dass  die  Ranmelemente  des  ersten  oder  zweiten  natürlichen  Strah- 
lencontinuums  stetig  auf  Pnnktmannigfaltigkeiten  M4  abgebildet  werden 
können,  ist  ohne  Weiteres  zu  sehen.  Um  eine  solche  Abbildung  des 
ersten  Gontinuums  zu  erhalten,  braucht  man  nur  z.  B.  die  sechs  Pro- 
ducte  zweiten  Grades  der  Grössen  3^1,  X^^  3^3,  und  die  drei  Grössen  X^^ 
zusammen  als  homogene  Punktcoordinat^en  in  einem  Gebiete  neunter 
Stufe,  einem  „ebenen  Raume^'  (projectiven  Punktcontinuum)  von  acht 
Dimensionen  zu  deuten.  Beim  zweiten  Continuum  benutzt  man  ebenso 
die  zehn  Producte  dritten  Grades  der  Grössen  X^,  dc^,  363  zusammen 
mit  acht  linear-unabhängigen  der  Grössen  SE^^/^.  Wie  die  Gleichungen 
(19)  sofort  erkennen  lassen,  haben  die  beiden  nachgewiesenen  Abbil- 
dungen überdies  noch  eine  sehr  bemerkenswerthe  Eigenschaft:  Durch 
die  Abbildungen  selbst  wird  die  Gruppe  O^^  der  radialen  Collinea- 
tionen  in  je  eine  projective  Gruppe  übergeführt.  Die  beiden  gefundenen 
Mannigfaltigkeiten  M4  im  Räume  von  acht  oder  siebzehn  Dimensionen 
haben  also  zusammen y  vielleicht  noch  mit  anderen,  für  die  Geometrie 
der  radial-projectiven  Transformationen  eine  ganz  ähnliche  Bedeutung, 
wie  die  bekannte  quadratische  Mannigfaltigkeit  eines  Raumes  von  fünf 
Dimensionen  für  die  Plücker'sche  Liniengeometrie. 

Hiermit  ist  der  Weg  gewiesen,  auf  dem  wir  an  Stelle  des  bis- 
herigen empirischen,  ja  möglicher  Weise  nicht  erschöpfenden,  Verfahrens 
zur  YervoUstandigung  des  Continuums  der  eigentlichen  Strahlen  einen 
systematischen  Process  eintreten  lassen  können.  Wir  stellen  nunmehr 
folgende  Aufgabe: 

Es  sollen  alle  vierfach  ausgedehnten  PunktmannigfdUigkeiten  M4 
eines  Gebietes  N^  Stufe  gefunden  werden,  denen  folgende  beiden  Eigen- 
schuften  mkommen: 

1)  Die  Coordinaten  eines  Punktes  allgemeiner  Lage  von  M4  sind 
rationale  und  (wie  man  ohne  Beschränkung  des  Problems  annehmen  darf) 
ganjse  Iwmogene  Functionen  der  Coordinaten  %j^  oder  SE^,  Hf^j^  eines  eigent- 
lichen Strahls, 

2)  Durch  die  hiermit  gegd)ene  Abbildung  wird  die  Chruppe  O^^  der 
dualen  CoUineatimien  in  eine  zu  itir  Jioloedrisch  isomorphe  projective 
Gruppe  übergeführt. 

Da  das  Continuum  der  eigentlichen  Strahlen  nicht  abgeschlossen 
ist,  so  muss  jede  Lösung  M4  dieses  Problems  (wenigstens)  eine  invariante 
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MannigfEdtigkeit  niederer  Dimension  tragen:  Man  kommt  so  zu 
solchen  Erweiterungen  des  Strahlencontinuums^  die  in  gewissem  Sinne 
wMrlidi  sind,  nämlich  einen  möglichst  geringen  Grad  von  Willkür 
enthalten. 

Die  Beschränkung  auf  rationale  Mannigfaltigkeiten  M4  haben  wir 
nur  eintreten  lassen,  um  weiterhin  möglichst  elementar  zu  Werke 
gehen  zu  können.  Die  Voraussetzung  einer  algebraischen,  oder  ana- 
lytischen, oder  auch  einer  reellen  im  Allgemeinen  -  stetigen  Abbildung 
der  zu  suchenden  M^  auf  die  Strahlenmannigfaltigkeit  fOhrt  nicht  zu 
allgemeineren  Ergebnissen.  Auch  braucht,  wie  aus  dem  Folgenden 
hervorgehen  wird,  nicht  ausdrücklich  gefordert  zu  werden,  dass  die 
Umkehrung  der  Abbildung  der  eigentiichen  Strahlen  auf  Punkte  von 
M^  eindeutig  sein  solL 

Zur  Lösung  unserer  Aufgabe  bedürfen  wir  noch  einer  Hülfs- 
betrachtung,  der  übrigens  auch  ein  selbstständiges  Interesse  und  eine 
besondere  Bedeutung  im  Rahmen  unserer  Theorie  zukommt. 

Classification  der  algebraischen  Strahlencomplexe. 

Ein  analytischer  Strahlencomplex,  Ort  von  cx)^  zunächst  eigent- 
lichen Strahlen,  oder  der  Inbegriff  mehrerer  solcher  Complexe,  wird 
dargestellt  durch  eine  gleich  Null  gesetzte  analytische  Function  O  (dl^j^ 
der  Strahlencoordinaten  erster  Art,  die  der  Euler'schen  Homogenei- 
tatsbedingung 

(30)  2^u!^  =  ni-9 
und  der  weiteren  partiellen  Differentialgleichung 

(31)  Xoi  ^  +  Xot  ^i^-  +  3^08  ä3^  =0 

genügt.  Die  letzte  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Strahlencoordinaten 
nur  in  den  Verbindungen  Xj^?  ^kk  vorkommen,  die  wir  als  Strahlen- 
coordinaten zweiter  Art  bezeichnet  haben.     Wir  können  setzen 

und  erhalten  dann  an  Stelle  der  Gleichung  (30)  die  folgende: 

(32)  ^|3e*|J  +  2X,,.^)=«».l|r, 

die  der  besonderen  Art  von  Homogenität  der  Grössen  dc^y  X^j  ent- 
spricht, und  unmittelbar  ebenso  begründet  werden  kann,  wie  die 
Euler 'sehe  Gleichung  (30). 

Study,  Geometrie  der  Djxokmen.  IS 
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Liegt  umgekehrt  eine  Gleichung  W=  0  der  vorausgesetzten  Be- 
schaffenheit Yor^  so  wird  sie^  auch  wenn  (wie  wir  hier  annehmen), 
ihre  Coefficienten  sämmtlich  reell  sind,  nicht  nothwendig  durch  cx>' 
reelle  Strahlen  befriedigt  werden.  Da  sie  aber  dadurch  identisch 
befriedigt  werden  kann,  dass  man  die  Grössen  di^,  dCi^  oder  viel- 
mehr deren  richtig  gebildete  Verhältnisse  gleich  analytischen  Functio- 
nen dreier  wesentlicher  Parameter  setzt,  so  werden  wir  gleichwohl 
sagen,  sie  definire  einen  StrcMencomplex,  indem  wir  uns  eine  Erör- 
terung darüber,  welche  Begriffe  mit  „imaginären  Strahlen^'  zu  verbinden 
sind,  far  später  vorbehalten  (§  28). 

Wir  betrachten  nun,  unter  vorläufiger  Beschränkung  auf  das 
erste  natürliche  Strahlencontinuum,  algebraische  Strahlencomplexe,  d.  k 
solche,  deren  Strahlen  Goordinaten  X^,  dCi^  haben,  die  als  algebraische 
Functionen  dreier  wesentlicher  Parameter  dargestellt  werden  können. 
Von  ihnen  gilt  der  Satz: 

Jeder  algebraische  Sirahlencomplex  im  ersten  natürlichen  CanHnuum 
kann  rein  dadurch  dargesteUt  werden,  dass  man  eine  einzige  ganze 
rationale  und  im  erklärten  Sinne  homogene  Function  W  der  StrcMen- 
coordinaten  zweiter  Art  X;^,  X^^  gleich  Null  setzt*). 

Bei  dem  Beweise  dieses  grundlegenden  Satzes  genügt  es  anzu- 
nehmen, dass  der  betrachtete  Complex  irreducibel  sei,  d.  h.,  dass  mian, 
bei  stetiger  Aenderung  der  drei  —  als  complex-veränderlich  zu  be- 
trachtenden —  Parameter  des  Complexstrahls  durch  analytische  Fort- 
setzung (und  eventuell  Parameterwechsel)  von  den  Goordinaten  eines 
jeden  Gomplexstrahls  zu  denen  eines  jeden  anderen  kommen  kann« 

Kann  man,  durch  Elimination  der  genannten  Parameter,  eine  Glei- 
chung der  besonderen  Form  3^(Xi,  Xj,  X3)  =  0  gewinnen,  so  ist  der 
zu  beweisende  Satz  evident.  Er  reducirt  sich  nämlich  auf  den  ent- 
sprechenden Satz  über  ebene  algebraische  Gurven.  Die  Gomplezstrah- 
len  lassen  sich  auf  00^  Parallelenbündel  vertheilen;  der  Gomplex  be- 
steht aus  allen  Strahlen,  die  die  Punktstrahlen  (Punkte)  einer  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  gelegenen  Gurve  orthogonal  schneiden 
(S.  262).   —   Ist  die  genannte  Voraussetzung  nicht  erfüllt,  so  lassen 


•)  Im  zweiten  natürUchen  Continunm  gut  dann  offenbar  ein  ganz  ähnHcher 
Satz.  Jeder  irreducibele  algebraische  Complex,  mit  alleiniger  Ausnahme  des 
Complexes  Ä  =  0,  wird  dargestellt  durch  eine  Gleichung  W{S,^j^;  32^*)  =  *^ 
deren  linke  Seite,  eine  ganze  und  rationale  Function,  nicht  durch  S  theilbar  ist, 
und  ihre  Form  nicht  äi^ert  bei  den  auf  S.  270  angegebenen  Substitutionen.  Vgl. 
Leipz.  Ber.  1891,  S.  338—403,  insbesondere  §  8,  wo  ein  vollkommen  analoger  Satz 
aufgestellt  wird. 
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sich  die  oo'  eigentlichen  Complexstrahlen  auf  oo^  Parallelenbündel 
yertheilen.  Die  umfassendste  Annahme ,  die  man  —  bei  einem  irre- 
dncibelen  Gomplex  —  machen  kann,  ist  dann  die^  dass  in  einem 
Parallelenbündel  allgemeiner  Lage  A  yerschiedene  irreducibele  Cylinder 
eines  und  desselben  Grades  v^  vorhanden  sind^  die  dem  Complex  an- 
gehören, und  deren  jeder  mit  jedem  dadurch  vertauscht  werden  kann, 
dass  man  das  Parallenbündel  (3£i :  X,  :  SEg);  oder  den  ihm  zugeordneten 
unendlich  fernen  Punkt,  einen  geeignet  gewählten  geschlossenen  Weg 
durchlaufen  lasst. 

Ein  Cylinder  von  gegebener  Richtung  der  Erzeugenden  und  vom 
Grade  v  kann  nun,  wie  unschwer  zu  erkennen,  stets  —  in  mannig- 
facher Weise  —  dargestellt  werden  durch  die  Zusammenstellung  der 
Gleichung  (8)  mit  einer  (nicht  homogenen)  Gleichung  zwischen 
3£u,  3E2S;  3^53,  die  in  diesen  Grössen  ganz  und  rational  ist,  und  bis  zum 
Grade  v  ansteigt.  Eine  Gleichung  dieser  Art  vom  Grade  1/  =  A  •  i/;i 
muss  sich  also  durch  Elimination  der  Parameter  aus  der  angenomme- 
nen Parameterstellung  des  Gomplexes  herleiten  lassen,  und  zwar  eine 
solche  mit  Coefficienten,  die  rational  von  3£^,  3^2)  £3  abhängen.  Denn  der 
zu  einer  Richtung  allgemeiner  Lage  dc^  :  dir^ :  dc^  gehörige  Cylinder  ist 
durch  diese  Richtung  zugleich  algebraisch  und  eindeutig  bestimmt. 
Diese  Gleichung  kann  man  dann  auf  die  Form  ^(X^t;  ^ik)  =  ^ 
bringen,  wo  W  eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  ihrer 
Argumente  ist.  Ueberdies  darf  angenommen  werden,  dass  W  nicht 
für  alle  Werthe  der  Veränderlichen  verschwindet,  die  einer  Gleichung 
der  Form  ^i(3£i,  X,,  X,)  =  0  genügen;  denn  dann  würde  nach  dem 
Noether'schen  Fundamen talsatz*)  W  die  Form  W^- W^  +  (di\g)'  ^g 
haben,  und  man  könnte  die  Gleichung  ^=0  durch  die  einfachere 
W^  =  0  ersetzen.  Schliesst  man  diesen  Fall  aus,  so  stellt  die  Gleichung 
9^=  0  den  vorgelegten  Complex  rein  dar**).  Hiermit  ist  der  be- 
hauptete Satz  bewiesen. 

Wir  behaupten  nun  weiter ,  dass  die  einen  (irredticibelen  oder  redu- 
cibden)  algebraischen  Strahlencomplex  darstellende  Gleichung  9  =  0  in 
eine  (bis  auf  einen  wiUMrlich  bleibenden  constanten  Fa,ctor  von  W) 
völlig  bestimmte  Form  (Normalform)  gesetzt  werden  kann. 

Wegen  der  Homogeneität  der  Function  W  lässt  sich  diese,  unter 
Anwendung  des  von  uns  benutzten  Systems  von  Bezeichnungen  abkür- 
zend, oder,  wie  man  sagt,  symbolisch,  so  schreiben 


*)  Vgl.  die  Anmerkung  auf  Seite  281. 
^*)   Einen  weiteren    auf  anderer  Grandlage  ruhenden  Beweis  erbringen  wir 
später.  (§  28.) 

18* 
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(33)  a'^JiCatlX)"-»^!!)*    (2i'<»»). 

0 

Dabei  ist  festzusetzen^  dass  jedesmal  die  Producte  (m  —  2ky^  Grades 
der  Grössen  Ä^j,  H^j,  Ä^j  multiplicirt  mit  den  Produkten  k^^  Grades 
der  Grössen  ^^^^  ^^^y  ^ki  ^^^^^  irgend  welche  Zahlenwerthe  ersetzt 
werden  sollen ^  die  indessen  so  gewählt  sein  müssen^  dass  W  weder 
identisch  verschwindet^  noch  durch  (X  |  X)  theilbar  wird.  Jedes  einem 
bestimmten  Werthe  von  k  entsprechende  Glied  der  Summe  (33)  um- 
fasst  dann  alle  die  Terme^  die  in  den  Coordinaten  SBn,  SEjs;  ^u  eben 
den  Grad  k  haben.  Auf  solche  Weise  erhalt  man,  da  die  Ver- 
änderlichen durch  die  Identität  (S)  verbunden  sind,  noch  jeden  Com- 
plex  9^  =s  0  unendlich  oft.  Die  Darstellung  dieses  Gomplexes  durch 
eine  Gleichung  5**=  0  wird  jedoch,  wie  aus  der  Theorie  der  temären 
Formen  bekannt,  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  jedes  Glied  als  soge- 
nannte temäre  Normcdforni  wählt,  so  nämlich,  dass  der  Differentiations- 
process 

~r  ;iT   ;jT       I     ;i 


auf  dieses  Glied  angewendet,  identisch  Null  liefert*). 

Da  solche  Glieder,  die  zu  verschieden  Werthen  von  k  gehören, 
offenbar  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  so  hängt  demnach  die 
linke  Seite  der  Gleichung  W^^O  linear  und  homogen  von  sovielen 
Gonstanten  ab,  als  alle  diese  Normalformen  zusammen  Constante  haben, 
also  von 

Constanten.  — 

Die  Individuen  der  gefundenen  „linearen^  Mannigfaltigkeit  von 
Strahlencomplexen  werden  durch  die  radialen  CoUineationen  in  gewisaer 
Weise  unter  einander  vertauscht.  Es  lassen  sich  aber  überdies  oZf^ 
linea/ren  Manigfaltigkeiten  von  Strahlencomplexen  erschöpfend  angeben, 
denen  diese  Eigenschaft  zukommt. 

Schränkt  man  nämlich  die  Transformationen  der  betrachteten 
Gruppe  zunächst  dadurch  ein,  dass  man  alle  Constanten  a^^  (S.  237) 
gleich  Null  setzt,  so  erkennt  man^  dass  in  einer  solchen  Mannigfalt^- 
keit  mit  irgend  einem  zu  einem  bestimmten  Werthepaar  v,  m  gehörigen 
Complez  zugleich  auch  alle  übrigen  vorhanden  sein  müssen.     Denn  es 


*)  S.  des  Verfassers  ,^ethoden  zur  Theorie  der  temären  Formen^,  Leipdg, 
18S9,  II,  §  3.    Vgl.  auch  §  11. 


III,  §  27.    Der  Strahlenraum  als  Continuum.  277 

ist  aus  der  Theorie  der  ternären  Formen  bekannt^  dass  die  lineare 
Mannigfaltigkeit  aller  Normalformen  mit  den  Ordnungzahlen  (m — 2vyv) 
keine  kleinere  gegenüber  linearen  Transformationen  invariante  ebenfalls 
lineare  Mannigfaltigkeit  enthält*).  Uebt  man  nachher  eine  allgemeinere 
radiale  Gollineation  aus^  so  treten,  wie  die  Gleichung  (19)  erkennen 
lässt,  Normalformen  auf ^  die  irgend  welchen  Werthen  Jc<Cv  ent- 
sprechen. Durch  Wiederholung  derselben  Schlussweise  folgt  dann, 
dass  auch  diese  Normalformen  sämmÜich  in  der  betrachteten  Mannig- 
faltigkeit vorkommen  müssen.  Die  fraglichen  linearen  Mannigfaltig- 
keiten werden  also  sämmtlich  gefunden,  wenn  man,  bei  gegebenem 
Werthe  der  Zahl  m,  die  Reihe  (33)  nicht  gerade  bis  zum  höchsten 
zulässigen  Werth  von  v  festsetzt,  sondern  schon  vorher,  also  bei  irgend 

einem  Werthe  v  ^-^7  abbricht. 

Der  hiermit  bewiesene  Satz  lasst  sich,  wenn  wir  ft  für  die  Zahl 
m  —  V  schreiben,  noch  etwas  vervollständigt,  so  aussprechen: 

ÄUe  Mannigfaltigkeiten  von  algehraischen  StraJUencomplexen,  die  bei 
beliebigen  radialen  (oder  auch  schon  dualen)  CoUineationen  in  Ruhe 
bleiben  und  zugleich  durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Constanten 
der  ComjUexgleicJiung  V^  0  dargestellt  werden  können,  lassen  sich  dwrch, 
die  Werthe  zweier  ganzer  2kMen  fi,  v  cha/rakterisiren,  die  der  Ungleichung 
II — v^O  genügen. 

Die  in  einer  solchen  linearen  Mannigfaltigkeit  enthaltenen  Complexe 
hängen  von 

(34)  N..^  =  ('V)('V)        (/*^-^0,^>0) 
homogen  und  linear  cmftretenden  Constanten  auf  folgende  Weise  ab : 

V 

(35)  5^..  =  2(«*I^'^'""(?JD*- 

0 

Die  einzelnen  Glieder  dieser  Summe  enthalten  je 

^  (^  +  V  _  2Ä  +  1 )  (Ä  +  1)  (fi  +  1/  -  Ä  +  2) 

linear-unabhängige  Constante.    Sie  genügen  identisch  den  Gleichungen 

(36)  («, I  $;0 («tl  X>'+''-"-^  (¥,  1 3E)»-^  =  0.  - 

Auf  die   Frage   nach  der    geometrischen   Bedeutung   der   Zahlen 


*)  Vgl.  die  soeben  citirte  Schrift,  wo  der  Satz  allerdings  nicht  ausdrücklich 
formidirt  ist. 
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II  y  Vj  die  zusammen  in  der  Geometrie  der  radial  projectiven  Transfor- 
mationen eine  ähnliche  Bedeutung  haben,  wie  der  Crrad  eines  Linien- 
complexes  in  der  Plücker'schen  Liniengeometrie,  werden  wir  erst  später 
eingehen  können. 

Äbiildungen  der  Strahlenmannigfaltigkeit  auf 
PunJctmannigfaltigkeiten  M^. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Lösung  der  vorhin  gestellten  Aufgabe 
(S.  272). 

Die  homogenen  Coordinaten  a;^  (i  =  1,  2, . . . ,  J/}  eines  Punktes  der 
zu  suchenden  M^  sollen  ganze  rationale  und  homogene  Functionen  der 
Strahlencoordinaten  X^^^  ^kk  zweiter  Art  sein.  L-gend  eine  ebene 
Mannigfaltigkeit  (w^)  N — 1*®'  Stufe  oder  JT — 2*"  Dimension  des  Gebietes 
N^'  Stufe  wird  dann  aus  der  M^  eine  Mj  ausschneiden,  der  im  ersten 
natürlichen  Continuum  ein  algebraischer  Gomplex  entspricht.  Es  darf 
angenommen  werden,  dass  gerade  N  dieser  Complexe  linear-unabhängig 
sind,  und  dass  sie  keinen  gemeinsamen  Bestandtheil  enthalten,  der  selbst  ein 
Complex  wäre.  Sind  nämlich  weniger  als  j^ unter  ihnen  linear-unabhängig, 
so  kann  man,  ohne  M^  zu  ändern,  die  Zahl  der  Coordinaten,  also  den 
Werth  von  N  verringern.  Haben  sie  einen  gemeinsamen  Bestandtheil, 
so  können  die  Functionen  w,.,  wie  nachgewiesen,  von  Producten  der 
Form  Wq  •  W^  nur  um  Vielfache  der  linken  Seite  von  (8)  sich  unter- 
scheiden; wir  können  dann  einfacher  setzen  u^=  W^. 

Alle  genannten  Complexe  müssen  nun  eine  gegenüber  dualen 
Collineationen  invariante,  und  im  zuvor  erklärten  Sinnn  lineare  Mannig- 
faltigkeit bilden.  Diese  Mannigfaltigkeiten  von  Complexen  aber  haben 
wir  erschöpfend  bestimmt.  Es  folgt  also,  dass  die  Zahl  JV  die  Form 
(34)  hat,  wobei  nur  der  Fall  v  =  0  ausgeschlossen  werden  muss,  und 
dass  die  gesuchten  M4  sämmtlich  gefunden  werden,  wenn  man  für  die 
Punktcoordinaten  x^  ein  vollständiges  System  zu  gegebenen  Werthen 
von  ft,  V  gehöriger  linear  unabhängiger  Producte  der  Coordinaten 
zweiter  Art  setzt.  Weiter  ergiebt  sich  sofort,  dass  durch  diese  Ab- 
bildung des  Continuums  der  eigentlichen  Strahlen  auf  einen  Punktraum 
nicht  nur  die  Gruppe  G^^,  sondern  auch  die  Gruppe  G^^  der  ra^aJen 
Projectivitäten  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  wird.  Endlich 
lässt  sich  auch  zeigen,  was  wir  indessen  hier  nicht  imher  ausffihren 
können,  dass  irgend  eine  der  gefundenen  M^  weitere  projective  Trans- 
formationen nicht  zulässt. 

Die  Mannigfaltigkeiten  M4  der  verlangten  Art  sind  von  gweierlei 
Beschaffenheit     Die  der  Annahme  ft  =  v  entsprechenden  sind  sämmäich 


f 
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eindeutig  und  durcha/us- stetig  abgebildet  auf  das  erste  ttatürliclie  Strahlen- 
continuum.  Die  der  Annahme  (i^  v  entsprecfienden  sind  eindeutig  und 
durchattö' stetig  abgebildet  auf  das  zweite  natürlicfie  Strahlencontinumn, 

m 

Der  erste  Theil  des  Satzes  ist  evident. 

Die  zugehörigen  M^  tragen  jede  eine  invariante  M^,  eine  sogenannte 
rationale  NormcUfläche,  die  birational  abgebildet  ist  auf  das  temäre 
Gebiet  der  Punktstrahlen,  und  die  in  einem  ebenen  Gebiete  der  Stufe 

(*' 2    J  liegt,  dessen  Punkte  durch  eine  zu  G^^  meroedrisch- isomorphe 

Gruppe  vertaucht  werden,  nämlich  ebenso,  wie  die  ebenen  Curven  i/**' 
Classe  durch  die  Collineationen  der  Ebene.  Das  einfachste  Beispiel 
der  Art  (/i  =  v  =  1,  ^=9)  haben  wir  bereits  angeführt.  Die  in- 
variante Mg  (Xj  =  3^2  =  Xj  ==  0)  ist  in  diesem  Falle  eine  Ebene. 

Ist  ft  >  V,  so  giebt  es  auf  der  M4  Punkte,  die  sich  der  Darstellung 
durch  die  Grössen  X^,  X^^  zunächst  entziehen.  Sie  werden  leicht  gefun- 
den durch  einen  Grenzübei^ang: 

Xi  =  Ä-X,,  Xu  =  X,,       (limÄ  =  0). 

Auf  diese  Weise  kommt  man  aber  von  eigentlichen  Strahlen  zu  Grenz- 
strahlen: Die  fraglichen  Punkte  bilden  eine  M3;  einen  sogenannten 
Normälraum,  der  eindeutig  abgebildet  ist  auf  die  Linienelemente  einer 
Ebene.  (Vgl.  S.  268.)  Diese  Punkte  werden  dargestellt  durch  zwei  ge- 
trennte Systeme  von  je  drei  Verhältnissgrösseu,  die  durch  eine  Glei- 
chung der  Form  (21)  verbunden,  im  Uebrigen  aber  von  einander  un- 
abhängig sind.     Die  Mj  verläuft  in  einem  ebenen  Gebiete  der  Stufe 

i(^-i;  +  l)(v  +  l)(^  +  2); 

die  Punkte  dieses  Gebietes  werden  gerade  so  unter  einander  vertauscht^ 
wie  in  der  ebenen  Geometrie  die  Normalconnexe,  deren  Gleichungen 
in  Liniencoordinaten  den  Grad  r,  in  Punktcoordinaten  den  Grad  (i  —  v 
haben,  durch  die  Gruppe  aller  temären  Collineationen. 

Das  einfachste  hierher  gehörige  Beispiel  (.u  =  2,  v  =  1,  ^=18) 
haben  wir  ebenfalls  schon  angeführt.     (S.  272.) 

Wir  gehen  auf  die  Theorie  der  Punktmannigfaltigkeiten  M.^  vor- 
läufig nicht  weiter  ein.  Sie  haben  den  Zweck  erfüllt,  um  dessent- 
willen  wir  sie  betrachtet  haben.  Es  ist  nachgewiesen,  dass  die  radial- 
prajective  Geometrie  im  ersten  und  zweiten  noMirlichen  Strahlencontimmm 
sich  deckt  mit  der  prcjectiven  Geometrie  auf  gewissen  Punktmanigfaltig- 
keiten,  und  namentlich^  dass  die  erörterten  beiden  Erweiterungen  des  nicht 
abgescJdossenen  Cantinuums  der  eigentlichen  Strahlen  nicfU  wiUJiürlich,  son- 
dern die  einzigen  Lösungen  eines  prädse  formulirten  Problems  sind. 


j^^-MtuoD  als  Continaniii. 

.  uK   iclsrer«  Einsicht   in   die  priocipielle 

^  ..ifwt  erlangt,  ab  der  Erfolg  in  der  An- 

:_     ormöchte.    Denn  dann  wQrde  die  Frage 

laeibe  oder   auch    ein   hesserer  Erfolg  auch 

.aKtt  werden  kann,  als  die,  die  wir  benntzen 

,    ker^n   wir   indessen    von   dem    Vorgetragaieti 

.,ji  wir  den   Beweis  der  anf  S.  257   formnlirien 

.^;j.     Wir  wollen  zunächst  hervorheben: 

.  -irie  StraMencontimMm  geht  aus  dem  zweiten  durdi 

.    ..tifHiralembegriffs  hervor,  indem  solche  GremstraMen 

.  !    atttrschieäen  werden,  deren  zugehörige  lÄnienäemenie 

...    Hihalten. 

,v^'>t<  als  Seitenstück  die  weitere  Bemerkang: 

Httmmm  der  lAnienkreusff'  geht  aus  dem  zweiten  natür- 

.  ..mvMÜnuum   ebenfalls  durch  Einführung  eines  Äequivalem- 

..„1 .   tcenn  nämlich  solche   Grenssstraiüen  nicht   txm   einander 

■  >*   uvrden,    deren   zugehörige   lAnienelemente   diesdhe    Gerade 

tH'weiae  des  erwähnten  Satzes,  der  offenbar  einen  tiefgeben- 
ichied  zwischen  den  beiden  letzten  in  der  Form  ao  ähnlichen 
labegrifTen  begründet,  machen  wir  nun  die  hypothetische  An- 
gebe eine  Punktmannigfaltigkeit  M^',  die  durch  eine  analjr- 
>ildung  eindeutig  umkehrbar  nnd  durchaus  stetig  auf  das 
I  der  Linienkreuze  bezogen  ist,  und  diese  Eigenschaft  auch 
bel^t,  wenn  man  den  in  Betracht  kommenden  Yeränder- 
i})2ere  Werthe  beilegt. 

im  projectiven  Punktcontinuum  eines  Raumes  R^  verlaufende 
igkeit  muss  nun  zunächst  algebraisch  und  insbesondere 
lin.  Die  Coordinaten  ^r^  eines  Punktes  allgemeiner  Lage  von 
n  ganze  rationale  und  homogene  Functionen  der  Grössen 
iin.  M^'  entsteht  also,  nach  der  Ausdrucksweise  der  Geo- 
rdi  Protection  aus  einer  der  erklärten  Mannigfaltigkeiten  M^, 
natürlich  aus  einer  solchen  des  zweiten  Typus,  mit  invarianter 
rend  bei  dem  Projectionsprocess  M^  seine  Dimensionenzahl 
ändern  darf,  soll  M,  in  eine  Flache  M,'  zusammengezogen 
e  eindeutig-umkehrbar  und  stetig  auf  die  <x>*  uneigentlichen 
ezogen,  und  daher  entweder  mit  einer  der  besprochenen  Nor- 
Mj  identisch  oder  eine  geebnete  Projection  einer  solchen 
Da  nun  der  Uebergang  von  eigentlichen  zu  uneigentlicben 
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Strahlen  durch  die  Substitution  dc^=!S'3c^  (lim  13=0)  bewirkt  werden 
kann,  so  müssen  die  Glieder  niedersten  Grades  in  den  X^  (und  höchsten 
Grades  in  den  dc^j^  in  den  Ausdrücken  x^  gerade  die  Goordinaten  der 
Punkte  von  M^'  liefern.  Diese  Glieder  sind  also  Producte  der  Grössen 
Xj,  dCrj^y  die  alle  in  eine  und  dieselbe  homogene  Function  0{di]^^)  mul- 
tiplicirt  sind.  Das  noch  in  hohem  Grade  willkürliche  System  der  Goor- 
dinaten x^  lässt  sich  dann  immer  so  wählen,  dass  eine  gewisse  An- 
zahl*) von  ihnen  nur  solche  Glieder  enthalten,  und  also  0  als  Factor 
haben,  während  alle  übrigen  die  Grössen  X;^  in  einem  höheren  Grade 
enthalten. 

Es  bezeichne  jetzt  0^  einen  irreducibelen  Theiler  von  O.  Dann 
lässt  sich  einsehen,  dass  die  Goordinaten  der  zweiten  unter  den  ge< 
nannten  Gruppen  nicht  sämmtlich  verschwinden,  wenn  man  0^  gleich 
Null  setzt,  es  sei  denn,  dass  sämmüiclie  Goordinaten  durch  0^  theilbar 
sind.  In  der  That  müssen,  wenn  die  Gleichung  0^  ^  0  das  Verschwin- 
den sammtlicher  Goordinaten  x^  nach  sich  zieht,  diese  als  Functionen 
der  Grössen  X^^  betrachtet,  nach  dem  Noether 'sehen  Fundamental- 
satze über  ebene  Gurven**)  in  die  Form  -4,.- (X|  3f) -(- JB.  •  O^  gesetzt 
werden  können.  Da  die  Glieder  mit  Factoren  (X|X)  weggelassen 
werden  dürfen,  so  können  sämmtliche  Goordinaten  um  den  Factor  0^ 
gekürzt  werden,  und  es  kann  also  der  Maximalgrad  der  Grössen  x^  in 
Bezug  auf  Hj^j^  heruntergedrückt  werden.  Da  nachher  wieder  die  gleiche 
Ai^pimentation  anwendbar  ist,  so  darf  man,  unbeschadet  der  Allgemein- 
heit, diese  Möglichkeit  ausschiiessen. 

Nunmehr  führen  wir  zwei  verschiedene  Grenzübergänge  zu  dem- 
selben, übrigens  beliebigen,  uneigentlichen  Strahl  aus:  Einen  so,  dass 
während  des  ganzen  Processes  0=f=O  bleibt,  den  anderen  so,  dass 
bereits  vor  Uebergang  zur  Grenze  0^  =  0  abgenommen  wird,  die  von 
dem  Factor  0^  freien  Goordinaten  x^  aber  auch  in  der  Grenze  nicht 
sämmtlich  verschwinden  (was  unter  Umständen  complexe  Veränderlich- 
keit der  Grössen  Xj^,  X;^^  voraussetzt).  Dann  erhalten  wir  noth wendig 
zwei  verschiedene  Grenzlagen  für  die  Bilder  des  veränderlichen  Strahls, 
gegen  die  Voraussetzung,  dass  die  Abbildung  stetig  sei.  Die  hypothe- 
tisch angenommene  Abbildung  existirt  also  nicht***). 


*)  Nämlich  die  Stufenzahl  des  projectiven  Panktcontinuums  kleinster  Stufe 
(oder  Dimension),  in  dem  die  Fläche  M,'  liegt. 

••)  Brill  und  Noether,  Algebraische  Functionen.    Jahresbericht  der  Deut- 
schen Mathematiker-Vereinigung  lU  (1893),  Nr.  58,  54. 

^*)  Der  Leser  möge  sich  deutlich  machen,  warum  beim  ersten  natürlichen 
Continuum  ein  ähnlicher  Schluss  nicht  möglich  ist. 


y 
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Die  Erweiterung  eines  zunächst  nicht  abgeschlossenen  algebraischen 
Continuums  zu  einem  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Gruppe  birationaler 
Transformationen  y^türlichen  Contmuum"  ist  von  Geometem  schon  in 
einigen  FftUen  ausgeführt  worden.  (Punktcontinua  der  projectiven  und  In- 
yersionsgeometrie ,  Eugelcontinuum  der  Inversionsgeometrie,  Plücker'sches 
Liniencontinuum  und  andere  aus  der  projectiven  Geometrie  abgeleitete  Con- 
tinua.)  Man  hat  aber  nicht  mit  Bewusstsein  einen  derartigen  Begriff  ge- 
bildet, und  man  hat  kein  bestimmtes  Problem  formulirt. 

Zahlreiche  Aufgaben  ähnlich  der  unsrigen  entspringen  der  Theorie  der 
Gruppen  birationaler  Transformationen,  und  bei  einer  Anzahl  von  wichtigen 
stark-transitiven  Gruppen  lässt  sich  die  vollständige  Lösung  auch  auf  eine 
ähnliche  Art  bewirken*).  So  zeigt  die  angewendete  Methode  u.  A.,  dass 
das  üücker^sche  Liniencontinuum  stetig  abbildbar  ist  auf  gewisse  M^,  mit 
projectiver  G^,  die  in  Gebieten  der  Stufen  ^2  («  +  l)  (w  +  2)*(« -j- 3) 
verlaufen  und  auch  nur  „im  Allgemeinen'^  eindeutig  auf  Jceine  anderen 
M4  derart  —  dass  also  das  Plückersche  Continuum  einzig  ist,  was  firei- 
lich  kaum  eines  besonderen  Beweises  bedarf.  Der  Gegenstand  ist  von  viel 
einfacherer  Natur,  als  der  hier  behandelte. 

Auch  in  der  Geometrie  der  hyperbolischen  und  elliptischen  dual-pro- 
jectiven  und  antiprojectiven  Transformationen  (S.  231,  Anmerkung)  liegen 
sehr  viel  einfachere  Verhältnisse  vor,  als  die  von  uns  betrachteten. 

Die  Figuren,  die  an  Stelle  unserer  Figur  des  Strahls  treten  müssen, 
bilden  hier  von  vom  herein  ein  abgeschlossenes  Continuimi,  abbüdbar  auf  M4 
mit  projectiver  halb -einfacher  Gruppe  (r^^,    die  ebenfalls   in  Gebieten    der 

Stufen    (    'T    j(   "T    j   —   (f*)V>0)  —  liegen  (und  von  denen  im  ellij)- 

tischen  Falle  ausschliesslich  die  der  Annahme  ft  ==  v  entsprechenden  reelle 
Abbildungen  liefern  können).  Die  zugehörigen  projectiven  Gruppen  sind 
zu  sich  selbst  correlativ;  invariante  Mannigfaltigkeiten  niederer  Dimension 
(analog   Mj,  Mj)  existiren  nicht. 

Aehnliche  Verhältnisse,  wie  die  im  Texte  geschilderten,  bietet  übrigens 
schon  eine  nach  anderer  Eichtung  wohlbekannte  Figur  dar.  Die  spedeüe 
Liniencongruenz  1.0.  1.  OL,  die  mit  zusammenfallenden  Brennlinien,  gestattet 
bekanntlich  eine  projective  Gruppe  ^7,  mit  invarianter  g^  (und  g^y  g^. 
Die  projectiven  Coordinaten  der  Punkte,  die  auf  einer  „eigentlichen",  näm- 
lich von  der  Brennlinie  verschiedenen  Geraden  der  Congruenz  liegen,  können 
als  überzählige  Coordinaten  der  Greraden  selbst  betrachtet  werden;  die 
Punkte  des  Baumes  definiren  daher  (ebenso  wie  auch  die  Ebenen)  eine  Art 
von  Strahlencontinuum,  mit  Eigenschaften,  die  in  hohem  Grade  irregulär 
sind.  Femer  giebt  es  zwei  verschiedene  Classen  von  Mannigfaltigkeiten 
Mg,  mit  projectiver  Gruppe  ^7,  deren  Punkte  allgemeiner  Lage  den  eigent- 
lichen Gongruenzlinien  stetig  entsprechen.  Die  der  ersten  Classe  liegen 
in  Gebieten  der  Stufen  (v  -(-  l)*;  die  zugehörigen  g^  lassen  je  einen 
Punkt  auf  M,  in  Ruhe.  Der  einfachste  Repräsentant  dieser  Classe  ist  der 
irreducibele  Kegel  2.  Ordnung  im   dreifach   ausgedehnten   Räume.      Die   M« 


*)  Ein  Beispiel  hat  der  Verfasser  ausführlich  behandelt,  Leipz.  Her.  1801, 
S.  338—403  (Natiirliche  Continua  von  Elementen  2.  Ordnung).  Vgl.  dort  auch 
die  Anmerkung  auf  S.  380. 
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der  zweiten  Classe  liegen  in  Gebieten  der  Stufen  (ft  -|-  l)  (v  -|-  1) 
(f^  >*  V  !>  0);  die  zugehörigen  g^  lassen  je  eine  rationale  Cmre  auf  M^ 
in  Ruhe. 

Die  M2  der  ersten  Classe  sind  eindeutig  und  stetig  abgebildet  auf  das 
Continnum  der  Congruenzlinien,  wenn  man  dieses,  wie  üblich,  durch  die 
Brennlinie  erweitert.  Die  Mj  der  zweiten  Classe  definiren  ebenso  ein  weiteres 
natürliches  Conünuum,  bei  dem  statt  der  Brennlinie  (X^  ,,6renzlinien^  den 
eigentlichen  Congruenzlinien  hinzuzufügen  sind.  Diese  (der  gewöhnlichen 
projectiven  Geonietrie  fremden)  Grenzlinien  entsprechen  eindeutig  den  cx)^ 
ebenen  Büscheln  in  der  Congruenz.  —  Die  Analogie  zu  den  beiden  natür- 
lichen Strahlencontinuis  des  Textes  ist  augenscheinlich:  Man  hat  die  beiden 
ersten  Glieder  einer  imbegrenzten  Beihe  algebraisch-geometrischer  Theorieen 
vor  sich. 

Mit  diesen  fragmentarischen  Andeutungen  müssen  wir  uns  begnügen, 
da  die  zuletzt  besprochenen  Gegenstände  unseren  eigentlichen  Aufgaben  im 
Ganzen  zu  ferne  liegen*). 


§  28. 
Imaginäre  Strahlen. 

Im  reellen  Gebiete  braucht^  wie  wir  gesehen  haben^  ein  Unter- 
schied zwischen  den  Begriffen  der  Geraden  und  des  Strahls  selbst  nicht 
angenommen  zu  werden^  wenn  man  die  Strahlenmannigfaltigkeit  als 
abgeschlossenes  Gontinuum  auffassen  wiU^  in  dem  die  radial-projectiven 
Transformationen  wohldefinirt  und  stetig  sind:  Die  (einzeln  betrachte- 
ten) reellen  Strahlen  des  irregulären  Continuums  sind  von  den  reellen 
Geraden  des  Plücker'schen  Liniencontinuums  von  vom  herein  nicht 
verschieden,  und  bei  Ersetzung  dieses  Continuums  durch  das  erste 
natürliche  braucht  ein  Unterschied  wenigstens  nicht  nothwendig  an- 
genommen zu  werden.  (S.  265.)  Beim  zweiten  natürlichen  Strahlen- 
continunm  besteht  eine  gleiche  Identität  wenigstens  noch  bei  den  Be- 
griffen der  eigentlichen  Geraden  und  des  eigentlichen  Strahls.  Führen 
wir  dagegen  nunmehr  imaginäre  Gerade  und  imaginäre  Strahlen  ein, 
so  zeigt  sich  sogleich,  dass  eine  Identität  beider  Begriffe  in  viel 
geringerem  Umfange  stattfindet.  Es  wird  daher  das  gegenseitige  Yer- 
hältniss  dieser  Begriffsbildungen  einer  Erörterung  bedürfen,  wenn  nicht 
die  Gefahr  entstehen  soll,  dass  Sätze  der  Plücker'schen  Liniengeometrie 
in  unzulässiger  Weise  auf  unsere  Strahlengeometrie  übertragen  werden. 

Wir  er^nzen  zunächst  die  auf  S.  200  angegebenen  Definitionen 
dahin,  dass  wir  für  Gewinde-,  Linien-  oder  Strahlencoordinaten  nun- 
mehr allgemein  complexe  Werthe  zulassen.    Wir  reden  dem  entsprechend 


*)  Man  "vergleiche  indesaen  noch  §  28  (Schlussbemerkung)  und  §  30,  wo  die 
besprochenen  Analogieen  aus  einem  anderen  Gesichtspunkt  betrachtet  werden. 
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von  einem  imaginären  Gewinde^  einer  imaginären  Geraden  oder  einem 
imaginären  Strahl^  femer  von  dem  auf  diese  Weise  erweiterten  Gewinde- 
continuum^  dem  erweiterten  Plücker'schen  Liniencontinuum^  den  erwei- 
terten Strahlehcontinuis.  Von  zwei  Systemen  complex-dualer  Grossen 
X^y  X/  sagen  wir^  dass  sie  denselben  Strahl  darstellen,  wenn  das  eine 
aus  dem  anderen  durch  Multiplication  mit  einem  comptex-dusleji  Factor 
6  '\-  te  {6=^0)  abgeleitet  werden  kann.  Entsprecheud  erweitem  wir 
den  Begriff  der  radialen  und  dualen  Projectivitäten.  Dann  gilt  offen- 
bar der  Satz: 

In  jedem  der  erklärten  Continua  von  reellen  und  imaginären  StraMen 
sind  die  radialen  CoUineationen  Oberäll  woMdefinirt,  eindeutig  und  stetig. 

Drücken  wir  alle  diese  Transformationen  in  Plücker'schen  Linien- 
coordinaten  aus^  und  benutzen  wir  den  zum  Plücker'schen  Liniencon- 
tinuum  gehörigen  Stetigkeitsbegriff,  so  haben  sie  die  genannten  Eigen- 
schaften nicM.  Es  treten  Stellen  der  Unbestimmtheit  auf,  und  ein  Gleiches 
findet  statt,  wenn  man  umgekehrt  die  gewöhnlichen  GoUineationen  ab 
Transformationen  in  einem  der  Strahlencontinua  betrachtet. 

Es  giebt  im  inuiginären  Gebiete  eigentliche  Strahlen,  die  nicht  zu- 
gleich als  imaginäre  gerade  Linien  angesehen  werden  können. 

Wenn  nämlich  die  scalaren  Bestandtheile  Xq«  der  dualen  Verhält- 
nissgrössen  X^  nicht  sämmtlich  verschwinden,  aber  der  Gleichung 

(1)  (3e|X)  =  v  +  V  +  v  =  o 

genügen,  und  wenn  zugleich 

(2)  ^  (XX)  =  Xoi  SEg,  +  ^oi^i  +  3^8  3^2  +  ^ 

ist,  so  behält  das  System  der  Grössen  X^^^  diese  seine  Eigenschaften 
bei,  wenn  man  den  dualen  Verbindungen  X^  einen  Factor  <y-(-ir£  hin 
zufügt,  dessen  scalarer  Bestandtheil  6  nicht  yerschwindei     Man  kann 
also  durch  diesen  Process  jetzt  nicht  mehr  Plücker'sche  Liniencoordi- 
naten  gewinnen. 

Wenn  dagegen  neben  der  Gleichung  (1)  die  Gleichung 

(3)  -J.  (XX)  =  XoiSEgj  -+-  XojXji  +  XosXig  =  0 

besteht,  so  liefert  uns  der  nämliche  Process  die  Coordinaten  von  oc^ 
verschiedenen  eigentlichen  geraden  Linien,  sogenannten  MinimalgeradeH, 
Diese  liegen  sämmtlich  in  einem  Parallelenbüschel,  dessen  Scheitel 
dem  absoluten  Kegelschnitt  angehört,  und  dessen  Ebene  diesen  Kegel- 
schnitt berührt. 

Es  giebt  also  im  imaginären  Gebiete  zweitens  eigentliche  StraUen, 
deren  Coordinaten  (erster  Art)  zwar  als  Plücker'sche  Coordinaten  gerader 
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Linien,  aber  nicht  als  Coordinaten  bestimmter  gerader  Lamers  a/ngesehen 
werden  "können.  — 

Wir  unterstunden  nun  diese  beiden  Arten  imaginärer  Strahlen 
genauer,  indem  wir  zugleich  zeigen,  wie  man  von  der  Plücker'schen 
lAniengeometrie  aus  unmittelbar  zu  ihnen  kommen  kann. 

Wir  glaaben  durch  diese  Anknüpfung  an  geläufige  Vorstellungen 
einmal  das  Verstandniss  der  radial-projectiven  Geometrie  selbst  zu 
erleichtern;  dann  aber  wünschen  wir  auch  spätere  Betrachtungen  vor- 
zubereiten ^  in  denen  beide  Systeme  von  Begriffsbildungen  neben  ein- 
ander zu  verwenden  sein  werden. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Systeme  dualer  Grossen  X^ :  X^ :  X, 
und  U^  :  U2 :  U^'     Diese  sollen  durch  die  synektische  Gleichung 

(4)  (UX)  =  (U|X)  +  (U3e)6  =  0 

verbunden  sein.  Es  möge  femer  das  System  der  Grössen  X^  als  bestimmt 
gegeben  betrachtet  werden  ^  während  das  System  der  Grössen  U^  der- 
art veränderlich  sein  soU^  dass  die  Plücker'sche  Relation  ^(UU)  =  0 
besteht.  Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  die  Gleichung  oder  das 
Gleichungspaar  (4)  immer  eine  geometrische^  oder  —  da  es  sich  um 
imaginäre  Figuren  handelt  —  quasi-geometrische  *)  Bedeutung  in  der 
Plücker'schen  Liniengeometrie.  — 

Sei  zuerst  (3£  |  X)  =4=  0,  so  bedeutet  die  Gleichung  (U3£)  =  0,  dass 
die  Gerade  U  Leitlinie  ist  eines  Gewindes  mit  den  Coordinaten  X^j^; 
sie  stellt  also  im  üblichen  Sinne  dieses  Gewinde  dar.  Der  Nullpunkt 
der  unendlich  fernen  Ebene  in  Bezug  auf  das  zugehörige  Nullsystem 
liegt  nicht  auf  dem  absoluten  Kegelschnitt^  und  es  gehören  daher  zwei 
verschiedene  Tangenten  dieser  Curve  dem  Gewinde  an.  Die  duale 
Gleichung  (4)  sagt  nun  aus,  dass  die  Leitlinie  U  überdies  die  Nebenaxe 
(U|3E)==0  des  Nullsystems  oder  Gewindes,  die  zu  jenen  Tangenten 
gehörige  Berührungssehne,  trifft.  Alle  diese  Leitlinien  aber  bilden 
eine  Congruenz  1.  Ordnung  1.  Classe,  deren  eine  Brennlinie  eben  die 
Nebenaxe,  deren  andere  Brennlinie  die  Hauptaxe  des  Nullsystems  ist; 
mit  anderen  Worten,  die  duale  Gleichung  definirt,  wie  wir  (unter  Be- 
schränkung auf  reelle  Figuren)  schon  früher  gesehen  haben,  die  Nor- 
malencongruenz  der  Hauptaxe  des  Nullsystems,  als  Ort  aller  in  ihr 
enthaltenen  Geraden  U. 

Diese  Congruenz  1.  Ordnung  1.  Classe  bestimmt  also  vollkommen 


*)  Nach  der  v.  Staudt'schen  Theorie  des  Imaginären  kann  man  übrigens 
bekanntlich  mit  dem  Begriff  einer  imaginären  Geraden  auch  eine  reale,  freilich 
verwickelte  liniengeometrische  Vorstellung  verbinden.  — 


'.    -<HC^,  einen  Strahl  X,  die  Hattptaxe 
,.,.'>.   lus   deren   Coordüiaten    die  Qr5saen 

.    ajw  (XS)  4"  0,  80  sind  die  Glrössen  Ji^ 

..     i'.n»  (stete  imaginären)   nicht  au^e&rteten 

..  ..:    .vr  unendlich  fernen  Ebene  liegt  aber  jetzt 

L  ..M;ijuiit  und  dieser  hat  nar  noch  eine  aeioer 

..  ..^.      Die  zuvor   als  Haupiaxe    des   Ntälsystems 

.    ^cii  mit    der  Nebenaie,   eben   der   genannten 

ii.i   'itit  daher  als  eigentliche  Gerade  zu   extsHren 

,     LTÖt^r   definirte   Congruenz   1.  Ordnung  1.  Clasae 

Htht  unbestimmt.    Wir  erhalten  vielmehr   auch 

.    Miichung  (4)  eine  wohldefinirte  Congruenz  dieser 

.     ^>  jllen  Leitlinien  des  Nullsjatems,  die  jene  Tangente 

\  vti».-hnitt8  treffen.     Diese  Leitlinien  bilden   (wie  hin- 

^  ..    L'iu«^  specielle  Congruenz  1.  Ordnung  1.  Ciasse  mit 

utii  Brennlinien,  die  auch  durch  eine  projective  Zuord- 

..   Uli  Punkten  und  Ebenen  ihrer  doppelt  zählenden  Brenn- 

4i#i>icn  kann.     Diese   Brennlinie   aber   ist  die   genannte 

a.  .kbet<.)luten  Kegelschnitts;    in   der  erwähnten  Znordnang 

i'ot    Berührungspunkt   die    unendlich  ferne  Ebene.      Wir 

I.  ii*«i  der  Normalencongru^ie  des  mvor  erUärten  Straliis 

r*  Uremfaü  eine  völlig  bestimmte  Grenzlage  zukommt.     Die 

Ibüt  kann  mcM  durch  die  erwähnte  Tangente  des  absoluten 

.   ttllein   definirt   werden;   sie   ist  vielmehr  erst  bestimmt, 

<tiii>  projective  Zuordnnng  gegeben  ist:  Es  giebt  also  jeder 

tmteii  des  absoluten  Kegelschnitts  entsprechend  oo*  Granz- 

>rmalencongruenzen  von  Strahlen.     Jede  von  diesen  Grenz- 

»utspricht  einem    bis  auf  einen   dualen  Proportionalifäts- 

immten  System  von  Verhältnissgrössen  X, :  ^  :  X,:  Also 

diese  oder  die  entsprechenden  Systeme  36,^  als  „Coordina- 

Gongruenzen  auffassen.    Jls  wird  dann  zur  Erleichterung 

le  dienen,   wenn   wir  auch    von  einer  solchen  Congruenz 

m  uneigentlichen,  Sbertragenen  Sinne  als  von  dem  „Nor- 

les  Strahls"  reden.    Dieser,  wie  wir  sagen  wollen,  acees- 

U  hat  dann  eben  dieselben  Verhältnis^p'össen  zu  Coordi- 

3tufe-    Wir  werden  femer  das  H«cht  haben,  diesen  „Strahl" 

rj^  Nullsystems   oder  Gewindes  zu  bezeichnen,   während 

igente   des   absoluten   Kegelschnitts   das   Wort  Nebenaxe 

3leibt. 

brauchen  wir  also  das  Wort  „Haupiaxe  eines  Gewindes^ 
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in  einem    neuen   Sinne:     Wir  entfernen  uns   von   der  bisher  üblichen 
Terminologie*). 

Sei  driUens  (X 1 3£)  =  0,  (X3£)  =  0,  aber  nicht  zugleich  3£oi  =  0, 
3Eq9  =»  0^  3Eog  ==  0.  Dann  sind  die  Grössen  dCi^  Coordinaten  einer  so- 
genannten Minimalgeraden  X,  und  die  Gleichungen  (3£iU)  =  0,  (3£U)  =  0 
werden  durch  alle  Geraden  U  befriedigt^  die  diese  Minimalgerade  und 
deren  absolute  Polare,  die  X  schneidende  Tangente  des  absoluten  Kegel- 
schnitts treffen.  Wir  erhalten  also  wieder  eine  bestimmte  Congruenz 
1.  Ordnung  1.  Classe  als  Ort  der  Geraden  U;  aber  diese  Congruenz  zer- 
fallt jetzt  in  eine  Congruenz  (1^  0)  und  eine  Congruenz  (0^  1),  näm- 
lich in  ein  Parallelenbündel  ^  das  aus  lauter  Minimalgeraden  besteht^ 
und  in  die  Congruenz  (das  Feld)  aller  Geraden^  die  in  einer  eigent- 
lichen Berührungsebene  des  absoluten  Kegelschnittes  liegen.  Beide 
diese  Congruenzen  ändern  sich  nicht,  wenn  man  die  Minimalgerade 
X  in  der  zugehörigen  Ebene  yanirt,  so  lange  man  sie  nicht  uneigent- 
lich werden  lässt;  und  dieser  Operation  entspricht  wiederum  analytisch 
die  Multiplication  der  dualen  Grössen  X^  mit  einer  dualen  Grösse  q 
von  nicht  verschwindendem  scalarem  Bestandtheil.  Wieder  also  ist  es 
mögUch,  in  einem  erweiterten  Sinne  von  der  nunmehr  reducibelen 
Congruenz  (1,  1)  als  Ton  der  ^^ormalencongruenz  eines  Strahls''  zu 
reden:  Wir  woUen  auch  einen  solchen  ^^Strahl''  noch  accessorisch,  aber 
zum  Unterschied  von  den  zuerst  betrachteten  accessorischen  Strahlen 
allgemeiner  Art  einen  accessorischen  Minimalstrahl  oder  einfacher  einen 
Minimalstrahl  nennen.  Es  giebt  oc^  derartige  Strahlen;  sie  bilden  eine 
Congruenz.  Mit  jedem  von  ihnen  sind  oc^  Minimalgerade  auf  gleiche 
Weise  verbunden,  die  eigentlichen  Geraden  eines  Parallelenbüschels, 
dessen  Ebene  in  seinem  Scheitel  den  .absoluten  Kegelschnitt  berührt. 
Man  kommt  demnach  zum  Begriff  des  accessorischen  Minimalstrahls 
von  dem  der  Minimalgeraden  aus  durch  einen  Aequivalenzbegriff:  Je 
cx>^  Minimalgerade  eines  der  genannten  Büschel  werden  als  äquivalent, 
als  nickt  von  einander  unterschieden  definirt. 

Wir  erkennen  ferner,  dass  es  berechtigt  ist,  auch  in  diesem  Falle 
wieder   von   einer   Sauptaxe    (und   Nebenaxe)    des   betrachteten   (aus- 


*)  Diese  nerae  Erweiterung  des  Begriffes  „H^^P^^^  eines  reellen  Gewindes", 
die  wir  sogleich  noch  zu  veryollständigen  haben  werden,  ist  motivirt  durch  das 
in  unserer  Untersuchung  hervortretende  Bedärfiiiss,  den  wichtigen  und  weitreichen- 
den Satz  auf  S.  289  in  gleich  einfacher  und  nicht  von  A\isnahmen  durchbrochener 
Form  auf  das  imaginäre  Gebiet  zu  übertragen.  Man  darf  dann  die  Hauptaze 
eines  Gewindes  nicht  als  Gerade,  sondern  nur  als  Strahl  auffassen.  Vgl.  den 
weiteren  Text. 
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gearteten)  Gewindes  zu  reden:  Wir  verstehen  darunter  auch  hier  den 
zugehörigen  Strahl.  — 

In  Betrachtungen,  die  sich  auf  den  Zusammenhang  zwischen  Gre- 
winden  und  ihren  Hauptaxen  beziehen^  tritt  neben  die  Eintheilung  der 
Gewinde  in  nicht-ausgeartete  und  ausgeartete  (Liniengebüsche)  eine 
andere:  Wir  verstehen  unter  einem  eigentlichen  Gemnde  ein  solches, 
dessen  Coordinaten  Xq^,  H^y  H^  nicht  gleichzeitig  verschwinden^  unter 
einem  uneigentlichen  Gemnde  ein  solches,  dessen  Coordinaten  den 
Gleichungen  Xqi  =  3£q2  =  Xqs  ==  0  genügen  —  also  ein  Liniengebüsch  mit 
unendlich  femer  Axe  —  *).  Bei  Gebrauch  dieser  vielfach  nützlichen 
Terminologie  können  wir  nunmehr  den  für  unsere  Untersuchung  grund- 
legenden Satz  aussprechen: 

Jedes  eigentliche  redle  oder  imaginäre  Gemnde  hat  einen  einsigen 
eigentlichen  StrcM  als  Hawptaxe.  Umgekehrt  gehört  zu  jedem  redien 
oder  imaginären  eigentlichen  Strahl  ein  bestimmtes  Büschd  coaxiakr 
Gemnde. 

Die  Beziehung  zwischen  Strahl  und  Geumdebüschei  fvird  nicht  zer- 
stört durch  zusammengehörige  Transformationen  der  Gruppen  F^g  und  Cr^^. 

Es  ist  nicht  erlaubt^  in  dieser  Behauptung  das  Wort  ,,StrahF 
durch  das  Wort  ,,Gerade"  zu  ersetzen. 

Jedes  uneigentliche  Gewinde  oder  Liniengebüsch  hat  femer  eroe 
uneigentliche  Gerade  zur  Axe  und  diese  ist  Nebenaxe  von  oo'  auf  oc^ 
coaxiale  Büschel  vertheilten  eigentlichen  Gewinden,  deren  Hauptaxen 
als  Hauptaxen  des  uneigentlichen  Gemndes  zu  bezeichnen  sind. 

Jedem  uneigenüichen  Gemnde  kommen  also  od^  in  einem  ParaUden- 
hündd  liegende  Strahlen  als  Hauptaxen  zu. 

Aus  der  letzten  nicht  zu  umgehenden  Bestimmung  ergiebt  sich  eine 
eigenthümliche  Folgerung,  die  wohl  zu  beachten  sein  wird.  Betrachtet 
man  nämlich  z.  B.  eine  algebraische  Mannigfaltigkeit  von  Gewinden, 
so  wird  der  Ort  der  Hauptaxen  der  eigentlichen  Gewinde  der  Mannig- 
faltigkeit, selbst  nachdem  man  ihn  durch  cmalytische  Fortsetzung  zu  einem 
abgeschlossenen  Continuum  ergänzt  hat,  nicM  nothwendig  analyiisdien 
Zusammenhang  hohen  mit  dem  Ort  der  Hauptoj^en  der  uneigenUidieH 
Gewinde  dersetben  Mannigfaltigkeit**),     Ja   es   kann,   wie   schon   das 


*)  Der  Inbegriff  der  eigentlichen  Geraden  eines  uneigentlichen  Gewindes 
bildet  also  die  Figur,  die  wir  früher,  in  der  Beschränkung  auf  reelle  Elemente, 
System  der  Querlinien  eines  uneigentlichen  Linienkreuzes  genannt  hatten. 

**)  Beispiele,  in  denen  beide  Oerter  die  gleiche  Dimensionenzahl  haben,  wird 
man  in  §  29  finden. 
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Büschel   coaxialer  Oewinde  zeigt  ^   der  zweite  Ort  sogar  eine   höbere 
Dimensionenzahl  haben^  als  der  erste*). 

Gehen  wir  auf  dem  betretenen  Wege  weiter,  so  fordert  die  fernere 
Ausbildung  der  Strahlengeometrie  nunmehr,  dass  auch  die  mit  U,-;^  be- 
zeichneten Grössen  als  frei  veränderlich  betrachtet  und  als  Coordinaten 
von  Strahlen  aufgefasst  werden.  Die  Gleichung  (?7X)  =  0  wird  jetzt 
Definition  des  „rechtwinkligen  Schneidens''  zweier  eigentlicher  StraJiien 
X,  Z7;  und  damit  erleidet  der  Begriff  des  Normalennetzes  eines  eigent- 
lichen Strahles  eine  tief  einschneidende  Äenderung.  Dieses  ist  nun  nicht 
mehr  Ort  von  Geraden,  sondern  Ort  von  Strahlen  ü. 

Wir  betrachten  zunächst  nur  (AgenÜiche  Strahlen  U. 

1)  Ist  X  nicht  accessorisch,  so  enthält  das  Netz  der  Strahlen  U 
zwei  verschiedene  Schaaren  von  je  oo^  accessorischen  Strahlen,  darunter 
zwei  einzelne  Minimalstrahlen  (deren  jeder  mit  oo^  Minimalgeraden 
äquivalent  ist,  die  dem  als  Ort  von  Geraden  betrachteten  Normalennetz 
der  Geraden  X  angehören). 

2)  Ist  X  accessorisch,  aber  nicht  Minimalstrahl,  so  tritt  dem  Falle 
1)  gegenüber  die  Besonderheit  ein,  dass  die  beiden  genannten  Schaaren 
von  oc^  accessorischen  Strahlen  U  zusammenfallen,  und  Iceinen  eigent- 
lichen Minimalstrahl  enthalten. 

3)  Ist  X  ein  accessorischer  Minimalstrahl,  so  würde  das  „Nor- 
malennetz''  von  X,  wenn  es  noch  so  erklärt  wäre,  wie  vorher,  eine 
reducibele  Congruenz  sein.  Nun  aber  auch  U  einen  Strahl  bedeutet, 
ist  die  durch  {UX)  =  0  definirte  Congruenz  auch  im  vorliegenden 
Falle  noch  irredtunbd.  Man  kann  durch  analytische  Fortsetzung  von 
jedem  zulässigen  Werthsjstem  der  Strahlen-Coorimsien  U^^^  aus  jedes 
andere  erreichen,  da  die  Plücker'sche  Gleichung  ^(UU)  =  0,  deren 
Bestehen  dies  zuvor  verhindert  hat,  nunmehr  wegfällt.  Ein  Strahl  all- 
gemeiner Lage  des  Normalennetzes  von  X  ist  nicht  accessorisch,  und 
daher  identisch  mit  einer  Geraden,  nämlich  einer  Geraden  des  zuvor 
beschriebenen  Feldes.  Jeder  accessorische  Strahl  des  Netzes  aber  ist 
zugleich  Minimalstrahl,  und  es  giebt  in  dem  Netz  ein  „Büschel''  von 
oo^  Minimalstrahlen,  deren  jeder  einzelne  mit  oo^  ein  besonderes  Büschel 
bildenden  parallelen  Minimalgeraden  der  projectiven  Geometrie  äqui- 


*)  Diese  Singularitäten,  die  auch  schon  in  den  bisherigen  Untersuchungen 
fiber  die  Hauptaxen  linearer  Mannigfaltigkeiten  (Plücker,  Ball,  Sturm  u.  An- 
dere) auftreten,  aber  nicht  gehörig  beachtet  worden  sind^  lassen  sich  nicht  in  der 
"Weise  beseitigen,  wie  wir  andere  Complicationen  durch  Einführung  des  Begriffs 
„Strahl^*  beseitigt  haben.    Wir  kommen  darauf  noch  zurück. 

study,  Geometrie  der  Dynamen.  19 
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valent  ist.  —  Dasselbe  Büschel  von  Minimalstrahlen  gehört  dann  über- 
haupt dem  Normalennetz  irgend  eines  unter  seinen  Strahlen  an. 

Alles  bisher  Gesagte  bezieht  sich  nur  auf  eigentliche  Strahlen, 
und  daher  auf  alle  betrachteten  Strahlencontinua  zugleich.  Es  werden 
nun  die  bisher  noch  nicht  abgeschlossenen  Normalennetze  durch  Zu- 
fügung  von  imaginären  uneigentlicheu  Strahlen^  Punktstrahlen  oder 
Grenzstrahlen  zu  erweitem  sein^  was  in  derselben  Weise  geschehen  kann, 
wie  im  reellen  Gebiet.  Um  nicht  zu  sehr  ins  Breite  zu  gerathen^  be- 
schränken wir  uns  indessen  auf  das  wichtigste  unserer  Strahlencontinua^ 
das  erste  natürliche^  und  gehen  sogleich  dazu  über^  die  wesentlichsten 
Ergebnisse  der  vorhergehenden  Betrachtung  mit  einigen  nahe  liegenden 
Folgenmgen  zusammenzufEtösen. 

Das  erste  natürliche  Strahlencontimmm  enthält  oo'  accessorische 
Strahlen.    Diese  biiden  den  durch  die  Gleichung 

(5)  (X 1 X)  =  3ei«  +  X,»  +  X,>  =  0 

erklärten  accessorischen  Complex. 

In  dem  accessorischen  Complex  liegt  erstens  die  Congruenz  der  <x>^ 
MinimalstraMen  oder  die  absolute  Congruenz,  definirt  durch  die  weitere 
Gleichung 

(6)  (X|X)  =  V  +  V  +  V  =  0. 

2koeitens  die  Congruenz  (das  Feld)  der  cx)*  Punktstrahlen,  deßfiirt 
durch  die  Gleichungen 

(7)  Xi-O,    3£,  =  0,    X,=  0. 

Drittens  der  Durchschnitt  beider  Congruenzen,  der  als  Ort  von  Punkt- 
strahlen betrachtete  absolute  Kegelschnitt 

(8)  3e^  =  3£^=x,  =  0,     Xi,»  +  V  +  V  =  0- 

Die  absolute  Congruenz  und  das  Feld  aller  Punktstrahlen  werden 
zusammen  dargestellt  durch  die  Verbindung  der  Gleichung  (5)  mit  den 
Gleichungen 

*1      «X'2      **'8 

Xii  ^n  ^  II 


=  0. 


Aus  der  linken  Seite  der  Gleichung  (3£  |  X)  =  0  des  accessorischen 
Complexes  entsteht  durch  den  Process  der  Polarenbildung  die  linke 
Seite  der  Gleichung   (£{U)  =  0^    die   aussagt^   dass   zwei   eigentliche 
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Strahlen  einen  rechten  Winkel  mit  einander  bilden.  Diese  Bedingung 
ist  erfBllt,  wenn  der  eine  von  beiden  Strahlen  ^  oder  auch  jeder  von 
beiden^  in  einen  Punktstrahl  übergeht.  Daher  darf  man  allgemein 
sagen  (vgl  S.  263): 

Der  accessorische  Complex  besteht  oms  allen  Strahlen,  die  mit  sich 
sdbst  einen  rechten  Winkel  bilden. 

Hiermit  wird  natürlich  nicht  behauptet^  dass  ein  Strahl  des 
accesflorischen  Complexes  mit  sich  selbst  überhaupt  einen  (mod.  2jc 
und  bis  aufs  Vorzeichen)  bestimmten  Winkel  bildet;  vielmehr  wird  der 
Ausdruck  fCLr  den  Winkel 

arc  cos       ^   '  ^^ 


vmyviv 


unbestimmt,  wenn  3E  und  ^  in  denselben  Strahl  des  accessorischen 
Complexes  übergehen.  Wenn  aber  9E  und  ^  zusammenfallen,  so  kann 
die  Forderung  des  rechten  Winkels  nur  durch  die  Strahlen  des  acces- 
sorischen Complexes  erfüllt  werden. 

Ebenso  kommt  man  von  den  Gleichungen  (14),  (15)  des  §  27 
aus  zu  der  Einsicht: 

Die  absolute  Gongruenz  besteht  aus  allen  eigentlichen  Strahlen,  die 
sich  selbst  rechtmnklig  schneiden  ^  sowie  a^s  allen  Punktstrahlen,  die  zu 
sich  selbst  doppeU-orthoganal  sind.  (S.  263.) 

Darin  ist  schon  enthalten  die  Aussage: 

Der  absolute  Kegdschniü  besteht  aus  allen  Punktstrahlen,  die  zu  sich 
selbst  doppelt  orthogonal  sind. 

Als  Sirahlen,  die  sich  selbst  rechtwinklig  kreuzen,  können  bei 
folgerechter  Ausbildung  der  hier  angewendeten  Terminologie  solche 
bezeichnet  werden,  die  zum  accessorischen  Complex,  aber  nicht  zur 
absoluten  Congruenz  gehören. 

Der  accessorische  Complex  umfasst  alle  Stellen  singulären  Charak- 
ters der  collinearen  Transformationen,  wenn  man  als  deren  Objecte  die 
Strahlen  des  ersten  natürlichen  Continuums  betrachtet.  Entsprechendes 
gilt  Yon  dem  sogenannten  Minimalcomplex,  dem  Complex  Xqi*  +  ^^  + 
-|-  X(jj*  =  0  der  Minimalgeraden  in  der  Plücker'schen  Liniengeometrie 
in  Bezug  auf  die  radial -projectiven  Transformationen. 

Das  Yerhältniss  des  (erweiterten)  ersten  natürlichen  Strahlencon- 
tinuums  zum  (erweiterten)  Plücker'schen  Liniencontinuum  wird  noch 
deutlicher  bezeichnet  durch  folgende  Gegenüberstellung: 

19« 
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Gerade  allgemeiiier  Lage.  ,'  Strahl  allgemeiner  Lage. 

Je  cx>^  eigentliche    Minimalgerade  ;  Ein    eigentlicher    Minimabirahl 

von  specieller  Lage.  i       (Strahl  der  absoluten  Congraenz). 
Eine  Tangente  des  absoluten  Ke-     Je  cx)^  Strahlen  des  accessorischen 

gelschnitts.  Complexes. 


Eine   uneigentliche   Gerade   allge- 
meiner Lage. 


Je    (x>^    Punktstrahlen     (Gerade 
Punktreihe). 


Je(x>^uneigentlicheGerade(Büschel).|  Ein  Punktstrahl. 

Die  absolute  Oongruenz, 

Dass  die  reellen  Aehnlichkeitstransformationen  nicht  nur^  wie  üblich, 
als  collineare  Transformationen^  sondern  auch  als  ro^^io^collineare  Trans- 
formationen angesehen  werden  können,  haben  wir  bereits  auseinander- 
gesetzt. Von  dem  nunmehr  gewonnenen  Standpunkte  aus  erkennen 
wir,  dass  bei  Gebrauch  von  Strahlen  als  Objecten  die  Aehnlichkeits- 
transformationen in  jedes  der  von  uns  erklärten  Continua  hinein  fort- 
gesetzt werden  können,  dass  man  sie  auch  im  imaginären  Gebiete  als 
radiale  Collineationen  betrachten  kann.  Auf  diese  Ansicht  des  Gegen- 
standes, die  sich  von  der  herkömmlichen  nur  durch  die  Wahl  des 
Raumelementes  unterscheidet,  beziehen  sich  die  folgenden  Bemerkungen, 
zu  deren  besserem  Yersiändniss  wir  noch  daran  erinnern,  dass  die 
continuirliche  Gruppe  g^  der  Aehnlichkeitstransformationen  als  in- 
variante continuirliche  Untergruppen  die  Gruppe  g^  der  Euklidischen 
Bewegungen,  die  Gruppe  g^  der  perspectiven  Aehnlichkeitstransfor- 
mationen und  den  Durchschnitt  g^  beider  Gruppen,  die  von  vertausch- 
baren  Transformationen  gebildete  Gruppe  der  (gewöhnlichen)  Schie- 
bungen enthält. 

Wir  heben  aus  den  Gruppen  (r^^,  G^^  zunächst  die  auf  S.  236 
erklärten  Gruppen  mit  zwölf  und  elf  Parametern  durch  die  Forderung 
heraus,  dass  im  ersten  natürlichen  Stralencontinuum  der  absolute  Kegel- 
schnitt, oder  in  irgend  einem  der  erklärten  Strahlencontinua  der  Inbegriif 
der  eigentlichen  Strahlen  des  accessorischen  Complexes  in  Ruhe  bleiben 
soll.     Weiter  ergiebt  sich  dann: 

Die  Gmppen  Q^  der  Äehnlichkeitstransformationen  mid  ihre  mtario»- 
ten  Untergruppen  g^,  g^,  q^  werden  gebildet  von  dUen  Transformationen 
der  Gruppe  G^j  und  ihrer  invarianten  Untergruppen  G^g,  Gg,  Gg,  die 
die  absolute  Congruenz  in  Buhe  lassen. 

Die  absolute  Congruenz  hat  also  für  die  Euklidische  Geometrie 
im    Räume,   mit    dem    Strahl    als   Raumelement,   eben    dieselbe  Be- 
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deutung,  wie  der  absohite  Eegel^  der  zu  irgend  einem  eigentlichen 
Punkt  gehört^  f&r  die  Geometrie  im  Linienbändel.  Dies  tritt  denn 
auch  in  weiteren  Folgerungen  hervor.  So  lasst  sich  der  duale  Winkel 
(S.  205)  zweier  nicht  paralleler  eigentlicher  Strahlen  X,  Y  darstellen 
durch  das  duale  Doppelverhältniss  Dx,  das  diese  Strahlen  mit  den 
beiden  zum  selben  Normalennetz  gehörigen  Minimalstrahlen  bilden, 
und  zwar  durch  einen  Ausdruck,  der  der  Form  nach  vollkommen  über- 
einstimmt mit  dem  bekannten  Ausdruck  fär  den  Winkel  zweier  Strahlen 
im  Bündel.     Man  findet: 

(9)  Dx  =  (^^>  +  -/(f  yj']^(^^öry:^)  ^ 


(10) 


(XF)  —  VlXYy  '—  (XX) (YY) 

(X,  Y)  =  ang(3E,  ?))  +  dist(3E,  g»  •  ^  = 

=  i,lgD|. - 


(XY) 

=  arc  cos  — -^^ 


'/XXVYY        2» 


Die  absolute  Congruenz  ist  ein  Specialfall  einer  irreducibelen  ami- 
schen  Congruenz,  die,  einem  irreducibelen  Kegel  oder  Kegelschnitt 
analog,  soweit  ihre  eigentlichen  Strahlen  in  Fri^e  kommen,  symbolisch 
dargestellt   werden  kann  durch  eine  synektische  Grleichung  der  Form 

(11)  {Axy  =  {A'xy  =  {Ä"xy  = ^  o. 

Jede  conische  Congruenz  dieses  durch  die  beigefügte  Ungleichung 
genauer  bezeichneten  Typus  kann,  auf  oo'  {^)  Arten,  durch  radiale 
(duale)  CoUineationen  übergeführt  werden  in  jede  andere.  Insbesondere 
lassen  sich  auch  leicht  CoUineationen  angeben,  die  die  absolute  Con- 
gruenz und  damit  auch  den  accessorischen  Complex  in  eine  Figur  mit 
reellen  Strahlen  überführen.  Dann  werden  die  zuvor  besprochenen  Be- 
ziehungen in  solche  verwandelt,  die  schon  im  reellen  Gebiete  auftreten: 
An  Stelle  des  rechtwinkligen  Schneidens  (X  F)  =  0  tritt  das  —  leicht 
geometrisch  zu  deutende  —  Conjugirt-Sein  {AX){AT)  =  0  zweier 
Strahlen  XF  in  Bezug  auf  die  conische  Conguenz,  u.  s.  w. 

Jede  von  reellen  Strahlen  erzeugte  conische  Congruenz  des  Typus 
fll)  ist  dual-projectiv  z.  B.  zu  der  Congruenz  aller  reellen  eigentlichen - 
Strahlen,  die  einen  gegebenen  eigentlichen  Strahl  unter  dem  Winkel 

-     treffen. 

4 

Die   bezeichneten   conischen    Congruenzen    gehören  paarf^eise    als 
.,reciproJc€^^  Congruenzen  zusammen.     Setzen  wir 
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(CrA)*==(l7A')»=  • 


SO  wird 
(12) 


i{^^'xy  =  J'{Äxy. 


Auf  die    geometrische  Natur   dieser   Beziehung   gehen   wir  an   dieser 
Stelle  nicht  ein,  bemerken  aber: 

Es  giä)t  zwei  verschiedene  Arten  conischer  Conffruemen,  die  mü 
ihrett  recipröken  zusammenfallen^  nämlich  erstens  die  absolute  Congruem^ 
und  zweitens   die   oo*    Congruenzen,   deren  Strahlen   allgemeiner  Lage 

einen  nicht-accessorischen  Strahl  unter  dem  Winkel  —  schneiden, 

4 

In  beiden  Fallen  kommt  natürlich  die  Goincidenz  der  recipröken 
Congruenzen  auf  sehr  verschiedene  Weise  zu  Stande. 

Linien-  und  Strahlencoordinaten. 

In  manchen  Fallen  wird  ein  schneller  Uebergang  von  Plücker- 
sehen  Liniencoordinaten  zu  Strahlencoordinaten  erwünscht  sein.  Dieser 
Uebergang  ist,  nach  dem  Vorhergehenden,  bestimmt  und  eindeutig  in 
Bezug  auf  Strahlen,  die  nicht  akzessorisch,  und  Gerade,  die  nicht  Minir 
malgerade  sind. 

Betrachten  wir  einen  Strahl  der  genannten  Art  zunächst  als  durch 
seine  Goordinaten  erster  Art  X^;^  gegeben,  und  bezeichnen  wir  mit 
Ui  die  Goordinaten  der  Ebene,  die  auf  diesem  Strahl  senkrecht  steht 
und  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  enthält,  femer  mit  x^  die 
Goordinaten  des  Schnittpunktes  von  u  und  X  —  also  des  zum 
Coordinatenanfang  gehörigen  FusspunJctes  —  so  finden  wir  ohne  Wei- 
teres (vgl.  Nr.  16,  S.  129): 


(13) 


Wo  :  Wi :  «2  :  «8  =      0      :  3Ei  :  3Ej   :  3Ej  , 

0  *      1  *     2  •      3  '^~"   \*^    •**/  *  *^11  •  *^22  *  *^8  ' 


Die  rechtwinkligen  PI  ück  er 'sehen  Goordinaten   des   durch   seine 
Goordinaten  zweiter  Art  gegebenen  Strahls  werden  daher: 


*01  •  •*'08  •  •*'08  •  **T8S  •  *81  •  *12  


(14) 


=  (3e|3e)-3Ei 


(3e|3E)-3E, 

*88    *11 


(3e|3e)-x,: 

*11    *22 


In  der  That  findet  sich,  wenn  man  den  Grössen  links  von  vom  herein 
den  Factor  (X 1 3E)  hinzusetzt,  und  dem  entsprechend  dc^^  «=  X^  annimmt, 


III,  §  28.    Imaginäre  Strahlen.  295 


*2      «^ 
*22    *8S 


(3£  1 3£)  •  3^28  mod.  4-(3£  3E) , 


so  dass  —  unter  Voraussetzung  des  Nicht-Verschtmndens  von  (X|X)  — 

(14)  sich  auf  ein  System  von  Identitäten  reducirt^  wenn  die  Strahlen- 
coordinaten  21^^  zugleich  Plücker'sche  Liniencoordinaten  sind. 

Wir  machen  hiervon  einige  einfache  Anwendungen. 

Die  Proportion  (14)  erlaubt  z.  B.  die  Bedingung  für  das  Schneiden 
zweier  nicht  accessorischer  Sirahlen  durch  eine  Gleichung  zwischen 
Strahlencoordinaten  zweiter  Art  darzustellen: 

(15)  (1 1 X)  (XUU)  +  (U I U)  (UXI)  =  0 . 

Danach  lässt  sich  auch  das  System  der  Gleichungen  (14),  (15)  des 
vorigen  Paragraphen  im  Allgemeinen  durch  ein  System  von  nur  zwei 
Gleichungen  ersetzen.  Diese  einfacheren  Gleichungen  haben  aber  nur 
unter  wesentlich  engeren  Voraussetzungen  Gültigkeit,  als  jene. 

Die  Gleichung  (15)  stellt,  wenn  der  accessorische  Strahl  X  gegeben 
ist,  einen  speciellen  irreducibden  Complex  (fi  =  2,  i/  =  1)  des  ersten 
regulären  Strahlencontinuums  vor.  Geht  man  aber  von  ihr  zu  Plücker- 
schen  Liniencoordinaten  über^  so  kommt  man  zu  einer  Gleichung,  die 
einen  reducibden  Plücker'schen  Liniencomplex  bedeutet: 

(3f  |X)  .  (U|U) .  (US)  =  0.       {(X|X)  +  0} . 

Diese  Erscheinung  hat  ihren  Grund  in  der  Verschiedenheit  der 
Continuitätsbegriffe,  die  einen  entsprechenden  unterschied  des  Redu- 
cibilitatsbegriffs  zwischen  Plücker*scher  Liniengeometrie  und  radial-pro- 
jectiver  Geometrie  verursacht. 

Allgemein  wird  einem  irreducibelen  algebraischen  Strahlencomplex, 
der  die  absolute  Gongruenz  nicht  enthält,  ein  et>enfalls  irreducibeler 
Plücker'scher  Liniencomplex  (von  besonderer  Beschaffenheit)  zugeordnet. 
Einem  irreducibelen,  vom  accessorischen  Complex  verschiedenen  Strah- 
lencomplex dagegen,  der  die  absolute  Congruenz  enthält,  wird  stets  dn 
reducibeler  Plücker'scher  Liniencomplex  entsprechen^  der  aus  einem 
gewissen  Multiplum  des  Minimalcomplexes  (X|X)  =  0  {^^(XX)  =  0}, 
und  einem  zweiten  irreducibelen  Complex  besteht.  Andererseits  ent- 
spricht einem  irreducibelen  Plücker'schen  Liniencomplex,  der  nicht  der 
Minimalcomplex  ist,  stets  ein  ebenfalls  irreducibeler  Strahlencomplex, 
der  eine  gewisse  (nicht  nothwendig  von  Null  verschiedene)  Anzahl  von 
Malen  die  absolute  Congruenz  enthalten  wird. 

Aus  diesen  leicht  zu  begründenden  Bemerkungen,  deren  weitere  Aus- 
führung hier  nicht  nöthig  ist,  lässt  sich  ein  zweiter  und  zwar  sehr  ein- 
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facher  Beweis  des  auf  S.  274  angegebenen  wichtigen  Satzes  ableiten^  wo- 
nach im  ersten  natürlichen  Continuum  jeder  algebraische  Strahlencomplex 
durch  eine  einzige  Gleichung  zwischen  den  Grrössen  Xj^,  Jc^j^  dargestellt 
werden  kann.  Es  kann  nämlich  jeder  algebraische  Plücker'sche  Com- 
plex^  insbesondere  also  auch  jeder^  der  den  Minimalcomplex  nicht  als 
irreducibelen  Bestandtheil  enthält,  bekanntlich  durch  eine  einzige  Glei- 
chung zwischen  Plücker'schen  Liniencoordinaten  ausgedrückt  werden*). 
Fasst  man  also  einen  vorgelegten  algebraischen  Strahlencomplex,  der 
den  accessorischen  Complex  nicht  als  Bestandtheil  enthält^  zunächst, 
soweit  seine  nicht -accessorischen  Strahlen  in  Frage  komimen,  als 
Liniencomplex  auf,  so  kann  man  seine  vom  Minimalcomplex  ver- 
schiedenen Bestandtheile  zusammen  durch  eine  Gleichung  zwischen 
Plücker'schen  Goordinaten  darstellen.  Führt  man  sodann,  vermöge 
(14),  Strahlencoordinaten  zweiter  Art  ein,  so  erhält  man  eine  Glei- 
chung zwischen  diesen,  die  den  gegebenen  Complex  rein  darstellt  Da 
der  behauptete  Satz  für  den  bei  der  Beweisführung  ausgeschlossenen 
accessorischen  Complex  trivialer  Weise  ebenfalls  gilt,  so  ist  er  all- 
gemein richtig. 

Beziehungen  zwischen  Strahlen,  Punkten  und  Ebenen. 

Wo  es  sich  darum  handelt,  die  Geometrie  der  Strahlen  mit 
der  Elementargeometrie  in  Zusammenhang  zu  bringen,  da  wird  es 
erwünscht  sein ,  nicht  erst  in  jedem  einzelnen  Falle  den  üeber- 
gang  von  Strahlencoordinaten  zu  Plücker'schen  Coordinaten  ausfuhren 
zu  müssen,  um  die  Bedingungen  der  vereinigten  Lage  eines  (zunächst) 
nicht -accessorischen  Strahls  mit  einem  Punkt  oder  einer  Ebene  des  pro- 
jectiven  Continuums  JRj  festzustellen. 

Die  Bedingungsgleichungen  für  die  vereinigte  Lage  eines  Strahls  3E 
des  ersten  natürlichen  Continuums  und  einer  Ebene  m,  die  sich  aus  der 
Verbindung  der  Gleichungen  (14)  mit  den  Gleichungen  Nr.  16  auf 
S.  129  ergeben,  enthalten  noch  ein  dem  Problem  fremdes  Element,  da  sie 
identisch  erfüllt  werden,  wenn  man  X^  =  SEg  =  SE^  =  0  setzt.  Man 
kann  sie  aber  leicht  rein  darstellen: 

.^gN  «*i3^i   +W23£a   H-^Xj   =0, 

Wo(3E  I  X)  -f  WiXu  +  «^8^22  +  h'^z  =  0 . 

Die  so  abgeänderten  Gleichungen  benutzen  wir  nunmehr  zur  Defi- 
nition der  „vereinigten  Lage'^  in  Grenzfällen. 


*)  F.  Klein,   Ueber    einen    liniengeometrischen    Satz.     Math.  Ann.    Bd.  23 
(1883),  S.  234. 


0      3Ei 

3^2       Xj 

(3E  X)  3E,, 

3^2     3^3 

Xq               X^ 

X^      x^ 
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Lasst  man  den  Strahl  X  in  einen  accessorischen  Strahl  übergehen^ 
der  weder  Punktstrahl,  noch  Minimalstrahl  ist,  so  werden  die  Glei- 
chungen (16)  durch  ein  Büschel  von  cx)^  Ebenen  befriedigt,  deren 
Schnittlinie  eine  Tangente  des  absoluten  Kegelschnittes  ist.  Die  ge- 
nannten Strahlen  können  also  nicht  durch  die  mit  ihnen  ,,vereinigten^' 
Ebenen  bestimmt  werden.  Wird  3E  ein  eigentlicher  Minimalstrahl,  so 
reduciren  sich  die  beiden  Grleichungen  (16)  auf  eine  einzige:  Mit  jedem 
Minimalstrahl  sind  alle  oc^  Ebenen  eines  Bündels  ,,yereinigt^^,  und 
diese  befinden  sich  in  vereinigter  Lage  überhaupt  mit  allen  öo^  paral- 
lelen MinimaLstrahlen.  Ebenso  sind  mit  jedem  Punktstrahl  oc^  Ebenen 
eines  Bündels  vereinigt,  dieses  Bündel  aber  bestimmt  den  Punktstrahl. 

Die  Bedingungsgleichungen  für  die  vereinigte  Lage  eines  StraMs  3£ 
des  erstepi  natürlichen  Continuums  und  eines  Punktes  x,  die  man  mit 
Hülfe  von  (14)  aus  den  Gleichungen  Nr.  15  auf  S.  129  erhält, 


=  0 


sind  ebenfalls  mit  einem  der  Aufgabe  fremden  Element  behaftet,  da  auch 
sie  identisch  erfQllt  werden,  wenn  man  den  Strahl  3E  in  einen  Minimal- 
strahl übergehen  lässt.  Unterwirft  man  aber  das  specielle  Bündel 
^11  =  3Ej,  =  3Esj  =  0  der  Strahlen  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  der  Schiebung,  die  diesen  Punkt  in  den  Punkt  x  überführt, 
so  kommt  man  zu  einem  einfacheren  System  von  Gleichungen, 

(17)  x^dltk  —  ^k{^\^)  +  3£*(^i3Ei  +  a:,  3^8  +  x^^dc^)  =  0 

(Ä  =  l,2,3), 

das  im  Allgemeinen,  vermöge  (3£ !  X)  =  0,  mit  dem  vorigen  äquivalent, 
doch  nicht  wie  dieses  in  dem  genannten  Grenzfall  illusorisch  wird. 
Wir  bedienen  uns,  wie  oben,  der  Gleichungen  (17)  zur  Definition  der 
„vereinigten  Lage^^  eines  Strahles  3£  und  eines  Punktes  x  in  Grenz- 
fällen. 

Wird  di  accessorisch,  aber  weder  Punktstrahl  noch  Minimalstrahl, 
so  genügen  den  Gleichungen  (17)  die  oo*  Punkte  der  zugehörigen  Tan- 
gente des  absoluten  Kegelschnitts:  Der  acessorische  Strahl  allgemeiner 
Lage  ist,  wie  selbstverständlich,  durch  die  mit  ihm  vereinigten  Punkte 
nicht  bestimmt.  Wird  3E  dagegen  ein  eigentlicher  Minimalstrahl,  so 
werden  die  Gleichungen  (17)  mit  einer  einzigen  Gleichung  äquivalent: 
Als  vereinigt  mit  dem  Minimalstrahl  sind  die  oo^  Punkte  der  Ebene 
anzusehen,  die  die  zugehörigen  cx^^  Minimalgeraden  trägt  (S.  287),  und 
diese  Ebene,  eine  ausgezeichnete  unter  denen,  die  mit   dem  Minimal- 
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strahl  yereinigt  sind^  bestimmt  den  MinimalstrahL  Als  vereinigt  mit 
einem  Punktstrahl  muss  man  scUiesslicli  jeden  beliebigen  Punkt  an- 
sehen.    Diese  Singularität  lässt  sich  offenbar  nicht  beseitigen. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  in  der  Elementa/rgeonietrie  die 
Einführung  des  Begriffes  „Strahl"  (statt  der  geraden  Linie)  in  der 
Regel  nicht  zweckmässig  sein  wird.  Es  giebt  aber,  wie  wir  bereits 
bei  dem  Begriff  der  Hauptaxe  eines  Gewindes  gesehen  haben,  auch 
innerhalb  der  Elementargeometrie  viele  Gonstmctionen,  denen  gegenüber 
die  Strahlen  ein  einfacheres  Verhalten  zeigen,  als  die  geraden  Linien. 
Zu  ihnen  gehören  die,   von   denen  wir  nunmehr  reden  wollen. 

Die  gemeinsame  Normale  zweier  Strahlen. 

Von  den  Normalennetzen  eigentlicher  Strahlen  gilt,  wie  bereits 
nachgewiesen,  der  Satz: 

Das  Normalennetz  eines  eigentlichen  reellen  oder  imagimren  Strahls 
ist  stets  eine  irredudbde  algebraische  Mannigfaltigkeit 

Ebenso  bedeutet  eine  Vereinfachung  der  Plücker'schen  Liniengeo- 
metrie gegenüber  die  Ausnahmslosigkeit  des  folgenden  Satzes,  den  wir, 
in  der  Beschränkung  auf  reelle  Figuren,  bereits  auf  S.  203  angegeben 
haben: 

Zwei  nicht  parallele  reelle  oder  imaginäre  eigenäiche  StraMen  X,  Y 

hdben  stets  einen  bestimmten  und  zwar  eigentlichen  Strahl  U=  XY  als 
gemeinsame  Normale. 

Eine  völlig  bestimmte  gemeinsame  Normale  existirt  ferner  auch 
dann,  wenn  der  eine  der  nicht  parallelen  Strahlen  ein  Punktstrahl  ist; 
die  gemeinsame  Normale  ist  dann  der  zum  anderen  (eigentlichen) 
Strahl  orthogonale  Punktstrahl.  Femer  gehört  zu  zwei  verschiedenen 
Punktstrahlen  stets  ein  bestimmter  Punktstrahl,  der  zu  jedem  von 
beiden  doppelt  orthogonal  ist. 

Ein  dritter  wichtiger  Satz  der  Art,  der  ebenfalls  nicht  in  gleich 
einfacher  Form  auf  das  Plücker'sche  Liniencontinuum  übertragen  werden 
kann,  ist  der  folgende: 

Zu  jedem  reellen  oder  imaginären  Büschel  paralleler  eigenäicher 
Strahlen  ist  ein  einziges  zweites  Parallelenbüschel  „redprokf^,  d.  h.  die 
Biisdid  ersten  und  zweiten  Blattes  sind  in  der  Weise  (invariant)  gepaart 
dass  jeder  Strahl  des  einen  jeden  Strahl  des  anderen  rechtwinklig  schneidet, 

« 

Zum  Beweise  genügt  die  Bemerkung,  dass  jedes  Parallelenbüschel 
zu  jedem  anderen  dual-projectiv  ist. 
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Der  B^riff  des  ^^Parallelenbüschels^^^  der  dieser  Aussage  za  Grunde 
liegt^  ergiebt  sich  natürlich  aus  der  Forderung,  die  analytische  Defi- 
nition des  reellen  Parallelenbüschels  in  das  erweiterte  Strahlencontinuum 
hinein  fortzusetzen.  Man  findet  ohne  Mühe  u.  A.  die  folgende  Para- 
meterdarstellung für  die  Goordinaten  zweiter  Art  der  eigentlichen 
Strahlen  eines  solchen  Büschels: 

(18)       x„  ^.-^v^*    {(aexo^o,  (3Ein  =  o}. 

Danach  bilden  z.  B.  oc^  parallele  Minimalstrahlen  ein  Büschd  in  dem 
nunmehr  allgemein  erklärten  Sinne  des  Wortes.  Die  Parameter 
ff' :  tf"  (ö'  +  tf"  =H  0)  haben,  wie  man  leicht  erkennt,  für  das  Büschel 
dieselbe  Bedeutung,  wie  die  sogenanntsn  barycentrischen  Goordinaten 
auf  einer  Geraden:  e'  =  d'  z.  B.  liefert  den  Mittelstrahl  zwischen  'S/ 
und  3E"  (vgl.  S.  244).  Entsprechend  lässt  sich  das  Parallelen&ündeZ 
durch  Parameter  darstellen,  und  ebenso  findet  man  leicht  die  Punkt- 
strahlen dieser  Gebilde. 

Eine  für  die  meisten  Zwecke  geeignetere  analytische  Darstellung 
der  Parallelenbüschel,  und  verschiedene  Er^mzungen  von  deren  Man- 
nigfaltigkeit zu  abgeschlossenen  Gontinuis  werden  wir  später  angeben 
(§  34).  Hier  betrachten  wir  näher  nur  noch  die  OgercAion  des  Nor- 
malefmehens  stoischen  gegebenen  nicMrparaMden  Strahlen,  Diese  gestaltet 
sich,  wie  bereits  im  reellen  Gebiete  (S.  203),  besonders  einfach  bei 
Gebrauch  von  Strahlencoordinaten  erster  Art: 

(19)  (UZ)  =  iXYZ)  =  0 

ist  die  synektische  Gleichung  der  gemeinsamen  Nomude  zwisdien  nidU 
pardUden  eigentlichen  Strahlen  X,  T,  Bei  Gebrauch  von  Goordinaten 
zweiter  Art  leisten  dassdbe  die  Gleichungen: 

.20^  (U|3)  =  (X|l3)-o, 

^   ^  (ui«)  =  (IID)(?)l«)  +  (i!3E)(X|»)  =  o, 

wofür  man  auch  bequemer  schreiben  kann 

(20)  U  =  3E?),    U  =  (I|D)D  +  (f|3E)3e. 

Diese  Gleichungen  bleiben  brauchbar,  wenn  der  eine  der  vor- 
gelegten Strahlen  in  einen  Punktstrahl  übergeht.  Schliesslich  heben 
wir  hervor  (vgl.  S.  203): 

Wenn  X,  Y,  Z  eigenÜiche  reelle  oder  imaginäre  Strahlen  sind,  so 
sagt  die  syneküsche  Gleichung 
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(21)  {XYZ)  =  0 

unter  allen  Umständen  aus,  dass  diese  StraJden  wenigstens  einen  eigent- 
Hellen  oder  Punktstrahl  als  gemeinsame  Normale  zulassen. 

In  Coordinaten  zweiter  Art  wird  dieselbe  Lagenbeziehang  aus- 
gedrückt durch  die  Verbindung  der  Gleichung  (Xf)3)  =  0  mit  der 
Forderung,  dass  irgend  eine  der  Gleichungen 

(22) 
(21 1 3)  (S 1 3E)  (?33e)  +  (21 1  ?|)  (3 1 3E)  (^X?|)  = 

=  («;3E)(3l?))(^3E?l)+(2i;3)(X|?l)(??)3)  = 

=  («l?))(Si3)(*?l3)  +  («|3E)(9l3)(?330 

identisch  bestehen  soU  für  aUe  %  ^^.    (Vgl.  S.  259,  260.) 

Parallelenbündel  und  Cylinder. 

Wohl  zu  beachten  ist  der  Unterschied  zwischen  dem  Begriff  des 
Parallelenbündels  in  der  radial-projectiven  Geometrie,  und  dem  durch 
dasselbe  Wort  bezeichneten  Begriff  der  mit  dem  Plücker'schen  Linien- 
continuum  arbeitenden  Geometrie  der  affinen  Transformationen.  Ist 
insbesondere  der  Scheitel  ein  Punkt  oder  Punktstrahl  des  absoluten 
Kegelschnitts,  so  hat  man  in  der  Geometrie  der  radial -projectiven 
Transformationen  oo^  parallele  accessorische  Strahlen  vor  sich,  darunter 
ein  Büschel  von  cx)^  Minimalstrahlen,  und  diesen  entsprechen  die  (x>^ 
Minimalgeraden,  die  nach  der  Vorstellungsweise  der  projectiven  6eo> 
metrie  das  Bündel  erfüllen.  Beide  Bündel  sind  abgeschlossene  Continua, 
aber  die  sie  erfüllenden  Elemente  sind  schon,  soweit  sie  eigentlich 
sind,  einander  nicht  eindeutig  zugeordnet.  — 

Es  ergiebt  sich  aus  dem  Gesagten,  dass  eine  analytische  Mannig- 
faltigkeit von  <^^  Strahlen  nicht  nothwendig  eine  Fläche  bildet, 
im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes,  der  einen  Ort  von  Punkten  be- 
deutet. Da  ein  bequemes  Wort  zur  Verfügung  steht,  so  brauchen  wir 
dieses,  und  nennen  allgemein  den  fraglichen  Ort  ein  Band  von  Strahlen. 
Sind  die  Strahlen  eines  Bandes  nicht  lauter  Punktstrahlen,  aber  aUe 
zu  einander  parallel,  so  nennen  wir  das  Band  cylindrisdi ,  oder  kür7^r 
einen  Cylinder.  Ordnung  eines  algebraischen  Cylinders  wird  man  die 
Zahl  der  Strahlen  nennen,  die  der  Cylinder  mit  einem  frei  veränder- 
lichen Parallelenbüschel  seines  Bündels  gemein  hat,  d.  h.,  da  jeder 
Strahl  mit  der  gehörigen  Multiplicität  gerechnet  werden  muss,  den 
Grad  v  der  den  Cylinder  darstellenden  Gleichung  zwischen  den  durch 
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die  Relation  (3£|.5)==0  verbundenen  Coordinaten  Xu,  Xjg?  ^ss-  (Vgl- 
S.  275.) 

Man  achte  darauf,  dass  z.  B.  der  Begriff  eines  parabolischen  Cylin- 
ders  (der  im  Folgenden  mehrfach  zu  verwenden  sein  wird)  sich  bereits 
dann  mit  dem  gewöhnlich  ebenso  genannten  Begriff  nicht  vollkommen 
deckt,  wenn  der  Cylinder  nicht  ganz  aus  accessorischen  Strahlen  be- 
steht: Der  ,;parabolische  Cylinder*',  wie  er  hier  gefasst  wird,  enthält 
einen  Punktstrahl. 

Die  einfachste  Art  von  Gylindem  sind  die  Parallelenbüschel. 

Wir  erläutern  das  Vorgetri^ene  noch  durch  einige  weitere  ein- 
fache Anwendungen. 


Strahlenbündel  und  Strahlenfeld. 

Diese  Figuren  sind  Congruenzen  von  Strahlen,  die  ihre  charakte- 
ristischen Eigenschaften  bei  radial-projectiven  Transformationen  in  der 
Regel  nicht  behalten.  Die  durch  radiale  Gollineationen  aus  ihnen 
hervorgehenden  allgemeineren  Congruenzen  werden  wir  später  eingehend 
betrachten.  Hier  schon  aber  woUen  wir  einige  specielle  Bemerkungen 
einschalten,  die  uns  deshalb  besonders  instructiv  zu  sein  scheinen,  weil 
sie,  bei  ganz  dementarer  Beschaffenheit  der  betrachteten  Objecte,  Licht 
i¥^erfen  auf  den  tiefgehenden  Unterschied,  der  zwischen  den  Begriffen 
(erstes  natürliches)  Strahlencontinuum  und  Plücker'sches  Linienconti- 
nuum  besteht. 

Wir  erinnern  zunächst  daran,  dass  das  Normalennetz  eines  reellen 
eigentlichen  Strahls  stets  zwei  (also  nicht  unendlich  viele)  conjugirt 
imaginäre  Minimalstrahlen  enthält  (S.  289).  Danach  ist  ziemlich  selbst- 
verständlich der  Satz: 

Zwei  verschiedene  Strahlenbündel  mit  reellen  eigentlichen  Scheiteln 
haben  stets  drei  Strahlen  mit  einander  gemein,  nämlich  den  reellen 
Strahl,  der  ihre  Scheitel  verbindet^  und  ausserdem  zwei  conjtigirt- ima- 
ginäre Minimalstrahlen, 

Ebenso  ergiebt  sich  ohne  Weiteres: 

Ein  Strahlenbündel  mit  reellem  eigentlichem  Scheitel  und  das  Strahlen- 
feld  einer  reellen  Ebene,  die  nicht  durck  diesen  Scheitel  geht,  haben  gleich- 
fvohl  Strahlen,  und  zwar  deren  zwei  mit  einander  gemein,  nämlich  zwei 
conjugirt'  imaginäre  Minimalstrahlen. 

Ferner: 

Zwei  Strahlenfelder  in  reellen  nicht  parallelen  eigentlichen  Ebenen 
hoben  einen  eigentlichen  und  ausserdem  noch  einen  PunJctstrahl  mit  ein- 
cinder  gemein. 
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Endlich  heben  wir  hervor: 

Zwei  Strahlenfelder  in  parallelen  aber  versdiiedenen  reellen  Ebenen 
enthalten  nicht  nur  dieselben  (x>^  Punktstrahlen  ^  sondern  sie  haben  über- 
dies zwei  conjugirt-imaginäre  Bänder  (yßüschäf^)  von  je  <x>^  Minimal- 
straJden  mit  einander  gemein. 

Alle  diese  Aussagen  lauten  sehr  verschieden  von  den  entsprechen- 
den; die  sich  auf  das  Plücke rasche  Liniencontinuum  beziehen.  Der 
Leser  möge  sich  solche  Unterschiede  an  einfachen  Beispielen  deutlich 
machen^  damit  nicht  später  ^  wo  verwickeitere  Figuren  betrachtet  wer- 
deU;  unnöthige  Schwierigkeiten  entstehen. 

Das  Strahlenfeld  ist  schon  im  reellen  Gebiete  nicht  identisch  mit 
dem  Geradenfeld  der  projectiven  Geometrie:  Denn  statt  der  oo^  Punkt- 
MtrahleU;  die  sich  auf  die  oo^  Parallelenbüschel  des  Feldes  veriheileiiy 
enthält  das  Geradenfeld  eine  unendlich  ferne  Gerade.  Beide  Gon- 
gruenzen  können  überhaupt  nicht  eindeutig  und  überall -stetig  auf 
einander  bezogen  werden.  Ein  noch  tiefer  greifender  Unterschied  aber 
ergiebt  sich,  wenn  man  auch  Strahlenfelder  in  imaginären  Ebenen  be- 
trachtet. Während  die  Geradenfelder  alle  zu  einander  collinear^  und 
wenn  sie  in  eigentlichen  Ebenen  liegen^  auch  zu  einander  affin  sind^ 
besteht  in  unserer  Strahlengeometrie  folgender  Satz: 

Je  gwei  StraMenfelder,  die  in  solchen  Ebenen  Hegen^  die  den  absoluten 
Kegelschnitt  nicht  berühren^  sind  zu  einander  dual-prqjectiv  (nämlidi  ins- 
besondere cangruent).  Die  genannten  besonderen  StraMenfdder*)  aber 
sind  nicht  dual-  oder  radial-projectiv  zu  den  übrigen,  sondern  zu  Norma- 
lennetzen eigenäicher  Strahlen.  Oder  vielmehr :  Sie  sind  selbst  Normalen^ 
netze  eigentlicher  StraJden,  nämlich  Normalennetze  von  Minimalstrahlen. 

Die  dual-projective  Abbildung  der  Normalennetze  allgemeiner  Art 
auf  die  genannten  -speciellen  hat  den  Charakter  einer  Berührungstrans- 
formation.  Der  Grenzübergang  vom  Strahlenfeld  allgemeiner  Art  zum 
speciellen  Normalennetz  ist  nicht  ohne  Interesse.  Wie  eine  nähere 
Untersuchung  zeigt^  wird  nämlich  dabei  ein  Parallelenbündel  abgespalten. 
Wir  werden  später  einen  Grenzübergang  näher  untersuchen;  der  dem 
besprochenen  nahe  verwandt  ist;  sich  aber  im  reellen  Gebiete  abspielt 
(§  39). 

Planare  und  quadratische  Strahlencomplexe.    Strahlenbänder. 

Unter  den  algebraischen  Strahlencomplexen  sind  für  xmsere  Unter- 
suchung  zwei    Classen   besonders   wichtig.     Es   sind   das   erstens  die 

*)  Man  achte  auch  darauf,  dass  jedes  dieser  Strahlenfelder  nicht  nur  einen 
Minimalstrahl,  sondern  deren  ein  ganzes  Büschel  enthält.  Die  Figur  ist  wesentlich 
verschieden  von  dem  in  derselben  imaginären  Ebene  liegenden  Linienfdd. 
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einfSEU^listen  aller  Strahlencomplexe,  die  nämlich,  die  den  Werthen 
m=^fi=:l,  v  =  0  entsprechen,  also  Complexe,  deren  Gleichungen  die 
Form  haben 

(23)  81,Xi  +  «,3e,  +  «,3E,  =  0. 

Wir  werden  sie  als  planare  Complexe  bezeichnen. 

Die  nicht  accessorischen  Strahlen  eines  solchen  Complexes  sind  offen- 
bar identisch  mit  den  Geraden  eines  speciellen  Plücker'schen  linearen 
Complexes,  die  nicht  Minimalgerade  sind;  die  Axe  eines  solchen  Linien- 
complexes  ist  irgend  eine  in  der  unendlich  fernen  Ebene  gelegene 
Gerade,  d.  h.  alle  seine  Geraden  sind  zu  einer  Ebene  parallel. 

Mit  Hülfe  der  eingeführten  Begriffe  „Cylinder^^  und  „planarer 
Complex^^  lasst  sich  ein  wichtiger  Satz  einfach  ausdrücken,  dessen  nahe 
liegenden  Beweis  wir  dem  Leser  überlassen: 

Mit  jedem  analytischen  Band  eigentlicher  StraMen,  das  kein  Cylinder 
ist,  und  auch  nicht  im  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls  liegt,  ist 
ein  analytisches  Band  von  Strahlen  des  zweiten  BlaMes  invariant  ver- 
bunden, das  aus  den  ,ßtrictionsstrahlen^^  des  ersten  besteht,  d.  h,  von  den 
gemeinsamen  Normalen  von  consecutiven  Strahlen  allgemeiner  Lage  des 
ersten  Bandes  (und  von  den  Grenzlagen  dieser  Normalen)  gebildet  wird. 

Liegt  das  gegebene  Band  in  keinem  planaren  Strahlencomplex,  so  ist 
auch  das  zweite  Band  kein  Cylinder,  und  die  Beziehung  zwischen  beiden 
ist  umkehrbar.    Jedes  ist  „Siridiof^and^  des  anderen*)^. 

Ein  bekanntes  Beispiel  zweier  solcher  Strictionsbänder  ist  eine  un- 
ebene abwickelbare  Fläche  und  die  zugehörige  Binormalenfläche.  Wir 
werden  später  eine  specielle  Figur  der  Art  ausführlich  zu  betrachten 
haben.  — 

Die  zweite  der  genannten  Glassen  von  algebraischen  Strahlencom- 
plexen  umfasst  alle  Complexe,  die  dem  Werthe  m  =  (i  -{-v  =^2  ent- 
sprechen, alle  Strahlencomplexe  also,  deren  Gleichungen  (symbolisch) 
so  geschrieben  werden  können:* 

f24N  (?l|X)»+(^li)  = 

*)  Für  die  Beziehung  zweier  solcher  Bänder  brauchen  wir  nicht  das  Wort 
,^ciprok*\  Als  ,^eciproke**  Figur  eines  (nicht  cylindrischen)  Bandes  eigentlicher 
Strahlen  betrachten  wir  vielmehr  den  Complex  aller  Strahlen,  die  auf  denen  des 
Bandes  senkrecht  stehen  (vgl.  §  34). 

^)  Der  Verfasser  hat  in  der  Litteratur  einen  incorrect  formulirten  Satz  des- 
selben Grundgedankens  als  von  Bour  herrührend  angeführt  gefunden. 
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Wir  nennen  sie  quadratische  Strahlencamplexe,  Zu  ihnen  gehört 
zunächst  der  accessorische  Complex.  Abgesehen  von  diesem  einen 
kann  jeder  quadratische  Strahlencomplex^  soweit  seine  nicht  accesso- 
rischen  Strahlen  in  Frage  kommen,  mit  einem  Plücker'sclien  quadra- 
tischen Liniencomplex  identificirt  werden.  Er  ist  aber,  nachdem  man 
ihn  durch  Minimalgerade  zu  einem  abgeschlossenen  Gontinuum  ergänzt 
hat,  ein  specieller  quadratischer  Liniencomplex,  da  der  allgemeine  yon 
neunzehn,  unser  Gomplex  aber  nur  von  acht  Gonstanten  abhängt.  Es 
fragt  sich,  worin  seine  Besonderheit  besteht.  Eine  Antwort  ist  nicht 
schwer  zu  finden.     Sie  ist  enthalten  in  dem  folgenden  Satz: 

Wenn  jeder  Complexkegel  eines  quadratischen  Liniencomplexes,  der 
seinen  Scheitel  auf  dem  absoluten  Kegelschnitt  hat,  die  unendlich  ferne 
Ebene  als  Theil  eniliält,  während  sein  ssweiter  ebener  BestandQieil  den 
absoluten  Kegelschnitt  berührt,  so  sind  die  Geraden  des  Complexes,  soweit 
sie  nicht  Minimalgerade  sind,  identisch  mit  den  nicht  accessorischen 
Strahlen  eines  quadratischen  Strahl encomplexes. 

Die  hiermit  gegebene  Zuordnung  zwischen  specidlen  Liniencompiexen 
und  den  quadratischen  StraMencompleocen  wird  vollständig,  d.  A.,  es  werdefi 
beide  Complexcontinua  abgeschlossen  wnd  gegenseitig-eindeutig  einander  jsu- 
geordnet,  wenn  man  auf  der  einen  Seite  den  Minimalcomplex,  auf  der 
anderen  den  accessorischen  Complex  hinzufügt,  und  auch  diese  beiden  ein- 
ander zuordnet. 

Hierin  liegt  schon,  dass  die  unendlich  ferne  Ebene  zur  Singula- 
riiätenfläche  des  Liniencomplexes  gehören  muss,  dass  jede  uneigent- 
liche Gerade  Gomplexünie  ist.  Femer  betrachten  wir  als  in  unserer 
Aussage  eingeschlossen  den  möglichen  Fall,  dass  der  zweite  ebene 
Bestandtheil  des  Complexkegels  ebenfalls  die  unendlich  ferne  Ebene 
ist,  oder  dass  dieser  Kegel,  für  einzelne  Punkte  des  absoluten  Kegel- 
schnittes, überhaupt  unbestimmt  wird.  — 

Während  hiemach  ein  specieller  quadratischer  Liniencomplex  hier  als 
ein  in  seiner  Art  „allgemeines^^  Gebilde  betrachtet  werden  kann,  erscheint 
umgekehrt  natürlich  der  sogenannte  allgemeine  quadratische  Liniencomplex 
in  der  radial-projectiven  Geometrie  als  specieller  Fall  einer  viel  umfassen- 
deren Classe  von  Strahlencomplexen.  Diese  haben  wir  indessen  hier  nicht  zu 
betrachten.  Wir  gehen  weniger  darauf  aus,  den  Stoff  der  Geometiie  selbst 
zu  erweitem,  als  vielmeJir  die  Kenntniss  vorhandenen  Stoffes  durch  Anwen- 
dung neuer  MeChodeti  zu  vertiefen. 

Analytische  Strahlencongruenzen* 

In  unseren  ferneren  Untersuchungen  werden  wir  es  vielfach  mit 
Strahlencongruenzen  zu  thun  haben.  Wir  schicken  daher  einige  sum- 
marische Bemerkungen  auch  über  diesen  Gegenstand  voraus. 
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Die  anahftischef^  Strahlencongruetizen  ^  deren  Strahlencoordinaten 
^k9  ^kk  zweiter  Stufe  als  analytische  Functionen  zweier  wesentlicher 
Parameter  s,  t  darstellbar  sind^  lassen  sich  augenscheinlich  auf  vier 
Familien  yertheilen. 

Die  eigentlichen  Strahlen  einer  Congruenz  der  ersten  Familie 
haben  oo*  verschiedene  Richtungen;  sie  können  nicht  auf  oo^  Cylin- 
der  yertheilt  werden.     Diese  Familie  ist  dadurch  charakterisirt,   dass 

3£  -^  -öt)  nicht  identisch  verschwindet.   Als  unabhängige 

Parameter  kann  man  die  Yerhältnissgrössen  dL:dL:di.  wählen.  Die 
Strahlen  einer  Congruenz  der  zweiten  Familie  können  im  Gegensatz 
dazu  auf  eine  einzige  Weise  zu  oo^  Gjlindem  angeordnet  werden. 
Darunter  sind  ausgezeichnet  Gongruenzen^  deren  Strahlen  zu  Parallelen- 
büscheln  angeordnet  werden  können.  Diese  gehören  der  Mehrzahl  nach 
paarweise  als  redprok  zusammen:  Die  ParaUelenbüschel;  die  zu  den  cx)^ 
Büscbeln  der  Congruenz  reciprok  sind,  erfüllen  eine  zweite  Congruenz 
gleicher  Art.  Ausgenommen  sind  jedoch  die  in  planaren  Complexen 
enthaltenen  cylindrischen  Congruemen,  die,  deren  Strahlen  je  zwei  con- 
secutive  Erzeugende  eines  Cylinders  (s.  S.  300)  orthogonal  schneiden, 
und  ausserdem  die  Normalennetze  eigentlicher  Strahlen,  die  man  als 
GrenzTalle  cylindrischer  Congruenzen  betrachten  kann.  Die  dritte  Fa- 
milie besteht  lediglich  aus  den  cx)^  Parallelenbündeln,  die  vierte  allein 
ans  dem  Feld  aller  Punktstrahlen. 

Unter  den  besonderen  Congruenzen  der  zweiten  Familie,  deren 
Strahlen  auf  Parallelenbüschel  vertheilbar  sind,  haben  sehr  merkwürdige 
Eigenschaften  die  „synektischenf^  Congruenzen,  Diese  sind  dadwrch  cha/rakte- 
risirtj  dctös  die  dualen  Coordinaten  X^  eines  eigentlichen  CongruensistroMs 
als  syneJctische  Functionen  (S.  199)  eines  dualen  Parameters  s-^-ts  dar- 
gestellt werden  können.  Da  dieser  Gegenstand  mit  unserem  sonstigen 
Stoff  nur  lose  zusammenhängt,  behalten  wir  uns  eine  eingehendere 
Untersuchung  für  eine  andere  Gelegenheit  vor,  und  beschränken  uns 
hier  darauf,  ohne  Beweis  und  in  aller  Kürze  einige  der  ersten  Sätze 
mitzutheilen,  denen  man  in  der  Theorie  dieser  Congruenzen  begegnet*). 

Damit  eine  analytische  Congruenz  synektisch  sei,  ist  nofhwendig  und 
hinreichend,  dass  die  einem  CongruenzstraJd  allgemeiner  Lage  hena^chhar- 
ten  Strahlen  dem  Normalennetz  eines  eigenüicfien  Strahls  angehören. 

Die  Gesammtheit  dieser  letzten  Strahlen  (und  ihrer  Grenzlagen) 
bildet   dann   eine   neue   synektische   Congiiienz   (des  zweiten  Blattes), 

*)  Die  folgenden  Sätze  werden  weiterhin  nicht  benutzt.  Sie  dienen  aber 
dazu,  zu  zeigen,  wie  einige  der  behandelten  besonderen  Gegenstände  sich  in  eine 
mnfassendere  Theorie  einordnen  lassen. 

study,  Geometrie  der  Dynamen.  20 
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oder  einen  Gylinder^  oder  endlich,  sie  fallen  alle  zusammen.  Im  ersten 
Falle  sagen  wir,  die  beiden  Congruenzen  seien  reciprok,  Sie  werden 
von  reciproken  ParaUelenbüscheln  gebildet.  Hierher  gehören  die  auf 
S.  293  näher  bezeichneten  conischen  Congruenzen,  darunter  die  abso- 
lute. Im  zweiten  Falle  ist  die  vorgelegte  Gongruenz  eine  beliebige 
cylindrische  Gongruenz,  im  dritten  ist  sie  das  Normalennetz  eines  eigent- 
lichen Strahls.    Das  Parallelenbündel  ist  keine  synektische  Gongruenz. 

Jedes  analytische  Band  eigenÜidier  StraMen,  das  kein  Cylinder  ist, 
liegt  in  einer  einjagen  synektischen  Congruene,  Liegt  das  Band  nicht  in 
einem  planaren  Comptex,  so  liegt  das  zugehörige  Strictionsband  in  einer 
zweiten  synektischen  Congntenz,  die  zur  ersten  reciprok  ist 

Die  Strahlen  zweier  reciproker  synektischer  Congruenzen  sind  in  der 
Weise  gepa>artf  dass  ein  jeder  Strahl  allgemeiner  Lage  der  einen  Con- 
gruenz  Strictionsstrahl  der  analytischen  Bänder  ist,  die  in  der  anderen 
Gongruenz  liegen,  und  den  zugeordneten  Strahl  enÜialten,  und  umgekehrt. 

Zur  Euklidischen  Geometrie  werden  die  synektischen  Gongmenzen 
in  engere  Beziehung  gebracht  durch  folgenden  Satz: 

Wenn  eine  synektische  Congruenz  nicht  im  accessorischen  Ccmplex 
liegt,  so  sind  ihre  Strahlen  allgemeiner  Lage  Normalen  zu  einer  Schaar 
von  parallelen  abwickelbaren  analytischen  Flächen.  Umgekehrt  gehört  zu 
jeder  solchen  Fläche^  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Ebene,  eim 
synektische  Congruenz,  die  ausserhalb  des  accessorischen  Complexes  mit 
der  Normalencangruenz  der  Fläche  zusammenfalU*), 

Die  reellen  Strahlen  eines  Paares  von  reciproken  reeUen  synek- 
tischen Gongmenzen  können  immer  dadurch  erzeugt  werden,  dass  man 
eine  Ebene  mit  zwei  darin  gelegenen  reciproken  Parallelenbüscheln 
auf  einer  abwickelbaren  Fläche  (ohne  Gleitung)  rollen  oder  um  einen  in 
ihr  gelegenen  Strahl  sich  drehen  lässt  **).    Auf  die  zuletzt  genannte  Art 


*)  Abwickelbar  nennen  wir  nwr  solche  Flächen ,  deren  quadrirtes  Bogen- 
dement  auf  die  Form  dx^-\-dy^  gebracht  werden  kann,  also  nicht  auch  die, 
deren  Bogenelement  ein  yoUständiges  Differential  ist. 

Sätze  über  synektische  Congruenzen  hat  bereits  Herr  B.  deSanssure  aof- 
gestellt.  Diese  berohen  indessen  auf  unzulässigen  Definitionen,  und  sind  sum 
Theil  unverständlich  oder  unrichtig.  Auch  die  Herren  A.  P.  Eotjelnikoff  und  Sei- 
liger haben  den  Gegenstand  behandelt,  aber,  wie  es  scheint,  aus  anderen  Ge- 
sichtspunkten. Vgl.  die  Citate  auf  S.  208,  femer  des  Verfassers  Arbeit,  Leipz.  Ber. 
1899,  S.  67,  und  die  auf  S.  229  citirte  Festschrift  (abgedruckt  im  Jahresbericht  der 
Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  1902),  endlich  einen  Vortrag  Über  die  radial- 
projective  Geometrie  (ebenda,  S.  97  u.  ff.). 

**)  Ausserdem  entstehen  so  noch  die  reellen  cylindrischen  Congruenzen  und 
Normalennetze,   zusammen  mit  den  zugehörigen  Parallelenbündeln. 
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entstehen  natürlich  nur  oo^  specielle^  und  zwar  conische  Gongruenzen^ 
darunter  die  oc^  auf  S.  294  bezeichneten. 

Zwei  synektische  Congruenzen  heissen  synelctisch  auf  einander  be- 
zogen oder  abgebildet,  wenn  in  einem  gewissen  Bereich  der  duale 
Parameter  s'  -j-  t's  der  einen  eine  synektische  Function  (S.  199)  des 
Parameters  s  -^  t£  der  anderen  ist.  Beciproke  synektische  Congruenzen 
sind  durch  die  erörterte  Paarung  synektisch  bezogen. 

Um  zwei  synektische  Congruenzen  (oder  Stücke  von  solchen)  synektisch 
auf  einander  abzubilden,  kann  man  irgend  ein  von  einem  ParaMelenbüschel 
verschiedenes  analytisches  Band  in  der  einen  einem  ebensolchen  Band  in 
der  anderen  zuordnen,  nach  einem  beliebigen  analytischen  Gesetz,  Dadu/rch 
ist  dann  die  ganze  Abbildung  vollkommen  bestimmt.  Sie  ist  im  Gebiete 
ihres  regulären  Verhaltens  so  beschaffen,  dass  die  ParaUdenbüschel  beider 
Congruenzen  einander  entsprechen,  und  projectiv  so  a/ufeinaitder  bezogen 
sind,  dass  ihre  PunktstraJden  einander  entsprechen, 

Ist,  in  einer  gewissen  Umgebung  eines  bestimmten  Strahls,  eine 
synektische  Gongruenz  synektisch  auf  zwei  andere  bezogen,  so  sind 
damit  auch  diese  synektisch  auf  einander  bezogen.  Diese  an  sich  tri- 
viale Bemerkung  erhält  Interesse  dadurch,  dass  die  synektische  Be- 
ziehung unter  Umstanden  und  sogar  in  der  Regel  auch  auf  eine  sehr 
einfache  Art  geometrisch  erklärt  werden  kann: 

Wenn  zwei  (nicht  nothwendig  verschiedene,  aber)  nicht  demsdben  plor 
naren  Complex  angehörige  synektische  Congruenzen  derart  synektisch  auf  einr 
ander  bezogen  sind,  dass  entsprechende  Strahlen  nicht  immer  parallel  sind, 
so  bestimmen  die  gemeinsamen  Normalen  zugeordneter  nicht  paralleler 
Strahlen  (und  deren  Grenzlagen)  eine  dritte  synektische  Congruenz,  die 
ebenfalls  auf  die  beiden  ersten  synektisch  bezogen  ist. 

Ist  die  dritte  zu  den  beiden  ersten  „perspective^^  synektische  Congruenz 
nicht  gerade  identisch  mit  der  reciproken  von  einer  der  gegebenen,  so 
definirt  sie  (nalürlich  in  der  Begd  mehrdeutig)  deren  synektische  Be- 
ziehung. 

Dieser  Satz  ist  nun  umkehrbar: 

Wenn  zwei  synektische  Congruenzen  (innerhalb  eines  gewissen  Ge- 
bietes) auf  eine  dritte  durch  die  Forderung  analytisch  abgebildet  sind, 
dass  zugeordnete  Strahlen  einander  senkrecht  schneiden  sollen,  so  sind 
damit  alle  drei  Congruenzen  synektisch  auf  einander  abgebildet. 

Die  dritte  Gongruenz  kann  also  in  weitestem  Umfang  willkürlich 
angenommen  werden.  Ganz  willkürlich  ist  sie  aber  nicht.  Denn 
erstens  darf  sie,  wie  bemerkt,  nicht  mit  der  reciproken  von  einer  der 
beiden  ersten  Gongruenzen  zusammenfallen  (falls  diese  existirt),  zwei- 
tens ist  zu  beachten,  dass  wegen  der  Möglichkeit  natürlicher  Grenzen 

20* 


"=    wiat:». 


ni,  §  29.    Lineare  Systeme  von  Gewinden.  309 

iLoUe   in  unserer  Theorie;   sie   werden  von  uns   eingehend   behandelt 
Verden.    (§  30,  33,  37,  38.) 

Es  darf  als  wahrscheinlich  betrachtet  werden,  dass  der  zuletzt  beschrie- 

oene  Process  alle  irreducibelen,  und  damit  also  aUe  algebraischen  Strahlen- 

ongruenzen  liefert,  die  ganz  aus  eigentlichen  Strahlen  bestehen.    Der  Beweis 

•vürde,  in  einem  besonderen  Falle,  die  Ausdehnung  des  No etherischen  Fun- 

lamentalsatzes  Über  ebene  Curven  auf  den  Baum  verlangen.  — 

Der  nunmehr  vollständig  erklärte  und  durch  einige  Anwendungen 
'Tlftaterte  Begriff  des  Strahls  fehlt  wohl  vollständig  in  der  bisherigen  Litte- 
latur  und  ebenso  daher  auch  der  Begriff  der  Hauptaxe  eines  Getvindes,  wie 
mr  ihn  gefasst  haben.  Dieser  letzte  Begriff  ist  aber  unentbehrlich,  wenn  man 
Sätze,  die  sich  auf  den  Zusammenhang  zwischen  Oertem  von  Gewinden  und 
den  Oertem  von  deren  „Hauptaxen"  beziehen,  correct,  ohne  unnöthige  Beschrän- 
kungen, und  doch  nicht  auf  eine  allzuverwickelte  Weise  aussprechen  will. 
Der  Leser  möge  sich  z.  B.  deutlich  machen,  wie  der  auf  S.  288  formulirte 
Satz  gefasst  werden  muss,  wenn  man  als  Hauptaxen  auch  imaginärer  Ge- 
winde nicht  Strahlen,  sondern  gerade  Linien  erklären  will,  und  welche  Ver- 
wickelungen sich  dann  ergeben  müssen,  wenn  man  Systeme  von  Gewinden 
betrachtet.  Dass  solche  Verwickelungen  in  der  bisherigen  Litteratur  nicht 
kervorgetreten  sind,  liegt  lediglich  daran,  dass  man  auf  die  Gewinde  eines 
Systems,  deren  „Hauptaxen^^  ein  singuläres  Verhalten  zeigen,  nicht  genügend 
geachtet  hat,  und  dass  man  in  Folge  dessen  es  unterlassen  hat,  den  for- 
mulirten  Sätzen  die  nöthigen  Einschränkungen  hinzuzuftigen.  — 

Wir  fugen  noch  eine  Bemerkung  über  die  absolute  Congruenz  hinzu. 

Die  eigentlichen  Minimalstrahlen  sind  nach  dem  Vorgetragenen  ein- 
deutig zugeordnet  den  eigentlichen  Ebenen,  die  den  absoluten  Kegelschnitt 
berühren,  und  diese  Beziehung  wird  nicht  zerstört  durch  die  siebengliedrige 
Gruppe  der  Aehnlichkeitstransformationen.  Die  genannte  Mannigfaltigkeit 
von  oo*  Ebenen  und  die  zugehörige  Gruppe  sind  correlativ  zu  den 
Punkten  eines  Kegels  zweiten  Grades  und  zu  dessen  Gbruppe,  die  wir  am 
Schluss  des  vorigen  Paragraphen  gelegentlich  betrachtet  haben.  Die  eigent- 
lichen Strahlen  der  absoluten  Congruenz  können  also  auf  zwei  Arten  zu 
einem  (in  Bezug  auf  die  Aehnlichkeitstransformationen)  natürlichen  Conti- 
nnum  ergänzt  werden.  Man  erkennt  ohne  Weiteres,  dass  die  absolute  Con- 
gruenz als  Ganzes  dem  zweiten  der  genannten  Continua  entspricht. 


§29. 
Classifioation  der  linearen  Systeme  von  Gewinden. 

Wir  thun  nunmehr  einen  ersten  Schritt  in  der  in  der  Einleitung 
(S.  226)  bezeichneten  Richtung. 

Die  Gruppe  F^g,  deren  Raumelement  das  Gewinde  ist,  und  jede 
ihrer  Untergruppen,  insbesondere  F^^,  F^g,  giebt  Veranlassung  zur 
Entstehung  unendlich  vieler  Aequivalenzprobleme,  indem  jedesmal  in 
eine  Glosse  solche  Objecte  (Aggregate  von  Gewinden)  zu  stellen  sind, 
die  durch  eine  Transformation   von  F^g  (F^^,  Fjg)   in   einander   über- 
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geführt  werden  können,  und  daher  dieselben  durch  Transformationen 
der  jedesmal  betrachteten  Gruppe  nicht  zerstörbaren  Eigenschaften  haben. 

Wir  wählen  als  Objecte  unserer  Transformationen  die  linearen, 
d.  h.  durch  lineare  Gleichungen  zwischen  Gewindecoordinaten  di^^  oder 
U<j  darstellbaren  Systeme  von  Gewinden. 

Wir  nennen,  wie  üblich,  reciprok  zwei  lineare  Systeme  von  Ge- 
winden der  Stufen  m  und  6  —  m,  wenn  jedes  Gewinde  des  einen 
Systems  conjugirt  ist  zu  jedem  Gewinde  des  anderen.  Durch  diese 
Beziehung  ist  eine  (längst  bekannte  und  übrigens  selbstverständliche) 
Anordnung  aller  dieser  Systeme  zu  Paaren  gegeben.  Unter  Verwen- 
dung einer  von  Herrn  Th.  Reye  herrührenden  Terminologie*)  ver- 
theilen  wir  nunmehr  die  beiden  Bestandtheile  irgend  eines  solchen 
Paares  auf  die  beiden  Schichten  der  doppelt  überdeckten  Gewinde- 
mannigfaltigkeit nach  folgendem  Schema,  das  zugleich  die  Erklärung 
der  erwähnten  Terminologie  enthält: 


im) 

Erste  Schicht. 

(6 

—  m) 

Zweite  Schicht 

0. 

6. 

Alle  Gewinde. 

1. 

Ein  Gewinde. 

5. 

Gewebe. 

2. 

Büschel  Ton  Gewinden. 

4. 

Gebnsch. 

3. 

Bündel  von  Gewinden. 

3. 

Bündel. 

4. 

Gebfisch  von  Gewinden. 

2. 

Büschel. 

5. 

Gewebe  von  Gewinden. 

1. 

Ein  Gewinde. 

6. 

Alle  Gewinde. 

0. 

In  dieser  Aufzählung  sind  natürlich  die  ausgearteten  Gewinde 
oder  Liniengebüsche  mit  enthalten.  Diese  brauchen  hier  im  Ganzen  von 
den  Gewinden  allgemeiner  Art  deshalb  nicht  unterschieden  zu  werden, 
weil  sie  eine  nicht-invariante  MannigfEJtigkeit  bilden.  Wohl  aber  ist 
wesentlich  für  unsere  Betrachtungen  die  sonst  nicht  übliche  Einthei- 
lung  der  Gewinde  in  eigentliche  und  uneigentliche  (S.  288). 

Da  durch  contragrediente  Transformationen  von  F^g  reciproke 
lineare  Systeme  von  Gewinden  in  ebensolche  übergeführt  werden,  so 


*)  Wir  weichen  ab  im  Gebrauche  des  Wortes  Stufe,  das  von  den  Herren 
Reye  und  B.  Sturm  im  Sinne  von  Dimension  verwendet  wird.  —  Dieser 
letzte  Gebrauch  scheint  uns  weder  historisch  gerechtfertigt,  noch  sachlich  empfeh- 
lenswerth  zu  sein.  Für  die  um  die  Einheit  vermehrte  Bimensionenzahl  ist 
ein  besonderes  Wort  häufig  erwünscht,  und  es  ist  in  der  algebraischen  Geometrie 
und  in  der  Invariantentheorie  (seit  Grassmann^s  Ausdehnungslehre  von  1844)  das 
Wort  Stufe  dafür  dllgemein  üblich;  ein  zweites  Wort  ffir  Dimension  aber  ist 
ganz  überflüssig. 

üeber  den  Gebrauch  des  Ausdrucks  „coigugirt**  s.  S.  166. 
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enthält  die  angefölirte  ZusammenertelluDg  bereits  eine  wesentliche  Er- 
leichterung der  genannten  Glassificationsaufgaben:  Man  braucht  offen- 
bar nur  die  Werthe  m  =  1,  2,  3  zu  betrachten*).  Eine  weitere  Erleich- 
terung beruht  darauf^  dass  die  6ruppe  F^g  eine  eingliedrige  inyariante 
Untergruppe  Fj  hat.  Nennen  wir,  wie  auch  bisher  schon  geschehen^ 
coaxial  allgemein  solche  eigentliche  Gewinde^  deren  duale  Goordinaten 
X^  durch  Multiplication  mit  einem  dualen  Factor  6  -{-  te  (p  ^0)  in 
einander  übergeführt  werden  können^  so  können  wir  einen  bereits  in 
§  26  (S.  238)  formulirten  Satz  nunmehr  so  erweitem: 

Coniraffrediente,  oder  —  was  in  diesem  Falk  dasselbe  ist  —  ent- 
gegengesetzte,  Transformationen  der  Gruppe  F^  führen  reelle  oder  ima^ginä/re 
coaxiale  eigentliche  Gewinde  der  einen  wie  der  anderen  Schicht  in  eben- 
solche über,  und  'sie  lassen  jedes  uneigentliche  Gewinde  in  Buhe. 

Danach  ist  es  z  B.  unmöglich^  dass  zwei  reciproke  Systeme  beide 
eigentliche  Gewinde  enthalten^  und  dass  zugleich  die  Gewinde  nur  des 
einen  Systems  auf  coaxiale  Büschel  vertheilt  werden  können;  es  bleiben 
viebnehr  nur  folgende  Möglichkeiten^  die  alle^  wie  sich  zeigen  wird, 
Wirklichkeiten  entsprechen: 

A)  Die  beiden  reciproken  Systeme  bestehen  ausschliesslich  aus  un- 
eigentlichen Gewinden. 

B)  Das  eine  System  enthalt  nur  uneigentliche  Gewinde,  und  die 
eigentlichen  Gewinde  des  anderen  lassen  sich  auf  coaxiale  Büschel 
vertheilen. 

C)  Beide  Systeme  enthalten  eigentliche  Gewinde,  und  diese  lassen 
sich  auf  coaxiale  Büschel  vertheilen. 

D)  Beide  Systeme  enthalten  eigentliche  Gewinde  und  gehören  zu 
einer  Schaar  von  cx)^  Paaren  reciproker  Systeme,  deren  einzelne  Paare 
durch  contragrediente  Transformationen  von  J^  unter  einander  ver- 
tauscht werden. 

Keine  dieser  Eigenschaften  wird  durch  contragrediente  Transfor- 
mationen von  Fjg  ^^stört. 

Wie  auch  die  zu  suchende  Classification  mit  Bezug  auf  die  Gruppen 
Ae;  ^17?  ^18  sonst  beschaffen  sein  möge,  offenbar  sind  zwei  Zahlen  mit 
jeder  Classe  äquivalenter  Systeme  invariant  verbunden.     Die  eine,  die 


*)  Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf  r^^  (8.287).  Das  zu  dieser  umfassenderen  Gruppe 
gehörige  Classificationsproblem  ist  aber  trivial,  jedem  Werthe  von  m  entspricht 
nur  eine  Classe  linearer  Gewindemannigfaltigkeiten.  —  Die  cogredienten  Trans- 
formationen von  r,g ,  die  reciproke  Systeme  von  Gewinden  in  ebensolche  überführen, 
sind  die  Collineationen  und  Correlationen  des  Raumes.  Auch  in  diesem  Falle 
kann  man  die  zugehörige  Classification  der  linearen  Gewindemannigfaltigkeiten  fast 
ohne  Weiteres  angeben.   Sie  ist  längst  bekannt. 
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wir  mit  fi  bezeiclmen  wollen^  giebt  an,  wieviele  linear-unabhängige 
uneigentliche  Gewinde  ein  jedes  System  der  betrachteten  Glasse  enthali 
Die  zweite  Zahl  v  bestimmt  die  Dimensionenzahl  der  Mannigfaltigkeit 
von  Büscheln  coaxialer  eigentlicher  Gewinde,  die  in  dem  System  ent- 
halten sind.  Wir  werden  v  =  0  setzen,  wenn  kein  solches  Büschel 
vorhanden  ist,  und  v  =  1 ,  wenn  es  eine  von  Null  verschiedene  end- 
liche (und  zwar,  wie  sich  finden  wird,  stets  der  Einheit  gleiche)  Zahl 
derartiger  Büchel  giebt.  Sind  ihrer  cx)^,  oc', . . .  vorhanden^  so  setzen 
wir  v  =  2,  3, . . .  . 

Wir  werden  weiterhin  jedem  zu  betrachtenden  System  eine  Charak- 
teristik [ft,  1/]  ertJieUen.  Damit  haben  wir  bereits  ein  erstes,  und,  wie 
wir  sehen  werden,  annähernd  ausreichendes  (ja  mit  Bezug  auf  die 
Gruppen  F^,  und  F^g  sogar  völlig  ausreichendes)  Eintheilnngsmerkmal 
für  Systeme  gegebener  Stufe. 

Bei  der  fraglichen  Classification  selbst  verfahre  man  wie  folgt 
Man  stelle  erstens  jedes  Gewinde  dar  durch  rechtwinklige  (Plücker- 
sche)  Coordinaten  3lij^,  die  aber,  der  leichteren  üebersicht  und  Rech- 
nung wegen,  am  Besten  zu  dualen  Verbindungen 

Aj  =  Xqi  -f-  Ajs  *  ;       Aj  ^  d^Q2  -]-  *3j  S  ,       Aj  =  ÄQjj  -f-  Ajj  S 

zusammengefasst  werden. 

Man  hebe  ferner  aus  einem  System  m*®'  Stufe  m  linear-unab- 
hängige Gewinde  heraus.  Diese  bilden,  wie  wir  sagen  wollen,  eine 
Basis  des  Systems.  Aus  den  Gewinden  einer  solchen  Basis,  die  wir 
—  nunmehr  Gewinde,  und  nicht  Coordinaten  durch  Indices  unter- 
scheidend —  kurz  mit  X^  .  . .  X^  (oder,  bei  Systemen  zweiter  Schicht, 
mit  Ui  . . .  Uq_^  bezeichnen  wollen,  kann  jedes  Gewinde  des  Systems, 
mit  Hülfe  scaiarer  Yerhältnissgrössen  ö^iö^i'-i^^  in  der  Form 

(1)  X=ff,X,  +  ff,X,  +  ...  +  tf„X„ 

abgeleitet  werden.  Die  in  der  Wahl  der  Basis  vorhandene  Willkür 
wird  man  natürlich  dazu  benutzen,  der  Basis  selbst  eine  möglichst 
einfache  Gestalt  zu  ertheilen. 

Hierauf  wende  man  auf  alle  Elemente  der  Basis,  und  damit  auch 
auf  das  sie  verbindende  lineare  System  von  Gewinden,  eine  geeignete 
Transformation  der  Gruppe  F^g  an,  um  damit  die  Basis  auf  eine  durch 
solche  Transformationen  nicht  weiter  zu  vereinfachende  „canonische  Form'' 
zu  bringen.  Der  ganze  anzuwendende  Process,  dessen  Durchführung  wir 
übrigens  dem  Leser  überlassen  müssen*),  wird  so  bescha£Fen  sein,  da^ 

•)  Bei  dem  verwandten  aber  verwickeiteren  Problem  der  in  Bezug  auf  Be- 
wegungen äquivalenten  linearen  Systeme  von  Gewinden  werden  wir  die  Lösungs- 
methode  im  Einzelnen  vorfuhren  (§  36). 
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alle  möglichen  Glassen  in  Bezug  auf  die  Gruppe  F^g  äquivalenter  Systeme 
umfasst  werden,  und  auch  Sicherheit  besteht,  dass  keine  Clasae  mehrmals 
vorgeführt  wird.  —  Bei  der  Aufstellung  der  analytischen  Merkmale  fär 
die  verschiedenen  Classen  werden  wir  uns  einer  Schreibart  bedienen, 
die  der  Quatemionentheorie  entlehnt  ist.  Wir  werden  nämlich  den 
scalaren  Bestandtheil  irgend  einer  dnalen  Grösse  durch  ein  yorgesetztea 
8,  und  den  vectoriellen  Bestandtheil  durch  ein  vorgesetztes  Y  bezeich- 
nen, so  dass 

(2)  8a  =  8(a  +  as)  =  a,     Va  =  V(a  +  as)  =  as 

wird. 

Die  römischen  Ziffern  I...V  bedeuten  die  Stufenzahlen.  Dahinter 
steht  in  Klammern  die  jeweilige  Charakteristik  [fi,  ?'].  Die  Dimen- 
sionszeichen oo''  geben  jedesmal  die  Mannigfaltigkeit  der  einzelnen 
Systeme  an,  die  Zahl  der  wesentlichen  Parameter,  von  denen  diese 
Systeme  abhängen.  Die  Zeichen  Ä^  B,  C,  D  weisen  auf  die  Eigen- 
schaften hin,  von  denen  auf  Seite  311  die  Bede  war. 

Enthält  ein  lineares  System  m^'  Stufe  von  Qewinden  neben  eigent- 
lichen auch  uneigentliche  Gewinde  (w  >  f*  >  0),  so  ist  ein  „Ort  von 
Hauptaxen'^  der  Gewinde  des  Systems  nicht  ohne  Weiteres  definirt, 
und  bedarf  daher  einer  besonderen  Erklärung.  Wir  verstehen  darunter 
den  Ort  der  Hauptaxen  der  eigentlichen  Gewinde  des  Systems,  und 
rechnen  dazu  die  Grenzlagen  solcher  Hauptaxen  im  ersten  regulären 
Strahlencontinuum.  Ein  Büschel  coaxialer  Gewinde  z.  B.  hat  danach 
nur  eine  Hauptaxe:  Die  oo^  Hauptaxen,  die  dem  uneigentlichen  Ge- 
winde des  Büschels  zugehören,  werden  von  uns  besonders  aufgeführt. 

I^  y.    Systeme  erster  und  fünfter  Stnfe. 

a)  I,[0,  0].|  V,[2,3].  D.cx>\ 

la)  Das  eigenüiche  Gemnde  I,[0,  0].  Sie  alle  sind  bereits  gegen- 
über Transformationen  von  Fjg  äquivalent,  und  bilden  daher  eine 
einzige  Classe,  in  Bezug  auf  jede  der  drei  Gruppen  Fjg,  Fj,,  F^^.  Die 
eingliedrige  Basis  X^  genügt  der  Bedingung 

S(f7ZJ  +  0, 

d.  h.  die  scalaren  Bestandtheile  der  drei  dualen  Goordinaten  von  X^ 
verschwinden  nicht  alle  zugleich.     Canonische  Form  der  Basis: 

{1,0,0}. 

Va)     Das  eigentliche  Gewebe  von  Gewinden  V,  [2,  3]. 

Die  fQnfgliedrige  Basis  ü^ . , .  U^  enthält  mindestens  drei  linear 
unabhängige  eigentliche  Gewinde:  Es  verschwinden  nicht  alle  8  (t/jü^  Z7j). 
Canonische  Form  der  Basis: 
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f  1,  0,  0 

0,  1,  0 

0,  0,  1 

0,  e,  0 

l  0,  0,  o 

b)  I,  [1,0].|V,[3,4].  B.<x>. 

Ib)  Das  uneigenäiche  Gewinde  I,  [1,0].  8{UXi)  =  0.  Eine 
Glasse,  gegenüber  F^g.    Ganonische  Basis: 

{£,0,0}. 

Vb)  Das  uneigenUiche  Gewebe  von  Gewinden  V,  [3, 4].  Alle 
S{UiU^ Uf)  =  0.    Ganonische  Basis: 

5,  0,  0 

0,  e,  0 

0,  0,  6 

0,  1,  0 

l  0,  0,  1  j 

II 9  IT.    Systeme  zweiter  und  yierter  Stufe. 

a)  n,  [0,  0].  |IV,  [1,  1].  D,oo'. 

IIa)  Büschel  von  Gewinden  mit  nicht  parallelen  Haujdaaen,  II,  [0,0J. 
S  (Xj  X,  r)  4=  0.  Eine  einzige  Classe  (gegenüber  Fig),  zu  der  die 
ebenen  Linienbüschel  mit  eigentlichem  Scheitel,  oder  vielmehr  die 
durch  sie  bestimmten  Büschel  ausgearteter  Gewinde  gehören.  Gano- 
nische Form  der  Basis: 

0,   1,  0  1 

0,  0,  1  I 

IV  a)  Dos  reciproke  Gd>üsch  IV,  [1, 1].  Jede  Basis  U^. .  .ü^  ent- 
hält mindestens  drei  linear-unabhängige  eigentliche  Gewinde:  Es  ver- 
schwinden nicht  alle  S(&)^t^,).     Ganonische  Form  der  Basis: 

(   £,    0,    0 

1,  0,  0 
0,  1,  0 
0,  0,   1 

b)  II,[1,0].|IV,[2,2].  D.oo«. 

IIb)  Büschd  von  Gewinden  mit  parallelen,  aber  nickt  idenUtst^ 
Hmptaxen  II,  [1,0].    S(X,X,r)  =  0,  aber  V(XiX,r)  +  0.  Eim 


I 
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Classe,  in  der  das  Büschel  von  parallelen  Geraden  allgemeiner  Art, 
d.  b.  das  zugehörige  Büschel  ausgearteter  Gewinde  gehört.  Nicht  hier- 
her zu  stellen  sind  jedoch  die  besonderen  Büschel  von  Minimalgeraden, 
deren  Ebene  den  absoluten  Kegelschnitt  berührt.     Ganonische  Basis: 

0,  1,  0  I 

1  0,  0,  5   J  ■ 

IV  b)  Bcbs  redproJce  Gebüsch  IV  [2,  2].  Es  verschwinden  alle 
S(UiU^Ui)y  aber  nicht  alle  Vfüiü^JJ,).     Canonische  Basis: 

£,    0,    0 

1,  0,   0 
0,    1,  0 

0,  0,    s 

c)  II,[1,  1].  |IV,[2,3].  C.<x>\ 

IIc)  Büschd  coaxialer  Gewinde  II,  [1,  1].  (X^X^Y)  =  0,  aber 
nicht  zugleich  S(Z7Xi)=0,  S(Z7X3)=0.  Eine  Classe,  zu  der  die  be- 
sonderen Büschel  von  parallelen  Minimalgeraden  gehören,  deren  Ebene 
den  absoluten  Kegelschnitt  berührt.     Canonische  Basis: 

1,  0,  0 

*,   0,  0 

IV  c)  Das  redproJce  Gdnisch  IV,  [2,  3].  Es  verschwinden  alle 
{UiUiUi)y  aber  nicht  alle  S(üiD]tF).     Canonische  Basis: 

0,  1,  0 

0,  0,  1 

0,  e,  0 

0,  0,  s 

d)  II,  [2,  0].  I  rV,  [3,  3].  ^.oo». 

nd)  Büschd  utmgenüicher  Gewinde  U,  [2,0].  S(Z7Xi)  =  0, 
S(^^)  =  0.    Eine  Classe.    Ganonische  Basis: 

0,   e,   0 

0,  0,   e 

rVd)  Das  reciproke  Gebüsch  IV,  [3,  3].  AUe  8(ü;ütF)  =  0, 
aber  nicht  aUe  y({7jC7^F)  ^  0.     Ganonisclie  Basis: 

1,  0,  0  ^ 
«,   0,   0 

0,     B,     0 

l  0,   0,   « 
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Canonisclie  Basis: 


m^  m.    Systeme  dritter  Stafe. 

a)  m,  [0, 0].  I  m,  [0, 0],  d  .  oo« 

III a)     Das  a^nare  Bändel  von  Getvinden*).     S  (Xj  X,  Xg)  =4=  0. 
*  Classen  gegenüber  Transformationen  von  Fj^. 

l+pa,         0      ,         0 

0       ,     l+i>5,  0 

0      ,         0      ,    1+pe 

In  der  canonischen  Form  schicken  die  Gewinde  des  Bündels  ihre 
Hauptaxen  durch  denselben  eigentlichen  Punkt  o  (vgl.  S.  297  Nr.  17\ 
sie  alle  haben  dann  denselben  Parameter  p^  und  der  Werth  von  p  ist 
eine  absolute  Invariante  der  Glasse.  Die  zu  verschiedenen  Werthen  von 
p  gehörigen  Bündel  sind  gegenüber  Transformationen  von  F^^  sämmäich 
verschieden.  Das  reciproke  Bündel  hat  dieselben  Eigenschaften,  mit  der 
Abänderung;  dass  bei  der  canonischen  Form  der  Parameter  p  durch 
— p  zu  ersetzen  ist.     Es  gehört  zur  Basis: 

1  — /)f,  0  ,  0 
0  ,  l—ps,  0 
0      ,         0      ,    l  -  ps 

Gegenüber  Transformationen  von  F^^  sind  die  genannten  (x>^  Classen 
aplanarer  Bündel  von  Gewinden  mit  einander  äquivalent.  Durch  eine 
geeignete  Transformation  von  F^  kann  man  nämlich  den  Parameter  p 
zum  Verschwinden  bringen^  und  damit  beide  Bündel  zugleich  auf  die 
canonische  Basis  (^^Doppel-Basis'^ 

1,  0,   0 

0,   1, 


0,   0, 


0 

1 


zurückfuhren.  Das  Bündel  von  Gewinden  wird  dann  ein  gewöhn- 
liches Linienbündel  mit  eigentlichem  Scheitel  o,  oder  vielmehr,  es 
besteht  aus  allen  Liniengebüschen,  deren  Axen  die  Geraden  des  ge- 
nannten Bündels  o  sind.  Wir  haben  also  nur  eine  Glasse  in  Bezug  auf 
Fi7  oder  F^g  äquivalenter  Gewindebündel  vor  uns. 

b)  ni,[l,0].  I  in,[l,0].  I).oo\ 

inb)  Das  planare  Bündel  von  Gewinden,  S(XiXjX3)  =  0,  aber 
VXXjXjXg)  =4=  0.  Eine  einzige  Classe,  bereits  in  Bezug  auf  Tjg. 
Canonische  Basis: 


•)  Der  Name  wird  weiterhin  erklärt  werden. 
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a,   0,   0 
0,    1,   0 

0,  0,   1 

Die  Oewinde  des  Bündels  sind  in  der  canonischen  Form  sämmt- 
lieh  in  Liniengebüsche  ausgeartet,  deren  Axen  ein  ebenes  Geradenfeld 
erfüllen.  Das  Gleiche  gilt  von  dem  reciproken  Bündel,  das  zu  der- 
selben Basis  („Doppel-Basis'^  gehört. 

Die  Gesammtheit  aller  Gewinde,  die  einen  bestimmten  endlichen 
Parameter  haben,  und  deren  Hauptaxen  in  einer  Ebene  liegen,  die  den 
äbsohiikn  KegdschniU  nicht  berührt^  bildet,  nachdem  man  sie  durch 
analytische  Fortsetzung  zu  einem  abgeschlossenen  Continuum  ergänzt 
hat,  ein  planares  Bündel.  Das  reciproke  Bündel  gehört  zar  selben 
Ebene  nnd  zum  entgegengesetzten  Parameterwerth.  (VgLUIaund  IIIc.) 

c)  in,  [1,1].  I  m,[l,l].  D.oül 

nie)  Bündel  von  Gewinden,  die  ihre  Hauptaxen  in  dem  Nonnaien- 
netß  eines  eigentlichen  Strahls  haben  *).  (X^  X^  X^)  =  0,  aber  nicht  alle 
S  (X^Xj^Y)  =  0.    Eine  Classe,  deren  Basis  auf  die  Form 

1,  0,   0 

0,  L   0 

0,     £,     0 

gebracht  werden  kann.     Das  reciproke  Bündel  ist  von   derselben  Art 
und  gehört  zu  der  Basis 

1,  0,   0 


0,   0,   1 


>    • 


0,     0,     6 

Zu  dieser  Classe  gehören  die  oo*  Gewinde  constanten  Parameters, 
die  ihre  Hauptaxen  in  einer  (eigentlichen)  Tangentialebene  des  abso- 
luten Kegelschnitts  haben.  Insbesondere  gehört  hierher  aach  das 
Geradenfeld  einer  solchen  Ebene.     (Vgl.  Illb  und  S.  302.) 


d)  III,  [2, 0].  |in,[2,o].  7).cx)^ 

nid)  Bündd  von  Gewinden,  die  ihre  Hauptaxen  in  einem  Bündel, 
aber  nicht  in  einem  Büschel  paralleler  Strahlen  haben^).  Es  sind  alle 
S(X,.Xjt  Y)  =  0,  aber  unter  den  Ausdrücken  V(X;X^Y)  befinden  sich 
zwei  linear-unabhängige.     Eine  Classe,   deren  Basis  auf  die  Form 


*)  Vgl.  S.  313.     Auf   die   Hauptaxen   der    oneigentlichen   Gewinde    solcher 
Bündel  kommen  wir  weiterhin  noch  zurück. 
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1,  0 

€.    0 


1,  0,  0 

0,     £,     0 
0,    0,    8 

gebracht  werden  kann.  In  dieser  canonischen  Form  sind  alle  Gewinde 
des  Bündels  in  Liniengebüsche  ausgeartet^  deren  Axen  ein  Bündel  paral- 
leler Geraden  erfüllen.  Das  reciproke  Bündel  gehört  zur  selben  Claase, 
und,  in  der  canonischen  Form^  zur  nämlichen  Basis  (^^oppelbasis^. 

e)  m,  [2,  2]  I  III,  [2,  2].  C  .  oc^ 

nie)  Bündd  von  Gewinden,  die  ihre  Hauptaxen  in  einem  Büschd 
paraUder  Strahlen  haben.  Es  sind  alle  8(XjX;t  Y)  =  0,  und  unter  den 
Ausdrücken  'S  {X^Xj^Y)  befindet  sich  ein  linear- unabhängiger  (nicht 
identisch  verschwindender).    Eine  Classe,  deren  Basis  auf  die  Form 

B,   0,  0 
0, 

gebracht  werden  kann.  Das  reciproke  Bündel  gehört  zur  selben  Glasse, 
und,  in  der  canonischen  Form,  zur  Basis 

£,   0,   0 

0,  0,  1 

0,    0,    B 

In  diese  Classe  (also  nicht  in  die  vorhergehende)  gehören  u.  A.  die 
Bündel  von  (ausgearteten  Gewinden  oder)  Strahlengebüschen,  deren 
Axen  ein  Bündel  von  parallelen  Minimalgeraden  bilden. 

f )  m,  [3,  0].  A .  oo« 

nif )  Das  Bündel  aUer  uneigenäichen  Gewinde.  (X,.  Xj^Y)  =  0, 
Ganonische  Form  der  Basis  („Doppelbasis'^  für  dieses  singulare  zu  sich 
selbst  reciproke  Bündel: 

£,  0,  0 

0,  f,  0 

0,  0,  B 

Wir  haben  nunmehr  das  zuvor  bezeichnete  Ziel  erreicht.  Wir 
haben  die  linearen  Systeme  von  Gewinden  classificirt  nach  ihrer  Aequi- 
valenz  in  Bezug  auf  die  Gruppe  F^^,  Die  gefundenen  Glassen  sind, 
mit  der  einen  hervorgehobenen  Ausnahme,  sämmtlich  auch  verschieden 
in  Bezug  auf  die  Gruppe  F^^,  und  die  in  Bezug  auf  F^^  verschiedenen 
Glassen  sind  sämmtlich  verschieden  in  Bezug  auf  I^^. 
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Die  durchgeführte  Classification  erstreckt  sich  auf  reelle  und  ima- 
ginäre Systeme  von  Oewinden;  ist  aber  ein  solches  System  reell;  so 
lässt  sich  die  angegebene  canonische  Form  stets  durch  redle  Transfor- 
mationen von  Fie  oder  F^^  herstellen. 

Durch  die  angestellten  Betrachtungen  ist  nun  zugleich  bereits  ein 
weiteres  Problem  gelöst.  Zu  den  Gruppen  F^g  und  F^g  sind,  wie  wir 
in  §  26  näher  ausgeführt  haben,  isomorph  die  Gruppen  G^^  und  G^^, 
deren  Baumelement  nicht  mehr  das  Gewinde,  sondern  der  Strahl,  ins- 
besondere der  Strahl  des  ersten  natürlichen  Continuums  (§  27  und  §  28) 
ist.  Die  analytischen  Formeln,  die  die  Gruppen  G^^  und  G^^  m  Coor- 
dinaten  erster  Art  darstellen,  sind  identisch  mit  den  zu  F^^  und  F^g 
gehörigen,  wenn  man  auf  der  einen  Seite  eigentliche  Gewinde,  auf  der 
anderen  deren  Hauptaxen  (S.  288),  also  eigentliche  Strahlen  betrachtet. 
Wir  haben  also  bereits  OMch  die  geometrischen  Oerter  dieser  Hauptaxen 
in  Bezug  avif  duale  und  radiale  Collineationen  cUissificirt.  Diese  geo- 
metrischen Oerter  aber  haben  ein  hervorragendes  Interesse  (vgl.  die 
Einleitung,  S.  227 — 228).  Wir  gehen  daher  den  ganzen  betrachteten 
Stoff  nunmehr  nochmals  durch,  und  fügen  dem  Gesagten  kurze  Be- 
schreibungen jener  Strahlenörter  hinzu.  Die  Strahlenörter  selbst  sind, 
wie  gesagt,  im  ersten  regulären  Continuum  (durch  analytische  Fort- 
setzung) zu  abgeschlossenen  Mannigfaltigkeiten  zu  ergänzen.  In  ent- 
sprechender Weise  ist  zu  verfahren  bei  den  weniger  interessanten 
Strahlenörtem,  die  aus  linearen  Mannigfaltigkeiten  uneigentlicher  Ge- 
winde entspringen,  und  die  der  Vollständigkeit  halber  wohl  ebenfalls 
kurz  betrachtet  werden  müssen. 

la),  Va). 

Ein  eigentliches  Gewinde  hat  eine  bestimmte  Hauptaxe  0,  Die 
Hauptaxen  der  eigentlichen  Gewinde  des  redproken  Gewebes  erfüUen  die 
ganze  Mannigfaltigkeit  der  eigentlichen  Strahlen,  mit  Ausschluss  derer, 
die  0  rechtwivMig  kreuzen,  Biese  sind,  zu  Parallelenbündeln  zusammen- 
gefasst,  Hauptaocen  der  oo^  uneigenüichen  Gewinde  des  Gewebes.  Jede 
eigentliche  Normode  von  0  aber  ist  Hauptaxe  eines  in  dem  Gewebe  entr 
haltenen  coaadalen  Büschels,  also  Hauptaxe  wuch  von  oc^  eigentlichen 
Gewinden  des  Gewebes. 

Jeder  eigentliche  Strahl  0  gehört  zu  (x>^  eigentlichen  Gewinden 
und  Geweben. 

Ib),  Vb). 
Ein  uneigenUiches  Gewinde  hat  cx>^  Hauptaxen  0,  die  die  eigent- 
lichen Strahlen  eines  ParalleJbündels  sind.     Bie  Hauptaxen  der  eigent- 
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liehen  Getvinde  des  reciproken  Gewebes  bilden  mit  den  Sirahlen  dieses 
Bündels  rechte  WinJcel,  Jede  von  ihnen  ist  Hauptaxe  eines  coaxialen 
Büschels  im  Gewebe. 

Die  zuletzt  genannten  Hauptaxen  bilden  also  die  Figur^  die  wir 
früher  —  unter  Beschränkung  auf  reelle  (Gerade  oder)  Strahlen  — 
Complex  der  Querlinien  eines  uneigentlichen  Linienkreuzes  genannt 
hatten.  Wir  ergänzen  nunmehr  die  besprochene  nicht  abgeschlossene 
Mannigfaltigkeit  im  ersten  regulären  Gontinuum^  und  erhalten  dann 
die  bereits  auf  S.  303  erklärte^  aus  eigentlichen  und  Punktstrahlen  be- 
stehende Mannigfaltigkeit,  den  planaren  Strahlencomplex. 

Jeder  planare  Strahlencomplex  wird  in  Strahlencoordinaten  zweiter 
Art,  wie  gesagt,  dargestellt  durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen 
diifdc^ydc^.  Es  giebt  also  oo^  solche  Complexe,  deren  jeder  aMe  oo* 
Punktstrahlen  enthält.  Jeder  von  ihnen  ist  mit  einem  uneigentlichen 
Gewinde  und  dem  reciproken  Gewebe  inyariant  verbunden.  Zwei  ver- 
schiedene planare  Gomplexe  durchdringen  einander  erstens  in  der  Con- 
gruenz  der  oo'  Punktstrahlen,  zweitens  in  einem  Parallelenbündel. 

Ha),  IV a). 

Ort  der  Hauptaxen  im  „allgemeinen"  Büschel  von  Getvinden  ist  ein 
ausschliesslich  von  eigentlichen  Strahlen  gebildetes  Band,  das  icir 
Strahlenkette  nennen*) 

£s  giebt  (xP  Strahlenketten,  deren  jede  zu  oo^  Büscheln  von  Ge- 
winden gehört.  Sämmtliche  oo^  Strahlen  einer  Eette  stehen  senkrecht 
auf  einem  eigentlichen  Strahl  0,  der  Hauptaxe  der  Eette.  Der  un- 
eigentliche Strahl  gleicher  Schicht,  der  die  Punktstrahlen  des  0  ent- 

*)  Der  hiermit  eingeführte  Begriff  deckt  sich  offenbar,  soweit  reelle  FigoreD 
in  Frage  kommen,  vollständig  theils  mit  dem  der  oo^  geradlinigen  Erzeugenden 
eines  Cylindroida  (S.  67),  theils  mit  dem  Begriff  eines  GeradenhüstheU  mit  eigent- 
lichem  Scheitel:   Beide  Figuren  sind   hier   nicht   zu   unterscheiden,    sie   können 
durch  reelle   duale  Collineationen  in  einander  übergeführt  werden.    Es   ist  aber 
wohl  darauf  zu   achten,   dass  diese  Identität  des  Begriffs  der  Strahlenkette  mit 
der  Vereinigung  zweier  bekannter  Begriffe  sich  nicht   auf  das  imaginäre  Gebiet 
erstreckt.     In   der   That   sind    die   Eigenschafben    der   Strahlenkette    trotz   dem 
erwähnten  Zusammenhang    grundverschieden   von    denen    des   Cylindroids.    Un- 
richtiges würde  man  z.  B.  aussagen,  wenn  man  den  Satz,   dass  die  Strahlenkette 
nur  aus  eigentlichen  Strahlen  besteht,  auf  das  Cylindroid  übertragen  und  behaupten 
wollte,    dass   dieses   auch  im   imaginären  Gebiete  nur  von   eigentlichen  Geradtn 
gebildet  wird.    Wollte  man  ferner  daraus,  dass  in  gewissen  Grenzlagen  das  Cy- 
lindroid, als  Ort  von  reellen  und  imaginären  Geraden  (z.  B.  beim  üebergang  von 
einem  reellen  Cylindroid  zu   einem   reellen   ebenen  Geradenbüschel)   in  mehrere 
analytisch-getrennte   Flächen   zerfällt,   den  Schlufs   ziehen,   dafs   auch   die  ent- 
sprechende Eette  zerfallen  müsste,  so  würde  das  nicht  minder  unrichtig  sein,  u.  s.  w. 
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haltenden  Parallelenbündels  tragt,  wird  als  Nehenaxe  der  Kette  bezeichnet 
werden  können.  Jede  Kette  liegt  also  in  einem  bestimmten  Normalen- 
netz,  nnd  daher  auch  in  einem  vöUig  bestimmten  planaren  Complex. 

Die  Gesammämt  aUer  StraMm  des  ersten  regulären  ContimmmSy 
die  auf  StrcMen  einer  Kette  senkrecht  stehen  y  lüdet  einen  Complex,  den 
wir  als  Kettencomplex  hemehnen. 

Kette  und  Kettencomplex  gehören  zu  verschiedenen  Blättern  (§  27). 
Wir  sagen,  sie  seien  zu  einander  reciproh 

Es  giebt  hiemach  cx>^  Kettencomplexe.  Jeder  enthält  cx>^  Punkt- 
strahlen, und  Ort  dieser  Punktstrahlen  ist  ein  uneigentlicher  Strahl, 
die  Nebenaxe  der  reciproken  Kette.  Die  Normalennetze  aller  dieser 
Punktstrahlen  erfüllen  den  planaren  Complex,  der  die  reciproke  Kette 
enthält.  Jeder  Kettencomplex  enthält  femer  einen  singtdären  Strahl  0, 
die  Hauptaxe  der  reciproken  Kette.  Der  Kettencomplex  enthält  über- 
dies das  ganze  Parallelenbündel,    dem  sein  singulärer  Strahl  angehört. 

Die  Hawpixtocen  der  eigentlichen  Gewinde  eines  Gebüsches  des  Typus 
IVa)  —  also  eines  „ctUgemeinen^'  Gebüsches  —  sind  die  eigenttichen 
Stahlen  eines  KeUencomplexes,  mit  Ausschluss  der  vom  singulären  Strahl 
verschiedenen,  aber  zu  diesem  parallelen  eigenüichen  Strahlen.  Diese 
Strahlen  sind  vidmehr  Smiptaxen  des]  uneigenUichen  Gewindes  im  Ge- 
büsch. Der  singulare  Strahl  selbst  aber  ist  Hauptaxe  eines  Büschels 
coaxialer  Gewinde  im  Gebüsch. 

Jeder  Kettencomplex  gehört  in  gleicher  Weise  zu  cx>^  Gebüschen; 
die  cx)^  zu  diesen  reciproken  Büschel  gehören  dann  zur  reciproken  Kette. 
Alle  die  genannten  Gebüsche  durchdringen  einander  in  dem  Büschel 
coaxialer  Gewinde,  deren  Hauptaxe  der  singulare  Strahl  0  des  Ketten- 
complexes  ist.     Sie  alle  enthalten  dasselbe  uneigentliche  Gewinde. 

üb),  IVb). 

Hauptaxen  der  eigentlichen  Gewinde  des  vorliegenden  speciellen  Büschels 
sind  die  eigentlichen  Strafden  eines  Pa/raUdenbüschels. 

Die  oc'  Hauptaxen  des  uneigentlichen  Gewindes  im  Büschel  liegen 
in  einem  Parallelenbündel,  das  das  genannte  Parallelenbüschel  nicht 
enthält:  Es  findet  also  beim  üebergang  zur  Grenze  eine  vollständige 
IHscontinuität  statt  (vgl.  S.  288). 

Die  Ha/uptaxen  der  eigenüichen  Gewinde  des  reciproken  Gebüsches 
sind  (abgesehen  von  denen  eines  sogleich  eu  nennenden  Bündels)  nicht 
senkrecht  ssu  den  Strahlen  des  ParaMelenbüschels.  Sie  sind  identisch 
mit  den  Strahlen  allgemeiner  Lage  eines  planaren  Complexes.  Ausge- 
nommen sind  nämlich  die  Strahlen  eines  Parallelenbündels,  wiederum  ab- 
gesehen von  denen  eines  Parallelenbüschels.    Dieses  letzte  Büschel  ist  zu 

8tad7,  Geometrie  der  Dynamen.  21 
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dem  mierst  genannten  (dem  Büschel  ersten  BlaMes)  redprok;  jeder  seiner 
eigentlichen  StraMen  ist  Hauptaxe  eines  Büschels  cocmaier  Gewinde  im 
Gdmsch,  also  Htmptaxe  von  oo^  eigentlichen  Gewinden  des  G-dmsches, 

Die  (X)'  Hauptazen  der  <x>^  uneigentlichen  Gfewinde  im  Gebüsch 
sind  die  eigentlichen  Strahlen  eines  zweiten  planaren  GomplexeSy  und 
dieser  durchdringt  den  ersten  (ausser  in  der  Congruenz  aller  Punkt- 
strahlen)  in  dem  erwähnten  Parallelenbündel.  Also  auch  hier  tritt  eine 
Discontinuität  im  Verhalten  der  Hauptaxen  ein,  wenn  man  von  eigent- 
lichen Gewinden  des  Gebüsches  zu  uneigenÜichen  übergeht.  Das  be- 
sprochene Pai-allelenbündel  allein  enthält  solche  Hauptaxen  uneigenir 
licher  Gewinde,  die  zugleich  Grenzlagen  sind  von  Hauptaxen  eigentlicher 
Gewinde. 

Sind  die  beiden  Oerter  von  Hauptaxen  eigentlicher  Gewinde  — 
alsO;  im  ersten  Blatt  das  Parallelenbüschel  und  im  zweiten  Blatt  der 
eine  planare  Gomplex  —  gegeben,  so  sind,  wie  zuvor  unter  Ha)  IV a) 
noch  cx>^  zugehörige  Gewindebüschel  und  zu  diesen  reciproke  Gebüsche 
vorhanden.  Ist  aber  nur  eine  von  beiden  Figuren  gegeben,  so  ist  die 
andere  in  gewissem  Grade  unbestimmt:  Zu  jedem  der  cx>^  Parallelen- 
büBchel  gehören  in  der  That  nicht  <x>\  sondern  cx>^  Büschel  von  Ge- 
winden, z.  B. 

0,    1  +  Aa,   0  \ 

0,  flS,    £    J 

Die  cx>*  reciproken  Gebüsche  sind  mit  oo^  planaren  Complexen 
verbunden,  die  einander,  ausser  im  Feld  aller  Punktstrahlen,  in  dem 
erwähnten  Parallelenbündel  des  zweiten  Blattes  durchdringen.  AUe 
oo^  Gebüsche  enthalten  dieselben  oo^  Büschel  coaxialer  Gewinde. 

üc),  IVc). 

Zu  einem  Büschel  coaxialer  Gewinde  gehört  ein  einziger  StraM  0 
als  HatJiptaoce  der  eigentlichen  Gewinde  des  Büschds. 

Die  cx>^  Hauptaxen  des  uneigentlichen  Gewindes  im  Büschel  sind 
zu  dem  Strahl  0  parallel. 

Die  oo'  eigentlichen  Gewinde  des  reciproken  Gebüsches  haben  ihre 
Hauptaxen  nicht  in  einem  Complex,  sondern  nur  in  einer  Congruenz; 
jede  eigentliche  Normale  von  0  ist  nämlich  HaMptaxe  eines  BüscMs 
coaaAaler  Gewinde  im  Gebüsch, 

Die  oo^  Hauptaxen  der  oo^  uneigentlichen  Gewinde  im  Gebfisch 
sind  die  eigentlichen  Strahlen  des  planaren  Complexes,  der  das  Nor- 
malennetz von  0  enthält. 

Es  giebt  cx)^  solche  Figuren. 


L 
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Hd),  IV d). 

Die  fiauptaxen  dieses  Büschels  uneigentlicher  Gewinde  bilden  eine 
Mannigfaltigkeit  von  dreifach  unendlich  vielen  Strahlen,  nämlich  die 
eigentlichen  Strahlen  eines  planaren  Complexes. 

Mit  diesem  ist  ein  Parallelenbündel  (des  anderen  Blattes)  verbun- 
den, dessen  Strahlen  zu  allen  Complexstrahlen  senkrecht  sind. 

Die  coaxialen  Büschel,  deren  Hauptaxen  Strahlen  dieses  Bündels 
sind,  erfüllen  das  reciproke  Gebüsch.  Dieses  enthält  alle  uneigentlichen 
Gewinde:  Jeder  eigentliche  Strahl  ist  daher  Hauptaxe  eines  uneigent- 
lichen Gewindes  im  Gebüsch. 

Es  giebt  cx)*  solcher  Figuren. 

nia),  Illa). 

Die  Hauptaxen  reciproker  aplanarer  Bündd  von  Gewinden  erfOUen 
zwei  StraMencongruenzen,  die  ausschliesslich  von  eigentlichen  Sirahlen  ge- 
bildet werden.  Jede  von  ihnen  besteht  oms  edlen  gemeinsamen  Normalen 
von  sämmUichen  Strahlenpaaren  der  anderen. 

Dieser  Satz  beruht,  in  seiner  Ausdehnung  auf  das  imaginäre  Ge- 
biet, wesentlich  auf  den  Begriffsbildungen  des  Strahls  und  der  Orthogo- 
nalilät  von  Strahlen;  man  darf  das  Wort  Strahl  nicht  durch  das  Wort 
Gerade  ersetzen. 

Es  giebt  oo^  Paare  solcher  Gongruenzen,  und  zu  jedem  Paar  ge- 
hören oo^  Paare  reciproker  Bündel  von  Gewinden. 

Wir  nennen  diese  Congruenaen  aplanare  Kettencongmenzen.  Je  zwei 
zusammengehörige  bezeichnen  wir  als  reciprok. 

Ein  doppelt  überdecktes  Strahlenbündel  mit  eigentlichem  Mittel- 
punkt ist  das  einfachste  Beispiel  zweier  solcher  Figuren. 

nib),  nib). 

Die  Hauptaocen  der  eigentlichen  Gewinde  zweier  reciproker  planarer 
Bündd  sind  d>enfaMs  die  eigentlidien  Strahlen  zweier  Congruenzen, 

Diese  ergänzen  wir,  durch  analytische  Fortsetzung,  zu  abgeschlossenen 
Continuis,  und  nennen  sie,  so  vervollständigt,  planare  Kettencongruenzen, 
Es  kommen  durch  die  Erweiterung  oo^  Punktstrahlen  zu  jeder  Gon- 
gruenz  hinzu. 

Es  giebt  cx>^  planare  Kettencongruenzen,  die  paarweise  als  reciprok 
zusammengehören. 

Die  Strahlen  einer  planaren  Kettencongruenz   lassen  sich  auf  oo^ 

ParaJldenbüschd  vertheüen,  deren  jedes  einen  der  oo^  Fwhktstrahlen  der 

Cangruenz  enthält    Die  zu  diesen  Büscheln  reciproken  oo^  ParcUlelerh 

büschd  erfuUen  die  reciproke  Congruenz. 

21  ♦ 
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Ein  doppelt  überdecktes  Strahlenfeld  (d.  h.  die  eigentlicheD  Strahlen 
einer  den  absoluten  Kegelschnitt  nicht  berührenden  Ebene,  durch  co' 
Punktstrahlen  ergänzt,  zweimal  gesetzt  und  auf  die  zwei  Blätter  rertbeilt) 
ist  das  einfachste  Beispiel  für  ein  Paar  reciproker  planarer  Eettencon- 
gruenzen  (vgl.  S.  302). 

Zu  jedem  Paar  gehören  oo^  Paare  reciproker  planarer  Gewinde- 
bündel. Alle  oo^  Bündel  derselben  Schicht  enthalten  dasselbe  uneigeni- 
liche  Gewinde.  Unter  den  oo^  Hauptaxen  dieses  Gewindes  ist  keine 
Grenzlage  von  Hauptaxen  eigentlicher  Gewinde  des  betrachteten  Bündels. 
Also  findet  beim  Uebergang  von  eigentlichen  Gewinden  des  planaren 
Bündels  zum  uneigentlichen  Gewinde  wiederum  eine  voUkornjoiene  Dis- 
continuität  statt.  Die  Nebenaxen  der  uneigentlichen  Gewinde  der  beiden 
reciproken  Bündel  schneiden  sich  niemals  reckkcinidig;  oder,  was  das- 
selbe ist,  die  Punktstrahlen,  deren  absolute  Polaren  diese  Nebenaxen 
sind,  sind  niemais  doppdirorihogonal  (S.  263). 

nie),  nie). 

Die  Rauptaxen  der  eigenüichen  Gewinde  der  beiden  reciproken  Bändd 
sind  in  diesem  Faüe  identisch  mit  den  eigentlichen  Strahlen  allgemeiner 
Lage  zweier  Normalennetsse  eigenäicher  Strahlen  O3,  0^,  die  einander 
rechtwinklig  schneiden.  Ausgenommen  sind  die  zu  0^  (0)  pa^aUden 
Normalen  von  O3  (0,),  während  0,  und  0^  selbst  Hauptaxen  coaäcialer 
Büschd  sind,  die  dem  einen  und  dem  anderen  Gewindebilndd  angehören. 

Es  giebt  cx>^  solcher  Figuren,  und  jede  gehört  zu  00^  Paaren  reci- 
proker Bündel.  Alle  00^  Bündel,  die  zu  dem  einen  Normalennetz  (0,) 
gehören,  durchdringen  einander,  in  dem  Büschel  coaxialer  Gewinde, 
dessen  Hauptaxe  die  Hauptaxe  0,  des  anderen  Normalennetzes  ist^ 
Alle  diese  Bündel  enthalten  dasselbe  uneigentliche  Gewinde,  und  dessen 
Hauptaxen  sind  parallel  zu  0^\  die  dem  Normalennetz  (Og)  angehorigen 
Strahlen  dieses  Parallelenbündels  sind  die  einzigen,  die  als  Grenzlagen 
von  Hauptaxen  eigentlicher  Gewinde  des  ersten  Gewindebündels  auf- 
gefasst  werden  können.  Jedes  der  beiden  Normalennetze  enthält  einen 
Punktstrahl. 

Zu  einem  Normalennetz,  in  dem  kein  einzelner  Strahl  ausgezeichnet 
ist,  gehören  natürlich  nicht  c»^,  sondern  00'  verschiedene  Gewinde- 
bündel. 

nid),  nid). 

In  diesem  Falle  sind  die  Hauptaxen  der  eigenüichen  Gewinde  der 
beiden  reciproken  Bündel  die  eigentlichen  Strahlen  zweier  Paralleienbünddy 
die  einander  nicht  rechtwinklig  durchsetzen. 

Die  Hauptaxen  der  00^  uneigentlichen  Gewinde  eines  jeden  Bfindels 
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Bind  die  eigentlichen  Strahlen  eines  planaren  Gomplexes;  sie  bilden 
rechte  Winkel  mit  den  Hauptaxen  der  eigentlichen  Gewinde  des  anderen 
Bündels. 

Solcher  Figuren  giebt'  es  oo^,  und  zu  jeder  gehören  cx>^  Paare 
reciproker  Bündel 

Zu  einem  einzelnen  Parallelenbündel  gehören  oo^  Bündel  von  Ge- 
winden, die  zu  je  oo^  verbunden  sind,  z.  B. 

1  -{-  ks,  Oy  0  \  (  1  —  k€y  —  ft,  —  V 

fta,       s,  0  \,  I        0,  £,        0 

V€,  0,    £    j  '  0,  0,  € 

In  dem  Schema  rechts  haben  wir  die  oo^  Bündel  von  Gewinden 
aufgeführt,  die  zu  denen  links  reciprok  sind. 

Dass  die  eigentlichen  Gewinde  zweier  reciproker  Bündel  zu  Gon- 
gruenzen  von  je  oo^  Hauptaxen  führen,  die  in  zu  einander  orthogo- 
nalen  Parallelenbündeln  lagen,  ist  nicht  möglich. 

nie),  nie). 

JDie  Hauptdxen  der  eigenüichen  Gewinde  der  beiden  reciproken  Bündel 
sind  nunmehr  die  eigenüichen  Strahlen  eweier  zu  einander  reciproker  Pa- 
raUdenhüschel.  Die  genannten  Gewinde  sind  damit  auf  je  oo^  coaocdalr 
Büschel  vertheüt 

Hauptaxen  der  uneigentlichen  Gewinde  beider  Bündel  sind  die 
eigentlichen  Strahlen  zweier  planarer  Gomplexe.  Die  Strahlen  des 
dem  ersten  Blatte  angehörigen  Gomplexes  kreuzen  oder  schneiden  recht- 
winklig  die  Strahlen  des  zum  zweiten  Blatte  gehörigen  Parallelen- 
büschels. 

Es  giebt  oo*  derartige  Figuren,  und  jede  ist  mit  einem  einzigen 
Paar  reciproker  Gewindebündel  verbunden. 

Elf). 

Die  cx>^  Gewinde  dieses  singulären  Bündels  haben  ihre  Hauptaxen 
in  den  oo^  eigentlichen  Strahlen,  deren  jeder  zu  einem  uneigentlichen 
Gewinde  als  Hauptaxe  gehört. 

SämmÜiche  angeführten  geometriscJien  Beziehungen  zwischen  linearen 
Systemen  von  Gewinden  und  den  Oertem  von  deren  Hauptaxen  werden 
nicht  zerstört  durch  zusammengehörige  Transformationen  der  Gruppen 
Fjg  und  Gi>j. 

Wir  werden  nunmehr  bis  auf  Weiteres  die  Gewinde  wieder  bei 
Seite  lassen,  und  werden  die  Oerter  der  Hauptaxen  selbst  einer  näheren 
Betrachtung  unterwerfen. 


326  in,  §  80.    Ein-  und  zweidimensionale  Ketten. 

Durch  die  letzten  üeberlegungen  werden  Untersuchungen  anderer  Mathe- 
matiker ergänzt  und  berichtigt  Man  hat  es  anscheinend  als  selbstrerstäiid* 
lieh  betrachtet,  dass  die  auf  einen  nicht  näher  bezeichneten  sogenannten 
aUgemeinen  Fall  sich  erstreckenden  Sätze  auch  in  allen  Grenzfällen  bestehen 
mftssten.  Dies  gilt  aber  nicht  einmal  von  den  Dimensionenzahlen  der  (in 
der  Litteratur  übrigens  anders  als  hier  erklärten)  Oerter  yon  Hauptaxen, 
wie  schon  aus  dem  längst  bekannten  Beispiel  der  coaxialen  Büschel  ent- 
nonmien  werden  kann. 


§  30. 
Ein-  und  sweidimensionale  Ketten. 

Die  Betraehtungen  des  vorigen  Paragraphen  zeigen,  dass  sich  im 
Ganzen  die  Reciprocitätsbeziehnngen  zwischen  linearen  Systemen  von 
Gewinden  in  den  geometrischen  Oertem  ihrer  Hanptaxen  nicht  auf 
einfache  Weise  widerspiegeln.  Zwar  sind  diese  Oerter  mit  den  linearen 
Systemen  invariant  verknüpft,  aber  die  Beziehung  zwischen  den  Systemen 
selbst  und  den  Oertem  ihrer  Hanptaxen  ist  verwickelt.  Steht  doch, 
wenn  ein  Ort  von  Hanptaxen  eigentlicher  Gewinde  eines  linearen 
Systems  gegeben  ist,  nicht  einmal  in  allen  Fallen  auch  nnr  die  Stufen- 
zahl (ieses  Systems  fest.  Indessen  lassen  unsere  Oerter  viel  einfacher« 
Eigenschaften  erkennen,  wenn  man  sie  unabhängig  von  der  Theorie 
der  Gewinde  betrachtet.  Die  Gesammtheit  dieser  Gebilde  wird  dann 
zweckmässiger  Weise  noch  durch  gewisse  weitere  irreducibele  Mannig- 
faltigkeiten er^nzt  werden,  die  zwar  nicht  selbst  als  Oerter  der  Hanpt- 
axen linearer  Systeme  von  Gewinden  gelten  können,  wohl  aber  Grenz- 
lagen solcher  Oerter  sind,  oder  Bestandtheile  von  solchen  (im  Folgenden 
mit  Sternen  *  bezeichnet).  Alle  diese  dem  ersten  regulären  Strahlen- 
continuum  angehörigen  Figuren,  die  theils  von  eigentlichen^  theils  von 
Punktstrahlen  gebildet  werden,  wollen  wir  in  einem  weiteren  Sinne 
des  Wortes  Ketten  nennen.  Wir  ordnen  sie  nach  der  Dimensionen- 
zahl, wie  folgt: 

Nüttdimensiondle  Ketten, 

Der  eigentliche  Strahl,     cx)^. 

*  Der  PunktstrahL     oo^ 

Eindimensionale  Ketten. 

Die  Strahlenkette  oder  „Eette^  schlechthin,     oo^. 
Das  ParallelenbüscheL     cx>^ 

*  Die  Punktkette,   d.  h.  der  uneigentliche  Strahl,   betrachtet  als 
Ort  aller  mit  ihm  vereinigten  Punktstrahlen,     oo^. 
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ZwddimensUmale  Ketten, 

Die  aplanare  Eettencongruenz.     od^. 
Die  planare  Eettencongruenz.     oo^. 

*  Die  cylindrische  Eettencongruenz*).     oo^. 

Das  .Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls^  das  ^^ormalennetz^' 
scUechthin.     oo*. 

Das  Parallelenbündel,     oo^. 

*  Die  Congruenz  (das  Feld)  aller  Punktstrahlen.     cx>^ 

DreidimensUmdle  Ketten. 

Der  aplanare  Eettencomplex  oder  ^^Eettencomplex^'  schlechthin.   cx>''. 

*  Der  irreducibele  conische  (Eetten-)  Gomplez^  der  Inbegriff  aller 
Parallelenbündel;  deren  Scheitel  einen  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
gelegenen  irreducibelen  E^elschnitt  erfüllen,     oo^. 

Der  planare  (Ketten)  Complex.     oo^ 

Vierdimensionale  Ketten. 
Das  (erste  natürliche)  Strahlencontinuum.     oo^. 

Diese  Liste  ist,  wie  wir  gleich  bemerken  wollen,  in  gewissem 
Sinne  vollständig.  Es  ViaBt  sich  aus  unseren  ferneren  Untersuchungen 
schliessen,  dass  sie  alle  irreducibelen  Strahlenmannigfaltigkeiten  um- 
fasst,  die  durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  S^iX^^;  ^kk 
dargestellt  werden  können;  und  ausserdem  entweder  Oerter  von  Haupt- 
axen  linearer  Gewindemannigfaltigkeiten  öden  Grenzlagen  derartiger 
Oerter  (Bestandtheile  yon  solchen)  sind. 

Einige  der  aufgezahlten  ^^Ketten'^  haben  Reciprocitätsbeziehungen; 
die  so  beschaffen  sind,  dass  die  Dimensionenzahlen  der  zusammen- 
gehörigen „redproken^^  Figuren  einander  zu  vier  ergänzen,  und  dass  jede 
die  andere  eindeutig  bestimmt,  nämlich: 


Erstes  Blatt: 

Strahlenkette. 
Aplanare  Eettencongruenz. 
Planare  Eettencongruenz. 

Eettencomplex. 


Zweites  Blatt: 

Eettencomplex. 

Aplanare  Eettencongruenz. 

Planare  Eettencongruenz. 

Strahlenkette. 


Einige  andere  der  genannten  Gebilde  gehören  in  Gruppen  zu  vieren 
zusammen,  derart,  dass  jedes  Element  einer  Gruppe  alle  übrigen  ein- 
deutig bestimmt: 


*)  Dieser  Begriff  wird  erst  später  erklärt  werden.    Der  Leser  möge   diese 
Zeile  einstweilen  als  nicht  vorhanden  betrachten. 
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Erstes  (eweites)  Blatt: 

Panktstrahl,  planarer 

Complex. 


Zweites  (erstes)  Blatt: 

Punktkette, 

Parallelenbündel. 


Jede  Strahlenkette  oder  jeder  Kettencomplex  ist  mit  einer  solchen 
Figur  invariant  verbunden,  und  jedes  Paar  reciproker  planarer  Eetten- 
congruenzen  mit  zvreien;  ebenso  jedes  Paar  reciproker  Parallelenbüschel 
mit  zv^ei  speciellen  Figuren  dieser  Art. 

Die  ein-,  zwei-  und  dreidimensionalen  Ketten  haben  för  die  radial- 
projective  Geometrie  eine  Bedeutung,  die  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
verglichen  werden  kann  mit  der  der  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  in 
der  projektiven  Geometrie  des  Raumes,  oder  der  Punkte,  Kreise,  (Mini- 
malgeraden) und  Kugeln  in  der  Geometrie  der  conformen  Gruppe  (der 
Inversionsgeometrie)  im  Räume.  So  specieU  sie  sind,  verdienen  sie  eine 
nähere  Betrachtung.  Die  Ketten  sind  von  grösserer  Bedeutung,  als  numche 
Figuren  von  viel  allgemeinerer  Art,  deren  Theorie  in  zahlreichen 
Fällen  Kenntniss  von  Eigenschaften  der  Ketten  voraussetzen  wird  (vgl. 
§  32).  Die  Theorie  der  Ketten  bildet  aber  selbst  bereits  einen  ziem- 
lich umfangreichen  und  zum  Theil  auch  schwierigen  Gegenstand.  Wir 
werden,  ohne  Vollständigkeit  erreichen  zu  wollen,  eine  Anzahl  von 
Sätzen  herleiten,  die  geeignet  sind,  die  Fruchtbarkeit  der  Gedanken 
erkennen  zu  lassen,  die  wir  in  den  §§  26... 28  auseinandergesetzt 
haben.  Wie  ein  Fortschritt  über  den  Gesichtskreis  der  Elementargeo- 
metrie hinaus  dadurch  bewirkt  worden  ist,  dass  man  eine  Classe  geo- 
metrischer Sätze,  solche  Sätze  nämlich,  die  durch  die  Transformationen 
einer  wichtigen  die  Bewegungen  umfassenden  Gruppe  —  die  CoUinea- 
tionen  und  Correlationen  —  unter  einander  vertauscht  werden,  für  sich 
betrachtet  und  ihren  Inbegriff  als  ein  besonderes  Ghmzes  behandelt  hat, 
so  wird  sich  ein  ähnlicher  und  zwar  ebenfalls  nicht  nur  stofflicher, 
sondern  principieUer  Fortschritt  vollziehen  müssen  durch  Zusammen- 
fassung und  systematische  Bearbeitung  solcher  Eigenschaften  geome- 
trischer Figuren,  die  nicht  zerstört  werden  können  durch  dual-  oder 
radial-projective  Transformationen.  Die  einfachsten  unter  den  zu  be- 
trachtenden Figuren  werden  dann  die  Ketten  sein. 

Die  Strählenkette. 

Das  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls  enthält  cx>'  Strahlen- 
ketten. Diese  triviale  Bemerkung  wird  bestimmter  gefasst  in  folgen- 
dem Satz: 

Im  Normalennetz  eines  eigentlicJien  Strahls  geht  durch  irgend  drei 
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eigenüiehe  Sirahlen,  deren  keine  zwei  paraUel  sind,  eine  einzige  Strahlen^ 
heUe*). 

Werden  die  drei  gegebenen  Strahlen  mit  X^,X^y  X^  bezeichnet^  so 
ist  nach  Voraussetzung (X^  X^  X^)  =  0,  aber  S  {X^Xj^  5^  =H  0  (i,  Ä= 1, 2, 3). 
Bedeutet  dann  Feinen  übrigens  beliebigen  eigentlichen  Strahl,  der  nicht 
demselben  planaren  Complex  angehört,  wie  das  betrachtete  Normalen- 
netz, so  wird 

(1)      X  -  tf,  ( y  X,  x«)  Xi  +  ff,  ( rx,  x,)  x,  +  *»  (  yx,  x,)  x, 

ein  beliebiger  Strahl  der  fraglichen  Kette,  wenn  man  unter  ö^:  6^:  6^ 
scälare  Yerhältnissgrössen  versteht,  deren  Summe,  ohne  dass  man  eine 
Beschrankung  einführen  würde,  gleich  Null  gesetzt  werden  darf.  Drei 
Grössen,  die  in  der  Beziehung 

(2)  e^i  +  (^2  +  ^s  =  0 

stehen,  können  aber  angesehen  werden  als  überzählige  homogene  Coor- 
dinaten  in  einem  binären  Gebiet  —  insbesondere  auch  in  dem  binären 
Gebiet,  das  von  allen  Punktstrahlen  gebildet  wird,  die  die  einzelnen 
Strahlen  der  Kette  ]*echtwinklig  schneiden,  mithin  als  homogene  Punkt- 
coordinaten  in  der  zugehörigen  Punktkette,  oder  der  Nebenaxe  der 
Strahlenkette  selbst. 

Wir  können  also  sagen,  dass  jede  StraMenkette  auf  die  zugehörige 
Punkßcette  perspectiv  und  damit  zugleich  projecHv  bezogen  sei;  mr  können 
die  Strahlenkette  (und  übrigens  auch  jede  andere  eindimensionale  Kette) 
als  Trägerin  eines  binären  Gliedes  betrachten.  Damit  haben  wir  schon 
erklärt,  was  unter  „projectiver''  Beziehung  einer  Strahlenkette  auf  eine 


*)  Wir  werden  weiterhin  eine  elementargeometrische  Constroction  der  Kette 
durch  drei  reelle  Strahlen  eines  Normalennetzes  angeben. 

Es  darf  yielleicht  bei  dieser  Gelegenheit  noch  darauf  hingewiesen  werden, 
dass  die  gewählte  Umgrenzung  der  Begriffe  in  gewissem  Grade  willkürlich  ist  — 
man  kann  z.  B.  unter  den  Begriff  der  ,,Strahlenkette"  auch  noch  gewisse  reduci- 
bele  Figuren  einbeziehen  —  und  dass  daher  manche  unserer  Sätze,  in  eben- 
falls zweckmässiger  Weise,  auch  anders  abgefasst  werden  können.  Nothwendig 
ist  aber,  dass  die  Begriffe  überhaupt  deutlich  erklärt  sind,  und  dass  auch  ganz 
evidente  Ausnahmen  nicht  „stillschweigend^^  oder  durch  den  völlig  inhaltsleeren 
Zusatz  „im  Allgemeinen^*  ausgeschlossen  werden.  Diese  verbreitete  Nachlässigkeit 
im  Ausdruck  ist  Folge  übler  Denkgewohnheiten  und  Ursache  wahrscheinlich  nicht 
weniger  Fehler  in  der  Oeometrie.  Wo  sie  gewohnheitsmässig  geübt  wird,  erhal- 
ten ganze  Disciplinen  eine  gallertartige  Stroctur.  Indem  wir  in  einem  Gebiete, 
das  gerade  in  dieser  Hinsicht  auf  unglaubliche  Weise  vernachlässigt  worden  ist, 
um  coirecte  Formulirungen  uns  wenigstens  ernsthaft  bemühen,  hoffen  wir  uns 
nicht  den  Vorwurf  der  Eleinkilbnerei  oder  Pedanterie  zuzuziehen,  sondern  den 
Dank  einsichtiger  Leser  zu  verdienen. 
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zweite  oder  auf  irgend  welche  andere  Trager  binarer  Gebiete  verstan- 
den werden  soll.  Alle  Strahlenketten  mit  parallelen  Hanptaxen  werden 
z.  B.  dadurch  projectiv  auf  einander  bezogen^  dass  man  parallele  Strahlen 
einander  zuordnet.  Femer  sind  natürlich  Strahlenketten ^  die  einander 
in  einer  radialen  Projectiyität  und  in  deren  Umkehrung  entsprechen, 
projectiv  auf  einander  bezogen. 

Ein  bereits  auf  S.  243  formulirter  Satz  kann  nunmehr  so  gefasst 
werden: 

,yX7m  die  Normalennetze  zweier  eigentlicher  Strahlen  in  allgemein- 
ster Weise  dtioZ- projectiv  auf  einander  zu  beziehen,  kann  man  drei 
verschiedenen  Strahlen  irgend  einer  Kette  des  ersten  ebensolche  Strahlen 
einer  Kette  des  zweiten  nach  Belieben  zuordnen.  Dadurch  ist  die  Be- 
ziehung beider  Netze  eindeutig  bestimmt.'' 

Liegt  eine  Kette  vor,  so  kann  man  beliebig  viele  Strahlen  der 
Kette,  die  drei  Strahlen  irgend  eines  Normalennetzes  verbindet,  durch 
blosses  Ziehen  von  gemeinsamen  Normalen  zwischen  nicht  parallelen, 
eigentlichen  Strahlen  finden. 

Wenn  eine  Strahienkette  und  ein  eigentlicher  StraM  0  nicht  dem- 
selben planarefi  Complex  angehören  —  wenn  also  0  die  Hauptaxe  der 
Kette  nicht  senkrecht  kreuzt  oder  schneidet  —  so  ist  der  Ort  aUer 
gemeinsamen  Normalen  zwischen  0  und  den  StraMen  der  Kette  eine  neue 
Kette,  die  auf  die  erste  projectiv  bezogen  ist 

Zwei  Ketten  in  solcher  Lage,  dass  jeder  Strahl  der  einen  Kette 
einen  bestimmten  Strahl  der  anderen  Kette  senkrecht  schneidet,  und 
umgekehrt,  werden  wir  als  zu  einander  perspectiv  bezeichnen  dürfen. 

Strählenketten  in  perspectiver  Lage  sind  also  durch  diese  ihre  Be- 
ziehung projectiv  auf  einander  abg^ildet. 

Wenn  zwei  projectiv  bezogene  Strahlenketten  (gleichen  Blattes)  mit 
nicht  parallelen  Hauptaxen  einen  Strahl  entsprechend  gemein  haben, 
so  ist  der  Ort  der  gemeinsamen  Normalen  entsprechender  Strahlen  — 
kürzer  das  Erzeugniss  —  beider  projectiver  Ketten,  eine  neue  Kette 
(des  anderen  Blattes),  die  zu  den  beiden  ersten  perspectiv  liegt. 

Zwei  verschiedene  Ketten  desselben  Normalennetzes  haben  stets 
zwei  (reelle  oder  imaginäre,  getrennte  oder  zusammenfallende)  Strahlen 
mit  einander  gemein,  deren  Bestimmung  die  Lösung  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  erfordert. 

Auf  jeder  der  co^  reellen  Ketten  eines  Normalennetzes,  die  sich  in 
denselben  beiden  conjugirt-imaginären  Strahlen  durchdringen,  bestimmen 
diese  eine  Livolution,  und  die  Punktepaare  aller  dieser  Involutionen 
sind  auf  dieselben  oc^  Paare  von  Parallelenbüscheln  vertheilt.  Durch 
den  gemeinsamen  „Sinn''  aller  dieser  Involutionen  kann  man  die  beiden 
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(nicht  paraUelen)  conjugirt-imagiDären  Strahlen  trennen.  Conjugirt- 
imaginare  parallele  oder  Punktstrahlen  können  in  entsprephender  Weise 
dargestellt  werden:  Daher  giebt  es  in  der  Oeometrie  der  radial-projec- 
tiven  Transformationen  eine  der  v.  Stau  dt 'sehen  Theorie  des  Imagi- 
nären analoge  Theorie. 

Keine  zwei  verschiedenen  Strahlen  einer  Kette  sind  parallel: 
Die  dualen  DoppeherhMtnisse  von  irgend  vier  verschiedenen  Strahlen 
einer  Kette  haben  sämmüich  hestimmte  und  zwar  scalare  Werihe,  Sie 
redudren  sich  auf  gewöhnliche  Dqppdverhältni-sse,  Umgekehrt,  liegen  vier 
Strahlen  eines  Normdiennetzes  mit  solchen  Doppelverhältnissen  stets  in 
einer  Kette,     (Vgl.  S,  244.) 

Die  aplanare  Kettencongruenz. 

Wieder  präcisiren  wir  zunächst  einen  schon  aufgestellten  Satz: 
Durch  irgend  vier  eigentliche  Strahlen  y   von  denen  keine  drei  dem- 
selben planaren  Complex  angehören ,  geht  eine  einzige  apUmare  Ketten- 
cangruenz. 

Sind  Xj,  X^,  Xj,  X^  die  gegebenen  Strahlen,  so  wird  jeder  Strahl 
X  der  fraglichen  Congruenz  mit  Hülfe   von  vier  der  Gleichung 

(3)  ^i  +  (fi  +  <^9  +  <5A^0 

genügenden  scalaren  Verhältnissgrössen  dargestellt  durch  den  Ausdruck 

(4)  ffi(X,X,XJX,  -  cAX,X,X,)X,  +  tf,(X,XiX,)X,- 

Die  Grössen  6^:  6^:  ö^:  6^  bilden  ein  System  von  „projectiven" 
Coordinaten  fQr  die  Gongruenzstrahlen:  Die  aplanare  Kettencongruenz 
ist  Trägerin  eines  temären  Gebietes^). 

Mit  jedem  ParaUelenbündel  —  ohne  irgend  eine  Ausnahme  —  hat 
die  Congruenz  einen  einzigen  Strahl  gemein.     Wir  können  sagen: 

Jede  aplanare  Kettencongruenz  liegt  zur  Congruenz  (zum  Feld)  aller 
PunktstraMen  perspectiv,  und  beide  Congruenzen  sind  dadurch  projectiv 
auf  einander  bezogen. 

Jede  aplanare  Kettencongruenz  kann  auf  jede  andere  dadurch  pro- 
jectiv bezogen  werden,  dass  man  vier  Strahlen  der  einen  vier  Strahlen 


*)  Fasst  man  die  nicht  accessorischen  Gongruenzstrahlen  als  Gerade  aaf, 
und  ergänzt  man  dann  deren  Mannigfaltigkeit  durch  Gerade  des  Minimalcom- 
plexes,  so  besteht  ein  entsprechender  Satz  im  Allgemeinen  nicht.  Alle  folgenden 
Sätze  nehmen  dann,  toenn  sie  correet  formtUirt  werden,  eine  sehr  viel  verwickeitere 
Gr^Btalt  an. 
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der  anderea  zuordnet;  vorausgesetzt,  daas  Ton  den  vier  Strahlen  keine 
drei  demselben  Normalennetz  (derselben  Kette)  angehören.  Die  pro- 
jective  Beziehung  kann  durch  eine  einzige  duale  Collineation  (Correla- 
tion)  lierTorgemfeD  werden.  Li^  eine  aplanare  Eettencongruenz  vor, 
so  kann  man  durch  blosses  Normaleoziehen  durch  irgend  vier  Strahleo, 
die  die  zuvor  genannte  Bedingung  erfOUen,  eine  Bolche  Congraenz 
l^en;  d.  h.  man  kann,  nachdem  Aber  die  projective  Zuordnung  ver- 
iUgt  ist,  zu  jedem  Strahl  der  ersten  Gongruenz  den  entsprechenden 
Strahl  der  zweiten  constmiren.  (Ja  man  kann  aogar  schon  einen  frei 
veränderlichen  Congruenzstrahl  constmiren,  sobald  man  nur  irgend 
eine  Strahlenkette  kennt.) 

Durch  Zuordnung  paralleler  Strahlen  werden  je  zwei  aplanare 
Kettencongruenzen  (gleichen  Blattes)  projectiv  auf  einander  abgebildet, 
und  diese  Abbildung  erfolgt  durch  eine  völlig  bestimmte  duale  Schie- 
bung oder  deren  entgegengesetzte  Transformation. 

Bezieht  man  eine  aplanare  Kettengruenz  projectiv  auf  die  Punkte 
einer  Ebene  (z.  B.  perspectiv  auf  die  Punkte  der  unendlich  fernen 
Shene),  so  werden  damit  die  in  der  Gongruenz  liegenden  Ketten  auf 
die  Geraden  derselben  Ebene  abgebildet.  Je  zwei  verschiedene  Gon- 
gruenzstrahlen  können  durch  eine  einzige  in  der  Gongruenz  gelegene 
Kette  verbunden  werden.  Je  zwei  solche  Ketten  durchdringen  ein- 
ander in  einem  einzigen  Strahl.  Die  Hauptaxen  aller  dieser  Ketten 
erfüllen  die  reciproke  Gongruenz,  deren  Strahlen  demnach  projectiv 
den  Geraden  jener  Ebene  zugeordnet  sind.  Punkt  und  Gerader  in 
vereinigter  I^age  entsprechen  einander  rechtwinklig  schneidende  Strahlen 
beider  Gongruenzen. 

In  dem  Normalennetz  irgend  eines  Strahls,  der  nicht  zur  recipro- 
ken  Gongruenz  gehört,  hat  die  aplanare  Gongruenz  einen  Strahl. 

Haben  zwei  Strableuketten  mit  nicht  parallelen  Hauptaxen  einen 
HtrabI  gemein,  so  können  sie  durch  eine  einzige  aplanare  Eettencon- 
tfnieHZ  verbunden  werden.  Die  reciproke  Gongruenz  ist  Ort  der  ge- 
meinsamen Normalen  von  je  zwei  verschiedenen  Strahlen  beider  Ketten. 

Jet/e  aplanare  Kettencongntem  gestattet  eine  achtgliedrige  mnfache 
Gruppe  von  dualen  CoUineoHonen.  Die  reciproke  Gongruenz  wird  in 
gleicher  Weise  durch  die  zugehörigen  discordanten  Transformationen 
tranitformirt. 

strahlen  irgend  einer  aplanaren  Kettencongruenz  können  dir 
nirt  werden,  dass  man  zwischen  den  sechs  Coordinaten  erster 
lineare  Gleichungen  mit  constanten  GoefGcienten  annimmt 
icienten  sind  beliebig,  müssen  jedoch  so  beschaffen  sein,  dass 
Bzug   auf   3l,j,   X,,,   3£i,    gebildete   Determinante    nicht   ver- 
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schwindet.     Die  Strahlen  der  Eettengruenz  können  daher  durch  Glei- 
chungen der  folgenden  Form  dargestellt  werden: 

(5)  Qn^oi  +  2m3£o2  +  ffjjXoö  +  SEji  =  0, 

281*01      I     ffw*02     I     ffM*08    T"  *12  ^^  ^* 

Dabei  darf  noch^  unbeschadet  der  Allgemeinheit, 

(6)  Ö'ii  +  2m  +  &8  =  0 

angeommen  werden.     Die  Darstellung  der  Kettencongruenz  in  Coordi- 
naten  zweiter  Art  wird  daher 

(7) 
«M^*  —  Qn^^  —  («22  —  999)^^9  —  Qii^^  +  in^^  +  S^n  =  0 , 

«IS  V  —  &i3£i*  —  (fts  —  «ii)3^3^  —  ?823^3£,  +  ^ijXjXg  +  3Ea2  =  0 , 

821*1  Jl2*2  (Sll         822)*1*2         ?18*2*8     I    228*8*1     1    *88  "^^  ^  • 

Die  reciproke  Congruenz  entsteht,  wenn  man  (3E  durch  U,  und 
zugleich)  q^^  durch  —  g^^  ersetzt. 

Die  Formeln  geben  unmittelbar  den  einem  vorgeschriebenen  Pa- 
rallelenbündel angehörigen  Strahl.  Ausserdem  lassen  sie  erkennen, 
dass  bei  Deutung  der  Grössen  X^S^jt;  ^kk  ^^^  homogener  Coordinaten  in 
einem  Gebiete  9.  Stufe  (S.  272)  jede  aplanare  Kettencongruenz  auf  eine 
rationale  sogenannte  Normalfläche*)  4.  Ordnung  abgebildet  wird,  und 
dass  dabei  den  <x>^  Ketten  in  der  Congruenz  die  cx>^  Kegelschnitte  auf 
dieser  Fläche  zugeordnet  werden. 


*)  Diese  Fläche  entsteht,  wenn  man  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  einer 
ebenen  Corve  2.  Classe  als  Punktcoordinaten  in  einem  Gebiete  6.  Stufe  deutet, 
als  Ort  der  Bilder  der  doppelt  zählenden  Punkte.  Sie  ist  Trägerin  eines  ternären 
Gebietes,  und  auf  die  Ebene  so  bezogen,  dass  einer  jeden  ebenen  Curve  n.  0. 
eine  Curve  2n.  0.  zugeordnet  wird.  Die  Fläche  ist  zuerst  von  Cayley  betrachtet 
worden,  dann  von  Yeronese,  nach  dem  italienische  Mathematiker  sie  benennen, 
und  Anderen.  Am  weitesten  gehen  wohl  Untersuchungen  des  Yerfassers,  Math. 
Ann.  Bd.  87,  S.  76  u.  ff.,  Bd.  40,  S.  677. 

Die  Bezeichnung  „Normalfläche^*  bezieht  sich  darauf,  dass  diese  Fläche 
nicht  als  Projection  einer  Fläche  4.  0.  aufgefasst  werden  kann,  die  erst  in  einem 
projectiven  Punktcontinuum  von  höherer  Dimensionenzahl  läge.  Dieselbe  Eigen- 
schaft kommt  freilich  auch  anderen  Flächen  4.  0.  zu,  und  auch  im  Baum  yon 
fönf  Dimensionen  noch  lassen  sich  vier  Familien  von  (rationalen)  Flächen  der 
Art  angeben  (die  projective  Gruppen  mit  den  Parameterzahlen  9,  8,  7,  6  gestat- 
ten). Die  Flächen  der  zweiten  Familie,  mit  denen  allein  wir  es  zu  thun  haben, 
sind  nicht  geradlinig. 
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Die  planare  Kettencongruenz. 

Die  planare  Eettencongruenz  enthält,  wie  die  aplanare,  oo*  Strahlen- 
ketten. Irgend  zwei  nicht  parallele  eigentliche  Gongraenzstrahlen  können 
auch  in  diesem  Falle  durch  eine  einzige  Kette  verbunden  werden.  Je 
zwei  dieser  Ketten  haben  einen  Congruenzstrahl  gemein.  Die  Haupt- 
axen  aller  dieser  Ketten  sind  die  eigentlichen  Strahlen  eines  Parallelen- 
bündels. Von  diesem  Bündel  sagen  wir,  dass  es  die  reciproke  Con^ 
grueng  hegleitet. 

Die  planare  Kettencongruenz  enthält  femer  oo^  Parallelenbüschel. 
Jeder  Congruenzstrahl  gehört  einem  dieser  Büschel  an.  Die  (x>^  Pa- 
rallelenbüschel, die  je  zu  einem  der  genannten  reciprok  sind,  erfüllen 
die  reciproke  Congruenz.  Aus  dieser  kann  man,  wie  soeben,  das  be- 
gleitende Parallelenbündel  der  ersten  Congruenz  ableiten.  Beide  Bündel 
sind  —  wie  bereits  bemerkt  —  niemals  zu  einander  orthogonal. 

Die  gemeinsamen  Normalen  zwischen  eigentlichen  Strahlen  einer 
planaren  Kettencongruenz  und  des  sie  begleitenden  Parallelenbündels 
sind  die  eigentlichen  Strahlen  der  reciproken  Congruenz. 

Jede  der  beiden  Congruenzen  enthält  endlich  oo^  Punktstrahlen, 
die  eine  Punktkette  bilden,  einen  anderen  Punktstrahl  in  jedem  Pa- 
rallelenbüschel. 

Alle  Strahlenketten  in  der  Congruenz  sind  dadurch  auf  deren 
Punktkette  projectiv  bezogen. 

Die  planare  Kettencongruenz  und  das  sie  hegleitende  ParaUden- 
hündd  enthalten  heide  dieselbe  PunktJcette. 

Die  planare  Kettengruenz  kann  auf  ein  ebenes  Geradenfeld  so  ab- 
gebildet werden,  dass  jedem  eigentlichen  Congruenzstrahl  eine  eigenÜiche 
Oerade  des  Feldes  entspricht,  und  umgekehrt.  Diese  Beziehung  erstreckt 
sich  aber  nicht  auf  die  oo^  Punktstrahlen  und  die  unendlich  ferne 
Gerade  des  Feldes:  Diese  sind  singulare  Elemente  der  Abbildung. 
(S.  302.)  Die  planare  Kettencongruenz  ist  also  nicht  Trägerin 
eines  ternären  Oehietes, 

Haben  zwei  Strahlenketten  mit  parallelen  aber  nicht  identischen 
Hauptaxen  einen  Strahl  gemein,  so  können  sie  darch  eine  einzige  pla- 
nare Kettencongruenz  verbunden  werden.  Diese  umfasst  alle  Parallelen- 
büschel,  die  yerschiedene  Strahlen  beider  Ketten  enthalten.  Der  Ort 
der  gemeinsamen  Normalen  von  je  zwei  verschiedenen  Strahlen  beider 
Ketten  besteht,  gehörig  erg^zt,  aus  einer  zweiten  planaren  Kettencon- 
gruenz, der  Reciproken  der  ersten,  und  aus  dem  diese  reciproke  Con- 
gruenz begleitenden  Parallelenbündel. 


j 
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Wenn  die  Hauptaxe  einer  gegebenen  Kette  (des  ersten  Blattes) 
nicht  in  einem  gegebenen  planaren  Complex  (des  zweiten  Blattes)  ent- 
halten ist^  so  bilden  alle  Strahlen  des  Complexes,  die  Strahlen  der 
Kette  senkrecht  schneiden^  eine  planare  Kettencongruenz. 

Wenn  eine  Strahlenkette  mit  keinem  Punktstrahl  einer  Punkt- 
kette durch  ein  Normalennetz  verbunden  werden  kann,  so  liegen  beide 
in  einer  völlig  bestimmten  planaren  Kettencongruenz. 

Jede  planare  Kettencongruenz  liegt  in  einem  bestimmten  planaren 
Complex.  Die  Parallelenbündel  dieses  Complexes  bilden,  zusammen 
mit  dem  Feld  aller  Punktstrahlen,  die  Normalennetze  der  Punktstrahlen 
der  reciproken  Congruenz.  Mit  jedem  anderen  planaren  Complex  hat 
die  Congruenz  ein  Parallelenbüschel  gemein. 

ÄUe  dv4Ü'(radiaJr)coUinear€n  Transfonnaiionen,  die  eine  planare 
KeUencongrtAem  in  Ruhe  lassen,  bilden  eine  continuirliche  Ghrwppe  mit  9 
(10)  Parametern.  Die  eigentlichen  Congruenzstralüen  werden  von 
diesen  Transformationen  gerade  so  unier  einander  vertauschty  wie  die 
eigentlichen  Geraden  einer  Ebene  durch  die  sechsgliedrige  Grruppe 
aUer  affinen  Tra/nsformationen. 

Im  Falle  des  (etwa  zum  ersten  Blatt  zu  rechnenden)  Strahlenfeldes 


(8) 


s,  0,  0 
0,  1,  0 
0,  0,   1 


werden  die  Coefficienten  o^^t  =  a^^  +  a^^«  (S.  224,  237)  in  den  Glei- 
chungen der  genannten  Gruppen,  oder  vielmehr  deren  duale  Verhält- 
nisse, gegeben  durch  das  Schema: 


(9) 


«11  +  «11«;     «12«;     «18« 
«»1«;     «22;       «2« 


«81« 


a 


82; 


a 


83 


{*-«ll(«22a88  —  «28«82)4=0}. 


Die    (eigentlichen)   Strahlen   des   Feldes   (8)    werden    hierbei   nur 
sechsgliedrig,  nämlich  so  vertauscht: 

3^8  =  Ä  •  OiiSEjj  +  «12X08  +  «183^08  ; 
(10)  3Eo2  =  ♦  +  (h2^0i  +  «283^08 ; 

3£os  =  *  +  «883^02  +  «88^^08 ; 

Die  gefundene  Gruppe  hat  eine  bemerkenswerthe  Structur: 
Die  erklärte  neungliedrige  Gruppe  enthalt  u,  A.   eine  acktgliedrige 
invariante  Untergruppe,  deren  Zusammensetzung  eine  Ausartung  der  Zu- 
sammensetzung  der  aMgemeinen  prqjectiven  Gruppe  der  Ebene  ist 
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In  der  That,  schreibt  man  die  allgemeine  projective  Grappe  in 
der  Ebene  so: 

x;  =  e„ari  +  c^^x^  +  c^^ar,         (t  =  1,  2,  3), 
setzt  man  sodann 

c^  =  ka^,    i^  =  aa   ,     ^«  =  0»«   , 

und  geht  man  zur  Grenze  A  =  0  über,  so  entsteht  ans  der  homogen 
geschriebenen  Parametergmppe  der  allgemeinen  projectiven  Grappe  die 
Parametergmppe  der  Untergmppe  von  (9),  die  sich  durch  die  Annahme 
4  =  1,  Oll  =  0  ergiebi  — 

um  dem  auf  S.  334  angeführten  Satze  negativen  Inhalts  eine 
positive  Wendung  zu  geben,  bilden  wir  die  planare  Eettencongmenz, 
der  Kürze  halber  sogleich  in  der  canonischen  Darstellung,  auf  eine 
Fläche  des  Gebietes  neunter  Stufe  ab,  indem  wir  die  Grössen  HiHj,,  3E^i 
als  projective  Punktcoordinaten  deuten  (S.  272).     Da  nach  Nr.  (8) 

3E,  =  0,    li^  =  0 

wird,  so  entsteht  eine  Flache,  die  in  einem  durch  die  Goordinaten 

bestimmten  Gebiet  fünfter  Stufe,  also  in  einem  Räume  von  vier  Dimen- 
sionen verlauft,  und  die  partieller  Durchschnitt  dreier  quadratischer 
Mannigfaltigkeiten  ist;  denn  es  bestehen  identisch  die  Gleichungen 

(11)  X,»  •  3E,«  -  (3E,X,)«  =  0, 

(12)     x,»-x„  +  3E,3e,.3e„  =  o,  3e,3e, •  3e„  +  3e,» •  3E„  =  0, 

Diese  Flache  ist  von  der  dritten  Ordnung.  Ihre  Punkte  werden 
auf  die  Geraden  6^:  6^:  6^, 

einer  Ebene  im  Allgemeinen-eindeutig  abgebildet  durch  die  Substitutionen 

wobei  indessen  einer,  der  „unendlich  fernen''  Geraden  6^  =  6^  =  0  alle 
Punkte  einer  auf  der  Flache  gelegenen  isolirten  Geraden  —  der  „LeU- 

zugeordnet  werden.  Jedem  Parallelenbüschel  (Tj  :  e^«  ^=  const.,  oder 
jedem  uneigentlichen   Punkt,   entspricht   eine   Gerade   auf  der  Flache 
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und  jedem  von  nicht  parallelen  Geraden  gebildeten  Büschel  oder  also 
jedem  eigentlichen  Punkt  61 :  Sg :  Ss  (5i  =f=  0)  ein  auf  der  Fläche  ent- 
haltener Kegelschnitt^  gelegen  in  der  Ebene 

Keine  dieser  cx)^  Ebenen  enthält  einen  Punkt  der  Leitlinie*,  alle  zu- 
gehörigen Kegelschnitte  sind  durch  die  geradlinigen  Erzeugenden  der 
Fläche  auf  die  Leitlinie  und  auf  einander  projectiv  bezogen.  —  Wir 
heben  das  Wesentliche  hiervon  in  folgender  Form  hervor: 

Nennen  v^rir  Narmalregelfläche  3.  Ordnung  das  Erzeugniss  einer  pro- 
jeetiven  Zuordnung  zv^rischen  den  Punkten  eines  irreducibelen  Kegel- 
schnittes und  den  Punkten  einer  Geraden^  die  die  Ebene  des  Kegel- 
schnittes nicht  triflft  —  der  Leitlinie  der  Fläche  —  so  können  wir 
sagen: 

Die  planare  Kettencongruenz  lässt  sich  ausnahnishs-eindeutig  und 
stelig  abbilden  auf  die  Pu/nkte  irgend  einer  Normalregelfläche  3.  Ordnung 
(die  in  einem  Baume  von  vier  Dimensionen  liegt).  Dabei  werden  den 
Strahlen  der  Punkfkette  in  der  Congruenz  projectiv  zugeordnet  die  Punkte 
der  Leitlinie;  jedem  der  00^  Pqrallelenbüschel  die  Punkte  einer  Erzeu- 
genden der  Fläche;  und  den  Strahlen  irgend  einer  der  00^  Ketten  die  ' 
Punkte  irgend  eines  auf  der  Fläclie  gelegenen  Kegelschnittes.  Dieser  ist 
durch  die  Erzeugenden  projectiv  auf  die  Leitlinie  bezogen. 

Man  ergänzt  leicht: 

Die  Normalregdfläche  3.  Ordnung  gestattet  eine  sechsgliedrige  pro- 
jective  Gruppe,  und  auf  diese  ist  die  Gruppe  aller  radial'  (oder  ducd-) 
eollinearen  Transformationen,  die  die  planare  Congruenz  in  BuJie  lassefi, 
(S.  335),  durch  die  Abbildung  (natürlich  meroedrisch-)  isomorph  bezogen.  — 

Projicirt  man  die  Normalregelfläche  3.  0.  in  den  dreifach  aus- 
gedehnten Raum,  d.  h.,  führt  man  an  Stelle  der  Grössen  ü^,  ^^^ 
3£sS  3Em,  Xs»  irgend  fünf  ganze  lineare  und  linear-unabhängige  Func- 
tionen von  ihnen  ein,  und  deutet  man  dann  vier  von  diesen  als  pro- 
jective  Goordinaten,  so  entsteht  —  wenn  das  Projectionsoentrum,  die 
letzte  Ecke  des  Coordinatenpentaeders,  nicht  gerade  auf  der  Fläche 
selbst  liegt  —  als  Projection  wieder  eine  ßegelfläche  3.  0.,  und  zwar 
kann  —  wie  sich  unschwer  zeigen  lässt  —  jede  beliebige  nicht  kegelför- 
mige Regelfläche  3.  0.  des  Raumes  als  eine  solche  Projection  aufgefasst 
werden.  Jede  dieser  Projectionen  ist,  als  Ort  ihrer  Punkte  betrachtet, 
durdtau^-eimletitig  auf  die  Normalfläche  selbst,  und  damit  auch  auf  die 
planare  Congruenz  abgebildet,  vorausgesetzt,  dass  man  jeden  Punkt 
der  Fläche  mit  der  gehörigen  Multiplicität  in  Anschlag  bringt. 

Study,  Geometrio  der  Dynamen.  22 
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Es  sind  zwei  (im  reellen  Gebiete  drei)  Fälle  zu  unterscheiden. 

Liegt  das  Projectionscentrum  nicht  auf  der  durch  die  Gleichung 
(11)  bestimmten^  mit  der  Normalregelfläche  invariant  -  verbundenen 
quadratischen  Mannigfaltigkeit^  so  entsteht  die  sogenannte  allgemeine 
Regelfläche  3.  0.  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes.  Sie  wird  auf  cx^- 
Arten  erzeugt  durch  eine  bestimmte  gerade  Punktreihe  und  einen  pro- 
jectiv  darauf  bezogenen  Kegelschnitt,  der  die  Gerade,  die  Leitlinie  der 
Fläche  nicht  trifft.  Sie  wird  insbesondere  auch  dadurch  erzeugt^  dass 
man  eine  auf  der  Leitlinie  gelegene  quadratische  Involution  projectiv 
bezieht  auf  die  Punkte  einer  zweiten  Geraden,  die  eine  Dappdlinie  der 
Fläche  ist.  Diese  Fläche  hängt  von  13  Constanten  ab,  und  gestattet 
eine  zweigliedrige  projective  Gruppe. 

Tritt  der  ausgeschlossene  Fall  ein,  so  entsteht  der  als  Cayley'sdie 
Fläche  bekannte  Grenzfall,  mit  12  Gonstanten  und  einer  dreigliedrigen 
projectiven  Gruppe.  Doppellinie  und  Leitlinie  haben  sich  vereinigt: 
die  Leitlinie  trifft  jetzt  jeden  der  oo^  Kegelschnitte,  mit  dem  zusammen 
sie  die  Fläche  erzeugt. 

Der  erste  Fall,  der  uns  h^er  allein  näher  interessirt,  wird  z.  B. 
dargestellt  durch  folgende  Projection  der  Normalfiäche: 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  3.  0.  ist 

(13)  x^  {x^^  +  x^^)  +  2xqX^x^  =  0 . 

Dies  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  bei  Deutung  von  x^ix^ix^xx^ 
als  rechtwinkligen  Cartesischen  Coordinaten,  ein  Cylindroid.  Die  Doppel- 
gerade x^=^  x^  =  0  verläuft  im  Endlichen,  die  Leitlinie  x^  =  x^=^0 
liegt  unendlich  fern.  Jedem  Punkt  x^ :  x^  der  Doppellinie  wird  durch 
die  Gleichung  selbst  ein  bestimmtes  Punktepaar  der  Leitlinie  zugeord- 
net; wenn  man  entsprechende  Punkte  durch  Gerade  verbindet,  so 
entsteht  die  Fläche. 

Die  planare  Kettencongruenz  ist  durchaus-eindeutig  auf  diese  Fläche 
so  abgebildet,  däss  den  cx)^  Punktstrahlen  die  Punkte  der  Leitlinie 
entsprechen,  den  Parallelenbüscheln  die  Erzeugenden,  und  den  Ketten 
die  c»*  Kegelschnitte  in  den  Tangentialebenen.  Atisgemnimen  hiervon 
ist  nur  eine  Kette,  deren  Strahlen  ihre  Bilder  auf  der  Doppelgeraden 
haben.  Im  reellen  Gebiete  verläuft  die  Doppelgerade  theilweise  isoliii 
Der  isolirte  Theil  ist  wegzulassen,  wenn  es  sich  um  die  Abbildung 
reeller  Strahlen  einer  reellen  Congruenz  handelt. 
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Das  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls. 

Benutzen  wir  sogleich  die  canonische  Form,  und  Coordinaten 
zweiter  Art,  so  wird  das  Normalennetz  des  eigentlichen  Strahls  dar- 
gestellt durch  die  Gleichungen 

(14)  Xi  =  0;    3E22  =  0,    3E33  =  0. 

Deuten  wir  die  hiemach  noch  übrig  bleibenden  Grössen 

X  2         XX  X  9        X 

als  homogene  Punktcoordinaten  in  einem  quatemären  Gebiet,  so  ergiebt 
sich  ohne  Weiteres: 

Das  Normalennetz  eines  eigentlichen  StraJds  lässt  sich  durchaus  ein- 
deutig -timJcehrbar  abbilden  a/tif  die  Punkte  eines  irredudhelen  Kegds 
zweiten  Grades^  und  zwar  ein  redles  Normalennetz  reell  auf  die  Punkte 
eines  reellen  Kegels*), 

Dabei  entspricht  der  Punktstrahl  des  Netzes  dem  Doppelpunkt  des 
Kegels;  den  ParaUelenbUscheln  des  Netzes  entsprechen  die  geradlinigen 
Erzeugenden  des  Kegds;  und  den  Ketten  des  Netzes  entsprechen  die  ebenen 
Schnitte  des  Kegds,  die  den  Doppelpunkt  nicht  enthalten. 

Also  auch  das  Normalennetz  ist  nicht  Träger  eines  temären  Ge- 
bietes. 

Die  dreizehngliedrige  (zwolfgliedrige)  Gruppe  aller  radialen  (dualen) 
CoUineationeny  die  das  Normalennetz  in  Buhe  lassen,  wird  durch  die 
angeführte  Äbbüdting  isomorph  bezogen  auf  die  sidyengliedrige  Gruppe 
aller  Collineationen,  die  den  Kegd  in  Buhe  lassen  (auf  deren  sechs- 
gliedrige  invariante  continuirliche  Untergruppe). 

Die  zuletzt  genannte  sechsgliedrige  Gruppe  ist  ein  Grenzfall  der 
sechsgliedrigen  continuirlichen  Gruppe  von  Collineationen ,  die  eine 
nicht-ausgeartete  Fläche  2.  Grades  in  Ruhe  lassen,  und  diese  ist,  wie 
bekannt,  und  wie  ohne  Weiteres  mit  Hülfe  stereographischer  Projec- 
tion  abgeleitet  werden  kann,  soweit  die  Punkte  der  Fläche  selbst  in 
Frage  kommen,  ähnlich  zur  Gruppe  der  eigentlichen  Möbius 'sehen 
Kreisverwandtschaften  (derer,  die  die  Winkel  nicht  umlegen).  Also 
ergiebt  sich: 

Die  sechsgliedrige  dual-prajective  Gruppe,  deren  Baumelement  der 
Strahl  des  Normalennetzes  ist,  kann  als  eine  Ausartung  der  Gruppe  der 

*")  Im  Liniencontinuüm  lässt  sich  (wie  bekannt  und  übrigens  selbstverständ- 
lich) das  Normalennetz  einer  Geraden,  die  nicht  dem  Minimalcomplex  angehört, 
eindeutig  abbilden  auf  die  Punkte  einer  Fläche  2.  Grades  von  nicht  verschwin- 
dender Discriminante. 

22* 
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eigentlichen  Möbitis' sehen  Kreisverwandtschaften  in  der  Ebene  aufgefassf 
werden. 

Ebenso  gehen  die  oo^  Vertauschungen  von  Strahlen  des  Nor- 
melennetzes durch  duale  Anticollineationen  aus  den  oo®  uneigentlichen 
Möbius'schen  Kreisverwandtschaften  hervor.  —  Man  kann  diese  Grenz- 
übergänge natürlich  auch  sehr  leicht  analytisch  durchführen. 

Die  oo^  Ketten  im  Normalermetz  vertreten  in  der  aus  dein  be^ach- 
teten  Grenzübergang  sich  ergebenden  Analogie  die  Stelle  der  oo'  nM 
zerfallenden  Kreise  in  der  Ebene,  Den  oo'*  zer&llenden,  nämlich  im 
reellen  Gebiete  auf  Punkte  (Punktkreise)  sich  reducirenden  Kreisen 
sind  Paare  von  Parallelenbüscheln  analog,  Figuren,  die  ihrerseits  als 
Grenzlagen  von  Ketten  aufgefasst  werden  können. 

Wie  man  in  der  Ebene  eine  eigentliche  (uneigentliche)  Kreisver- 
wandtschaft dadurch  bestimmen  kann,  dass  man  drei  verschiedenen 
Punkten  eines  irredtmbden  Kreises  drei  andere  nach  Belieben  zuord- 
net, so  wird  im  Normalennetz  die  duale  CoUineation  (Anticollineation) 
dadurch  eindeutig  bestimmt,  dass  man  drei  verschiedenen  Strahlen 
einer  Kette  drei  andere  nach  Belieben  zuordnet.  (S.  330.) 

Die  Geometrie  der  Inversionen,  und  nicht  minder  die  umfassendere 
Geometrie  der  conformen  Gruppe  in  der  Ebene  lässt  sich  (mit  übrigens 
sehr  wesentlichen  Aenderungen)  auf  die  Geometrie  im  Normalennetz 
übertragen.  Hier,  oder  in  der  Geometrie  auf  dein  Kegd  2.  Grades, 
findet  die  Theorie  der  synektischen  Functionen  einer  dualen  Veränder- 
lichen (S.  199)  eine  einfache  geometrische  Deutung, 

Durch  (imaginäre)  Correlationen  können  die  Punkte  eines  (reeUen) 
irreducibelen  Kegels  zweiten  Grades  übergeführt  werden  in  Ebenen, 
die  den  absoluten  Kegelschnitt  berühren.     Daraus  ergiebt  sich: 

Die  siebengliedrige  (sechsgliedrige)  Gruppe  aller  reellen  und  imagifiären 
radial'(dual-)  collinearen  Vertauschungen  der  Stralüen  eines  Nonnokn- 
netzes  ist  holoedrisch  (durchaus  eindeutig)  isomorph  zur  Gruppe  der 
reellen  und  imaginären  AehnUchleits^ansformaMonen  (Bewegungen)  im 
Baume, 

Beide  Gruppen  werden  so  isomorph  auf  einander  bezogen,  dass 
den  eigentlichen  Strahlen  des  Netzes  die  Ebenen  zugeordnet  werden, 
die  den  absoluten  Kegelschnitt  berühren,  und  den  oo^  reellen  und  ima- 
ginären Ketten  im  Netz  die  oo^  eigentlichen  reellen  und  imaginären 
Punkte  des  Euklidischen  Raumes.  Je  zwei  Ketten,  die  einander  be- 
rühren, entsprechen  zwei  Punkte  einer  eigentlichen  Minimalgeraden, 

Endlich  lässt  sich  die  genannte  siebengliedrige  Gruppe,  und  zwar 
auf  reeUem  Wege,  auch  dadurch  in  eine  projective  Gruppe  des  drei- 
fach  ausgedehnten   Raumes   überführen,    dass   man   die   Strahlen  des 
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Netzes-  auf  die    Geraden   einer  speciellen   Congruenz    1.  0.  1.  Gl.   ab- 
büdet     (S.  282,  283,  309.) 

Das  Parallelenbündel, 

Das  Parallelenbündel  (wie  selbstverständlich  auch  die  speciellste 
zweidimensionale  Kette,  das  Feld  aller  Punktstrahlen)  ist  wieder  Träger 
eines  temären  Gebietes.  Es  ist  also  bei  dem  folgenden  Satze  nicht 
nothwendig,  die  Punktstrahlen  und  die  uneigentlichen  Punkte  aus- 
zuschliessen. 

Von  der  fünfssehnr(vi€rzehn-)gliedriyen  Gruppe  aller  radialen  (dualen) 
CottinecUionen,  die  ein  Parallelenbündel  in  Ruhe  lassen,  werden  die 
Strählen  des  Bündels  selbst  ebenso  unter  einander  vertauscht,  wie  die 
Punkte  einer  Ebene  von  der  seclisgliedrigen  Gruppe  aller  affinen  Trans- 
formationen. 

(Vgl.  den  Satz  auf  S.  244.) 

Rechnen  wir  das  Bündel 

(15)  U,  =  0,    U8  =  0,    11,,  =  0 

zum  zweiten  Blatt  des  doppelt  überdeckten  ersten  natürlichen  Con- 
tinuums,  so  sind  die  Coef&cienten  in  den  Gleichungen  der  genannten 
Gruppen  (s.  S.  237)  der  Matrix  zu  entnehmen 


(16)        '  ß%\^}    ^«Ä  +  fta^?    &23  +  /'28« 

ftl«?    &82+/*82«?    ^»S  +  fts« 


{Wi'(piiK—KK)^^]' 


Die  Strahlen,  des  Bündels  werden  hierbei,  wenn  man  Coordinaten 
erster  Art  benutzt,  folgendermaassen  vertauscht  (Vgl.  Nr.  10): 

(17)  Mi,  =   /J,,Uoi  +  6,,U3x  +  K^n , 

Ul2  =     /J31U01  +  632^8!  +  &83U32  . 

Einschaltung,  Steiner' sehe  Flächen  betreffend. 

Die  radial -projectiven  Eigenschaften  der  untersuchten  Figuren 
hängen  nahe  mit  manchen  metrischen  zusammen.  Das  Studium  dieser 
letzten  Eigenschaften  soll  von  uns  ebenfalls  nicht  vernachlässigt  werden; 
es  veranlasst  uns  hier  zunächst  zu  einem  Einschub.  — 

Projicirt  man  die  auf  S.  333  erwähnte  rationale  Normalfläche 
4.  Ordnung  aus  dem  Raum  von  fünf  Dimensionen  in  eine  krumme  Fläche 
des  dreifach  ausgedehnten  Raumes,  so  kommt  man  zu  einer  Familie  von 


342  m,  §  30.    Ein-  und  zweidimensionale  Ketten. 

algebraischen  Flächen,  die  das  Gemeinsame  haben^  dass  die  homogenen 
Coordinaten  eines  veränderlichen  Punktes  als  ganze  rationale  homo- 
gene Functionen  zweiten  Grades  (quadratische  Formen)  von  drei  Ver- 
hältnissgrössen  dargestellt  werden  können.  Diese  Flächen  sind  dadurch, 
im  Allgemeinen -eindeutig,  auf  ein  ebenes  Funktfeld  abgebildet,  derart, 
dass  jedem  ebenen  Schnitt  eine  Curve  2.  0.  entspricht;  and  zwar  ist 
die  Abbildung  völlig  eindeutig,  wenn  diese  oo*  Curven  2.  0.,  die  em 
lineares  System  vierter  Stufe  bilden,  vier  bewegliche  Schnittpunkte, 
also  keinen  gemeinsamen  Punkt  haben.  Die  genannten  Flächen  heissen 
unter  dieser  Voraussetzung,  die  damit  gleichbedeutend  ist,  dass  sie  die 
Ordnung  vier  haben,  Steiner'sche  Flächen.  Wir  werden  weiterhin  mehr- 
fach von  Flächen  dieser  Art  reden  müssen.  Wir  stellen  daher,  anter 
Verzicht  auf  Formeln,  von  ihrer  bekannten  Theorie  zur  Bequemlich- 
keit des  Lesers  soviel  zusammen,  als  zum  Verständniss  des  Weiteren 
noth wendig  ist*). 

Der  nicht  selten  allein  betrachtete  sogenannte  allgemeine  Fall 
einer  Steiner'schen  Fläche  ist  der,  in  dem  die  Curven  2.  Glasse,  die  zu 
den  oo'  Bildern  der  ebenen  Schnitte  conjugirt  (Poldreiecken  dieser 
Curven  eingesehrieben)  sind,  eine  —  zu  dem  Kegelschnittsystem  „reci- 
proke^'  —  Schaar  mit  vier  getrennten  Basislinien  bilden,  die  dann, 
doppelt  zählend,  als  ausgeartete  Curven  2.  0.,  zu  dem  System  4.  Stufe 
gehören,  und  dieses  bestimmen.  Auch  wir  betrachten  der  Kürze  halber 
näher  nur  diesen  einfachsten  Fall. 

Die  genannte  Schaar  von  Curven  2.  Cl. .  enthält  dann  drei  ge- 
trennte Punktepaare,  die  conjugirt  sind  zu  allen  Curven  2.  0.  des 
Systems  4.  Stufe,  die  Paare  von  Gegenecken  des  von  den  vier  Basis- 
linien  gebildeten  vollständigen  Vierseits,  Paare  von  Geraden  in  der 
Ebene  also,  die  von  zweien  dieser  Punktepaare,  und  daher  auch  vom 
dritten,  harmonisch  getrennt  werden,  haben  zu  Bildern  im  Räume  Paare 
von  Kegelschnitten  auf  der  Steiner'schen  Fläche,  die  deren  Durchschnitt 
mit  je  einer  ihrer  Tangentialebenen  bilden**).     Nunmehr  ergiebt  sich, 


*)  Vgl.  insbes.  Glebsch,  Journal  f.  Mathematik  Bd.  67  (1866). 

**)  Nach  einem  Satze  von  Picard  sind  die  Steiner' sehen  die  einzigen  nicht- 
geradlinigen  Flächen,  deren  ebene  Schnitte  rationale  Curven  sind.  (Journal  f. 
Math.  1886,  Bd.  101,  S.  71;  vgl.  Guccia,  Rend.  Palermo  1  —  diese  Arbeit  d.  V. 
unzugänglich.)  Nach  einem  Satze  von  Kronecker,  den  Herr  Castelnuovo 
bewiesen  hat  (Rend.  dell'  Acc.  dei  Lincei,  ser.  V,  v.  III,  1  —  1894  —  p.  22)  sind 
sie  die  einzigen  algebraischen  nicht -geradlinigen  Flächen  mit  oc'  zerfallen- 
den ebenen  Schnitten.  Endlich  soll,  nach  einer  uncontrollirbaren  Angabe  (eben- 
da) Herr  Darboux  gezeigt  haben,  dass  die  Steiner  sehen  Flächen  und  ihre  Greni- 
fälle  die  einzigen  Flächen  (des  12,)  mit  mehr  als  oo^  Kegelschnitten  sind. 
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erstens^  dass  die  Fläche^  als  Ort  ihrer  Tangentialebenen^  vier  Doppel- 
ebenen hat^  deren  jede  längs  eines  Kegelschnittes  (eines  Bestandtheils 
der  parabolischen  Cnrve  der  Fläche)  berührt,  dessen  Bild  eine  der 
vier  Basislinien  ist.  Zweitens,  dass  die  Fläche,  als  Ort  ihrer  Punkte, 
drei  Doppelgerade  hat:  Irgend  zwei  Punkten,  die  auf  einer  Diagonale 
des  vollständigen  Yierseits  liegen,  und  durch  die  zugehörigen  Ecken 
harmonisch  getrennt  werden,  entspricht  nur  ein  Punkt  im  Räume. 
Drittens,  dass  diese  drei  Dqppelgeraden  sich  in  einem  dreifachen  Punkt 
der  Fläche  schneiden,  dem  Bilde  der  drei  Diagonalschnittpunkte  des 
Vierseits,  der  Ecken  des  gemeinsamen  Poldreiseits  der  Schaar  von  Curven 
2.  Classe.  Viertens  folgt,  dass  diese  Curven  selbst,  als  Orte  von 
Punkten  betrachtet,  »die  Bilder  der  HaupUangentencurven  der  Steiner- 
schen  Fläche  sind.  Wenn  nämlich  eine  Curve  2.  0.  des  Systems 
4.  Stufe  in  getrennte  gerade  Linien  zerfällt,  so  wird  jeder  ihrer  beiden 
Bestandtheile  von  einer  Curve  2.  Cl.  der  reciproken  Schaar  berührt; 
und  da  diese  Curve  zu  dem  Linienpaar  conjugirt  ist,  so  muss  der 
Berührungspunkt  im  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  liegen.  Eine 
Tangentialebene  der  Fläche  also,  die  weder  Doppelebene  ist,  noch  zu 
einem  Punkt  auf  einer  der  drei  Doppelgeraden  gehört,  durchsetzt 
diese  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten,  von  deren  Schnittpunkten  drei 
auf  den  Doppelgeraden  liegen,  während  die  Tangenten  im  Berührungs- 
punkt der  Ebene  übereinstimmen  mit  den  Tangenten  der  Bilder  jener 
beiden  Curven  2.  Classe,  die  durch  den  in  der  ebenen  Abbildung  zu- 
geordneten Punkt  gehen. 

Die  HaupUangentencurven  der  Steiner'schen  Fläche  sind  also  Bilder 
von  gewissen  oo^  Kegelschnitten,  und  daher  rationale  Baumcurven  4,  Ord- 

« 

nung,  die  die  in  den  Doppelebenen  gelegenen  Kegelschnitte  je  einmal 
berühren*);  als  GrenzfäUe  sind  dazu  zu  rechnen  die  drei  Doppelgeraden 
der  Fläche,  jede  doppelt  überdeckt. 

Der  dreifache  Punkt  der  Fläche  ist  ein  sogenannter  triplanarer 
Knotenpunkt,  mit  drei  verschiedenen  Tangentialebenen.  In  jedem  anderen 
Punkt  einer  der  drei  Doppelgeraden  hat  die  Fläche  zwei  Tangential- 
ebenen, und  diese,  die  im  Allgemeinen  getrennt  sind,  vereinigen  sich 
in  zwei  uniplanaren  Knotenpunkten  der  Fläche,  die  auf  Gegenkanten 
des  von  den  Doppelebenen  gebildeten  Tetraeders  liegen,  und  durch 
deren  jeden  also    zwei   von   den   Berührungscurven   der  Doppelebenen 


*)  Nach  einem  Satze  des  Verfassers  (Leipz.  Ber.  1886,  S.  3)  ist  umgekehrt 
jede  solche  Curve  Haupttangentencurve  auf  eivier  Steiner' sehen  Fläche.  Ein 
Modell  der  Steiner' sehen  Fläche,  auf  dem  Haupttangenten  curven  verzeichnet  sind, 
ist  erschienen  im  Verlag  von  L.  Brill  (jetzt  M.  Schilling  in  Halle). 


' !  L  i^  30.    Ein-  und  zweidimenBionale  Ketten. 


.1  .  ou.     Diese  uniplanaren  Knotenpunkte  sind  Verzweigungs- 
:i    iie  drei  doppelt  überdeckten  Geraden  der  Flache. 


»cirachtete  ^^allgemeine^'  Steiner'sche  Fläche  hangt  von  fünf- 

lauten  ab.     Sie  ist  durch  das  Tetraeder  ihrer  Doppelebenen 

iuli  ihren  dreifachen  Funkt  eindeutig  bestimmt,  und  hat  daher, 

^  ^.  ...ü>ci'  CoUineationen,  keine  absolute  Invariante.    Sie  gestattet  dem- 

.,.1   »lur  eine  Gruppe   von  (4.3.2.1)  discreten  Gollineationen.     Cor- 

v;:4u\   zu  ihr  ist  die  Flache  3,  0.  mit  vier  getrennten  Knotenpunkten. 

Weniger  genau  untersucht  als  die  allgemeine  Steiner'sche  Flache 

Miivl  deren  Ausartungen,    Diese  können  aber  in  ähnlicher  Art  behandelt 

v^eiJun,  wie  die  allgemeine  Fläche  selbst.     Es   giebt  ihrer  zwei,  die 

iu>ch  von    der  vierten  Ordnung  sind,   und  von  vierzehn  und  dreizehn 

l'unjitauten  abhängen.     Ausserdem  giebt  es  Ausartungen  der  Steiner- 

Hi'heu  Fläche,  deren  Ordnung   sich    dadurch   erniedrigt,   daas   bei   der 

Abbildung  auf  die  Ebene  Punkte  der  Unbestimmtheit  auftreten,  Flachen 

i^Uo,  die  nicht  in  allen  Fällen  Trägerinnen  temärer  Gebiete  sein  werden. 

Bleiben  die  bei  der  Parameterdarstellung  benutzten  vier  quadra- 

ÜMcben  Formen  linear- unabhängig,   so   sind,  wie  leicht  zu   erkennen, 

folgende  Beductionen  möglich: 

la)  Die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  haben  einen  Punkt  gemein, 
und  die  reciproke  Kegelschnittschaar  besteht  aus  einander  doppelt  be- 
rührenden Curven  2.  Classe  (unter  denen  sich  jener  Punkt  findet,  ver- 
doppelt und  dann  als  Curve  2.  Classe  betrachtet).  Es  ergid)t  sich, 
als  Ausartung  der  Steiner'schen  Fläche,  die  allgemeine  Begdfläche  3,  Ord- 
nung des  dreifach  ausgedehnten  Baumes  (S.  338). 

Ib)  Ebenso,  aber  die  Kegelschnittschaar  besteht  aus  einander 
vierpunktig  berührenden  Curven  2.  Classe. 

Es  entsteht,  als  zweite  Ausartung  der  Steinerschen  Fläche,  die 
Cayleif  sehe  Fläche  3,  Ordnung  (S.  338),  deren  Leitlinie  zugleich  Doppel- 
linie ist. 

Diese  Fläche  ist,  wie  wir  bereits  erkannt  haben,  eindeutig  und 
durchaus  stetig-abbildbar  auf  die  allgemeine  Regelfläche  3.  0.;  auch  sie 
ist  also  nicht  Trägerin  eines  temären  Gebietes. 

2  a)  Die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  haben  zwei  getrennte  Punkte 
gemein.  Die  reciproke  Schaar  von  Curven  2.  Classe  besteht  aus  lauter 
Punktepaaren,  die  eine  Involution  bilden.  Man  erhält  eine  Fläche  3.  Ord- 
nung von  nicht  verschwindender  Discriminante,  auf  der  ein  Punkt  aus- 
gezeichnet ist. 

Die  Beziehung  ist,  im  projectiven  Sinne,  eine  stereographisdie  Pro- 
jection. 
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2  b)  Die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  berühren  alle  dasselbe  Linien- 
element.   Man  erhält  eine  irreducibele  Kegdfläche  2,  Ordnung, 

Uebrigens  kann  auf  verschiedene  Weisen  auch  noch  eine  Ebene 
als  Ausartung  der  Steiner'schen  Flächen  auftreten,  wenn  nämlich  die 
genannten  vier  quadratischen  Formen  linear-abhängig  werden. 

Stellt  man  diQ  Steiner'sche  Fläche  durch  eine  Gleichung  zwischen 
quaternären  Goordinaten  dar^  so  behält  sie  in  Grenzfällen  ihre  Ordnung 
bei.  Es  scheiden  sich  dann  von  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 
lineare  Factoren  ab,  wie  wir  weiterhin  an  Beispielen  sehen  werden. 

Fusspunktcurven  und  Fusspunkt flächen  der  ein-  und 

zweidimensionalen  Ketten. 

In  §  28,  S.  294  haben  wir  den  Begriff  des  Fusspunktes  eines  eigent- 
lichen Punktes  in  Bezug  auf  einen  nicht-accessorischen  Strahl  oder 
eine  gerade  Linie  eingeführt.  Beziehungen  dieser  Art  sind  natürlich 
nicht-invariant  gegenüber  radialen  GoUineationen ;  sie  gehören  zur 
Gruppe  der  Aehnlichkeitstransformationen.  Mit  Hülfe  der  Fusspunkte 
aber  lässt  sich  mehreren  der  zuvor  nachgewiesenen  Abbildungen  eine  be- 
sonders anschauliche  Form  geben;  wir  nehmen  deshalb  diesen  Gegen- 
stand nunmehr  nochmals  auf.  Um  uns,  unbeschadet  einer  correcten  -4ms- 
druckstceise,  Tcurz  fassen  zu  können,  beschränken  wir  uns  in  dem,  was 
folgt,  auf  reelle  Figuren,  Also  nur  för  solche  wird  uneingeschnlnkte 
Geltung  der  nachfolgenden  Behauptungen  in  Anspruch  genommen. 

Die  Formeln  §  28,  Nr.  13  lassen  ohne  Weiteres  erkennen,  dass 
der  Ort  der  Fusspunkte  eines  eigentlichen  Punktes  o  in  Bezug  auf  die 
Strahlen  eines  Gylindroids  eine  Curve  2.  Glasse  sein  muss,  die  sich  auf 
ein  doppelt  überdecktes  Linienstück  dann  und  nur  dann  reduciren 
wird,  wenn  o  auf  der  Hauptaxe  des  Gylindroids  liegt.  Durch  Pro- 
jection  parallel  zur  Hauptaxe  auf  eine  zu  dieser  senkrechte  Ebene  geht 
aus  dem  Gylindroid  ein  Strahlenbüschel  hervor,  und  für  dieses  ist  der 
Ort  der  Fusspunkte  ein  Kreis.     So  kommt  man  zu  dem  Satz: 

Alle  eigentlichen  Punkte  auf  demselben  Strahl  0'  parallel  zur  Haupt- 
axe 0  eines  Gylindroids  haben  in  Bezug  auf  dessen  Strahlen  diesdbe 
Fusspunktcurve,  Diese  ist  eine  Ellipse,  gelegen  auf  dem  durch  0  und  0 ' 
gehenden  EotaMonscylinder,  der  die  Verbindungsebene  beider  Strahlen  zur 
Symmetrieebene  hat  Die  Ebene  der  Ellipse  ist  Tangentialebene  des  Cylin- 
droids  in  ihrem  Schnittpunkt  mit  dem  Strahl  0\  Cylindroid  und  Ellipse 
liegen  zu  einander  perspectiv  und  sind  dadurch  projectiv  auf  einander 
bezogen. 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter  der  folgende  Satz,  der  eine  einfache 
elementargeometrische  Definition  des  Gylindroids  enthält,  und  sofort  zur 


336  ni,  §  80.    Ein-  und  zweidimensionale  Ketten. 

In  der  That^  schreibt  man  die  allgemeine  projective  Orappe  in 
der  Ebene  so: 

<  =  c^iTi  +  c^^x^  +  c^jj;,        (i  =  1,  2,  3), 
setzt  man  sodann 

c,i  =  Aajj^,     ^8  ^^  ^    ;     ^8  =^  ^8    ; 

^1  '^^  ^^81?       ^32  "^  %2    >      ^82  '^^  ^88     7 

und  geht  man  zur  Grenze  >l  =»  0  über^  so  entsteht  aus  der  homogen 
geschriebenen  Parametergruppe  der  allgemeinen  projectiren  Gruppe  die 
Parametergruppe  der  Untergruppe  von  (9),  die  sich  durch  die  Annahme 
i  =  1,  «11  =  0  ergiebt.  — 

Um  dem  auf  S.  334  angeführten  Satze  negativen  Inhalts  eine 
positive  Wendung  zu  geben,  bilden  wir  die  planare  Eettencongruenz, 
der  Kürze  halber  sogleich  in  der  canonischen  Darstellung,  auf  eine 
Fläche  des  Gebietes  neunter  Stufe  ab,  indem  wir  die  Grössen  'SL^'ü^y  'S,^^ 
als  projective  Punktcoordinaten  deuten  (S.  272).     Da  nach  Nr.  (8) 

3£^  =  0,    3Eii  =  0 

wird,  so  entsteht  eine  Fläche,  die  in  einem  durch  die  Coordinaten 

y«yy     x  ^    x      x 

*2   7     *2*'87     *8   7     *227     ^88 

bestimmten  Gebiet  fünfter  Stufe,  also  in  einem  Räume  von  vier  Dirnen- 
sionen  verläuft,  und  die  partieller  Durchschnitt  dreier  quadratischer 
Mannigfaltigkeiten  ist;  denn  es  bestehen  identisch  die  Gleichungen 

(11)  3E,».3E,*-(3E,X,)»  =  0, 

(12)  3E,»-X„  +  3E,X,.X„==0,    X,3E,  •  X„  +  X.« •  I,,  =  0, 

Diese  Fläche  ist  von  der  dritten  Ordnung.  Ihre  Punkte  werden 
auf  die  Geraden  6^\6^i  6^^ 

einer  Ebene  im  Allgemeinen-eindeutig  abgebildet  durch  die  Substitutionen 

wobei  indessen  einer,  der  „unendlich  fernen'^  Geraden  e^=^  6^  =  0  alle 
Punkte  einer  auf  der  Fläche  gelegenen  isolirten  Geraden  —  der  „Leä- 

zugeordnet  werden.  Jedem  Parallelenbüschel  6^\6^  ^==^  const.,  oder 
jedem  uneigentlichen   Punkt,   entspricht   eine   Gerade   auf  der   Fläche 
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und  jedem  von  nicht  parallelen  Geraden  gebildeten  Büschel  oder  also 
jedem  eigentlichen  Punkt  5i :  5j :  Ss  (5i  =4=  0)  ein  auf  der  Flache  ent- 
haltener Eegelschnitty  gelegen  in  der  Ebene 

Keine  dieser  cx)^  Ebenen  enthält  einen  Punkt  der  Leitlinie;  alle  zu- 
gehörigen Kegelschnitte  sind  durch  die  geradlinigen  Erzeugenden  der 
Fläche  auf  die  Leitlinie  und  auf  einander  projectiv  bezogen.  —  Wir 
heben  das  Wesentliche  hiervon  in  folgender  Form  hervor: 

Nennen  wir  NarmalregdfläcJie  3.  Ordnung  das  Erzeugniss  einer  pro- 
jectiven  Zuordnung  zwischen  den  Punkten  eines  irreducibelen  Kegel- 
schnittes und  den  Punkten  einer  Geraden^  die  die  Ebene  des  Kegel- 
schnittes nicht  triflFt  —  der  Leitlinie  der  Fläche  —  so  können  wir 
sagen: 

Die  planare  KeUenconff)nienz  lässt  sich  ausnahmslos-eindeutig  und 
stetig  ahbüden  auf  die  Punkte  irgend  einer  Normcdregelfläclie  3,  Ordnung 
(die  in  einem  Baume  von  vier  Dimensionen  liegt).  Dabei  werden  den 
Strahlen  der  PunJcfkette  in  der  Congruem  projectiv  zugeordnet  die  Punkte 
der  Leitlinie;  jedem  der  oo^  Pqrailelenbüschd  die  Punkte  einer  Erzeu- 
genden der  Fläche;  und  den  Strahlen  irgend  einer  der  oo^  Ketten  die 
Punkte  irgend  eines  auf  der  Fläclie  gelegenen  Kegelschnittes,  Dieser  ist 
durch  die  Erzeugenden  projectiv  cmf  die  Leitlinie  bezogen. 

Man  ergänzt  leicht: 

Die  Normalregdfläche  3.  Ordnung  gestattet  eine  sechsgliedrige  pro- 
jective  Gruppe,  und  auf  diese  ist  die  Gruppe  aller  radial-  (oder  ducd-) 
cdlinearen  Transformationen,  die  die  planare  Congruenz  in  Buhe  lassen, 
(S.  335),  durch  die  Abbildung  (natürlich  mero'edrisch-)  isomorph  bezogen.  — 

Projicirt  man  die  Normalregelfläche  3.  0.  in  den  dreifach  aus- 
gedehnten Raum^  d.  h.,  führt  man  an  Stelle  der  Grössen  di^^,  dc^Ji^, 
^^f  ^7  ^88  i^g^i^d  ftlnf  ganze  lineare  und  linear-unabhängige  Func- 
tionen von  ihnen  ein,  und  deutet  man  dann  vier  von  diesen  als  pro- 
jective  Goordinaten,  so  entsteht  —  wenn  das  Projectionscentrum,  die 
letzte  Ecke  des  Coordinatenpentaeders,  nicht  gerade  auf  der  Fläche 
selbst  liegt  —  als  Projecfcion  wieder  eine  ßegelfläche  3.  0.,  und  zwar 
kann  —  wie  sich  unschwer  zeigen  lässt  —  jede  beliebige  nicht  kegelför- 
mige Regelfläche  3.  0.  des  Raumes  als  eine  solche  Projection  aufgefasst 
werden.  Jede  dieser  Projectionen  ist,  als  Ort  ihrer  Punkte  betrachtet, 
durdmus-eindeiUig  auf  die  Normalfläche  selbst,  und  damit  auch  auf  die 
planare  Congruenz  abgebildet,  vorausgesetzt,  dass  man  jeden  Punkt 
der  Fläche  mit  der  gehörigen  Multiplicität  in  Anschlag  bringt. 

Study,  Geometrie  der  Dynamen.  22 


338  ni,  §  30.    Ein-  und  zweidimensionale  Ketten. 

Es  sind  zwei  (im  reellen  Gebiete  drei)  Falle  zu  unterscheiden. 

Liegt  das  Projeetionscentrum  nicht  auf  der  durch  die  Grieichung 
(11)  bestimmten^  mit  der  Normalregelfläche  invariant  -  verbundenen 
quadratischen  Mannigfaltigkeit^  so  entsteht  die  sogenannte  allgemeine 
Regelfläche  3.  0.  des  dreifach  ausgedehnten  Baumes.  Sie  wird  auf  ex- 
Arten  erzeugt  durch  eine  bestimmte  gerade  Punktreihe  und  einen  pro- 
jectiv  darauf  bezogenen  Kegelschnitt,  der  die  Gerade,  die  Leiäinie  der 
Fläche  nicht  trifft.  Sie  wird  insbesondere  auch  dadurch  erzeugt^  da^s 
man  eine  auf  der  Leitlinie  gelegene  quadratische  Involution  projectiv 
bezieht  auf  die  Punkte  einer  zweiten  Geraden,  die  eine  Doppellinie  der 
Fläche  ist.  Diese  Fläche  hängt  von  13  Constanten  ab^  und  gestattet 
eine  zweigliedrige  projective  Gruppe. 

Tritt  der  ausgeschlossene  Fall  ein,  so  entsteht  der  als  Cayley'sclie 
Fläche  bekannte  Grenzfall,  mit  12  Constanten  und  einer  dreigliedrigen 
projectiven  Gruppe.  Doppellinie  und  Leitlinie  haben  sich  vereinigt; 
die  Leitlinie  trifft  jetzt  jeden  der  oo^  Kegelschnitte,  mit  dem  zusammen 
sie  die  Fläche  erzeugt. 

Der  erste  Fall,  der  uns  h^er  allein  näher  interessirt,  wird  z.  B. 
dargestellt  durch  folgende  Projection  der  Normalfläche: 

Xq  Tj  ==  Äj",       Xq  -p  X^  =  X^  j       X^  ^3  *=  Ä22  >       •^2  "T"  ^3  ^^^  "^SS  * 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  3.  0.  ist 

(13)  x^{x^^  +  x^^)  +  2xqX^x^  =  0 . 

Dies  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  bei  Deutung  von  x^ix^ix^ix^ 
als  rechtwinkligen  Cartesischen  Coordinaten,  ein  Cylindraid.  Die  Doppel- 
gerade iFj  =  iCj  =  0  verläuft  im  Endlichen,  die  Leitlinie  x^  =  jr^  =  0 
liegt  unendlich  fern.  Jedem  Punkt  x^ :  x^  der  Doppellinie  wird  durch 
die  Gleichung  selbst  ein  bestimmtes  Puuktepaar  der  Leitlinie  zugeord- 
net; wenn  man  entsprechende  Punkte  durch  Gerade  verbindet,  so 
entsteht  die  Fläche. 

Die  planare  Kettencongruenz  ist  durchaus-eindeutig  auf  diese  Fläche 
so  abgebildet,  däss  den  cx)^  Punktstrahlen  die  Punkte  der  Leitlinie 
entsprechen,  den  Parallelenbüscheln  die  Erzeugenden,  und  den  Ketten 
die  oo^  Kegelschnitte  in  den  Tangentialebenen.  Ausgenammeti  hiervon 
ist  nur  eine  Kette,  deren  Strahlen  ihre  Bilder  auf  der  Doppelgeradeu 
haben.  Im  reellen  Gebiete  verläuft  die  Doppelgerade  theilweise  isolirt 
Der  isolirte  Theil  ist  wegzulassen,  wenn  es  sich  um  die  Abbildung 
reeller  Strahlen  einer  reellen  Congruenz  handelt. 
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Das  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls. 

Benutzen  wir  sogleich  die  canonische  Form,  und  Coordinaten 
zweiter  Art,  so  wird  das  Normalennetz  des  eigentlichen  Strahls  dar- 
gestellt durch  die  Gleichungen 

{U)  $1  =  0;    3E28  =  0,    3E,3  =  0. 

Deuten  wir  die  hiernach  noch  übrig  bleibenden  Grössen 

x «      XX       X  i      X 

als  homogene  Punktcoordinaten  in  einem  quatemären  Gebiet,  so  ergiebt 
sich  ohne  Weiteres: 

Das  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls  lässt  sich  durchaus  ein- 
(leutig- umkehrbar  abbilden  auf  die  Punkte  eines  irreducibden  Kegels 
zweiten  Grades,  und  ztmr  ein  reelles  Normalennetz  reell  auf  die  Punkte 
eines  reellen  Kegels  *). 

Dabei  entspricht  der  Punktstrahl  des  Netzes  dem  Doppelpunkt  des 
Kegels;  den  Parallelenbüscheln  des  Netzes-  entsprechen  die  geradlinigen 
Erzeugenden  des  Kegels;  und  den  Ketten  des  Netzes  entsprechen  die  ebenen 
Schnitte  des  Kegels,  die  den  Doppelpunkt  nieht  enthalten. 

Also  auch  das  Normalennetz  ist  nicht  Träger  eines  temären  Ge- 
bietes. 

Die  dreizehngliedrige  (zicolfgliedrige)  Gruppe  aller  radialen  (dualen) 
Collineationen,  die  das  Normalennetz  in  Buhe  lassen,  wird  durch  die 
angeführte  Abbildung  isomorph  bezogen  auf  die  siebengliedrige  Gruppe 
aller  Cdlineationen,  die  den  Kegd  in  Buhe  lassen  (auf  deren  sechs- 
gliedrige  invariante  continuirliche  Untergruppe), 

Die  zuletzt  genannte  sechsgliedrige  Gruppe  ist  ein  Grenzfall  der 
sechsgliedrigen  continuirlichen  Gruppe  von  Collineationen ,  die  eine 
nicht-ausgeartete  Fläche  2.  Grades  in  Ruhe  lassen,  und  diese  ist,  wie 
bekannt,  und  wie  ohne  Weiteres  mit  Hülfe  stereographischer  Projec- 
tion  abgeleitet  werden  kann,  soweit  die  Punkte  der  Fläche  selbst  in 
Frage  kommen,  ähnlich  zur  Gruppe  der  eigentlichen  Mo  bin s 'sehen 
Kreisverwandtschaften  (derer,  die  die  Winkel  nicht  umlegen).  Also 
ergiebt  sich: 

Die  sechsgliedrige  diial-projective  Gruppe,  deren  Baunieletnent  der 
Strahl  des  Normalennetzes  istj  kann  als  eine  Ausartung  der  Gruppe  der 

*)  Im  Liniencontinuum  lässt  sich  (wie  bekannt  und  übrigens  selbstverständ- 
Hell)  das  Normalennetz  einer  Geraden,  die  nicht  dem  Minimalcomplex  angehört, 
eindeutig  abbilden  auf  die  Punkte  einer  Fläche  2.  Grades  von  nicht  verschwin« 
dender  Discriminante. 

22* 
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eigentlichen  Möbius'scken  Kreisverwomdtschaften  in  der  Ebene  aufgefasst 
werden. 

Ebenso  gehen  die  oo^  Vertauschungen  von  Strahlen  des  Nor- 
melennetzes durch  duale  AnticoUineationen  aus  den  oo^  uneigentlichen 
Möbius'schen  Kreisverwandtschaften  hervor.  —  Man  kann  diese  Qrenz- 
über^nge  natürlich  auch  sehr  leicht  analytisch  durchführen. 

Die  oo^  Ketten  im  Nonnalennetz  vertreten  in  der  aus  dem  betrach- 
teten Grenzübergang  sich  ergebenden  Analogie  die  Stdle  der  oo'  nicht 
zerfallenden  Kreise  in  der  Ebene.  Den  <x>^  zerfellenden,  nämlich  im 
reellen  Gebiete  auf  Punkte  (Punktkreise)  sich  reducirenden  Kreisen 
sind  Paare  von  Parallelenbüscheln  analoge  Figuren,  die  ihrerseits  als 
Grenzlagen  von  Ketten  aufgefasst  werden  können. 

Wie  man  in  der  Ebene  eine  eigentliche  (uneigentliche)  Kreisver- 
wandtschaft dadurch  bestimmen  kann,  dass  man  drei  verschiedenen 
Punkten  eines  irreducibden  Kreises  drei  andere  nach  Belieben  zuord- 
net, so  wird  im  Normalennetz  die  duale  CoUineation  (AnticoUineatioD) 
dadurch  eindeutig  bestimmt,  dass  man  drei  verschiedenen  Strahlen 
einer  Kette  drei  andere  nach  Belieben  zuordnet.  (S.  330.) 

Die  Geometrie  der  Inversionen,  und  nicht  minder  die  umfassendere 
Geometrie  der  conformen  Gruppe  in  der  Ebene  lässt  sich  (mit  übrigens 
sehr  wesentlichen  Aenderungen)  auf  die  Geometrie  im  Normalennetz 
übertragen.  Hier,  oder  in  der  Geometrie  auf  dein  Kegel  2.  Grades, 
findet  die  Tlieorie  der  synektischen  Fundionen  einer  dualen  Veränder- 
lichen (S.  199)  eine  einfache  geometrische  Deutung. 

Durch  (imaginäre)  Correlationen  können  die  Punkte  eines  (reeUen) 
irreducibelen  Kegels  zweiten  Grades  übergeführt  werden  in  Ebenen, 
die  den  absoluten  Kegelschnitt  berühren.     Daraus  ergiebt  sich: 

Die  siebengliedrige  (sechsgliedrige)  Gruppe  aller  redien  und  imaginären 
radial-(dual')  collinearen  Vertauschungen  der  Strahlen  eines  Nomialen- 
netzes  ist  holoedrisch  (durchaus  eindeutig)  isomorph  zur  Gruppe  der 
reellen  und  imaginären  Aehnlichkeitstransformationen  (Bewegungen)  im 
Baume. 

Beide  Gruppen  werden  so  isomorph  auf  einander  bezogen,  dass 
den  eigentlichen  Strahlen  des  Netzes  die  Ebenen  zugeordnet  werden, 
die  den  absoluten  Kegelschnitt  berühren,  und  den  oo^  reellen  und  ima- 
ginären Ketten  im  Netz  die  cx»^  eigentlichen  reellen  und  imaginären 
Punkte  des  Euklidischen  Raumes.  Je  zwei  Ketten,  die  einander  be- 
rühren, entsprechen  zwei  Punkte  einer  eigentlichen  Minimalgeraden« 

Endlich  lässt  sich  die  genannte  siebengliedrige  Gruppe,  und  zwar 
auf  reeUem  Wege,  auch  dadurch  in  eine  projective  Gruppe  des  drei- 
fach  ausgedehnten   Raumes   überführen,    dass   man   die    Strahlen  des 
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Netzes-  auf  die   Geraden   einer  speciellen   Congraenz    1.  0.  1.  Gl.   ab- 
büdei     (S.  282,  283,  309.) 

Das  Parallelenbündel. 

Das  Parallelenbündel  (wie  selbstverständlich  auch  die  speciellste 
zweidimensionale  Kette,  das  Feld  aller  Punktstrahlen)  ist  wieder  Träger 
eines  temären  Gd>ietes.  Es  ist  also  bei  dem  folgenden  Satze  nicht 
nothwendig,  die  Punktstrahlen  und  die  uneigentlichen  Punkte  aus- 
zuschliessen. 

Von  der  fünfeehnr(vierzehn')gli€drigen  Gruppe  aller  radialen  (dualen) 
CdlineaMonen,  die  ein  ParaUdmbündd  in  Ruhe  lassen,  tierden  die 
Strählen  des  Bündels  selbst  ebenso  unter  einander  vertauscht,  wie  die 
Punkte  einer  Ebene  von  der  sechsgliedrigen  Gruppe  aller  affinen  Trans- 
formationen. 

(Vgl.  den  Satz  auf  S.  244.) 

Rechnen  wir  das  Bündel 

(15)  U8  =  0,    11,  =  0,    U„  =  0 

zum  zweiten  Blatt  des  doppelt  überdeckten  ersten  natürlichen  Gon- 
tinuums,  so  sind  die  Goefficienten  in  den  Gleichungen  der  genannten 
Gruppen  (s.  S.  237)  der  Matrix  zu  entnehmen 


(16)  ß^^€,  fcaa  +  As^j  628  +  /J28« 


{*/&ll-(&2«^S— &22^2)  +  0}. 


Die  Strahlen,  des  Bündels  werden  hierbei,  wenn  man  Goordinaten 
erster  Art  benutzt,  folgendermaassen  vertauscht  (Vgl.  Nr.  10): 

(17)  U;i=    ßn^i  +  h^^i  +  ^nA,, 

U12  =     /J31U0I  +  ^32^81  +  688U82  • 

Einschaltung,  Steiner' sehe  Flächen  betreffend. 

Die  radial -projectiven  Eigenschaften  der  untersuchten  Figuren 
hängen  nahe  mit  manchen  metrischen  zusammen.  Das  Studium  dieser 
letzten  Eigenschaften  soll  von  uns  ebenfalls  nicht  vernachlässigt  werden; 
es  veranlasst  uns  hier  zunächst  zu  einem  Einschub.  — 

Projicirt  man  die  auf  S.  333  erwähnte  rationale  Normalfläche 
4.  Ordnung  aus  dem  Baum  von  fünf  Dimensionen  in  eine  krumme  Fläche 
des  dreifach  ausgedehnten  Raumes,  so  kommt  man  zu  einer  Familie  von 
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die  MaximahcM  unabhängiger  Strahlen  in  der  Punktkette  und  im 
Parallelenbüschel  zweij  in  der  Strahlenkette,  im  Parallelenbündel  und  im 
unendlich  fernen  Punktfeld  drei,  im  Normalennetz  vier,  in  der  planaren 
Kettencongruenz  ßinf,  und  in  der  aplanaren  Eettencongruenz ,  sowie 
im  planaren  Complex  sechs  betnLgt.  Wir  verwenden  nun  den  einge- 
führten BegriflF  weiter,  wie  folgt: 

Wenn  ßmf  Strahlen  eines  planaren  Gomplexes  zusammen  mit  dem 
singulären  Punktstrahl  des  Complexe^  eine  Figur  von  sechs  unabhängigen 
Strahlen  bilden,  so  liefen  sie  in  einer  einzigen  planaren  Kettencongrtienz. 

Wenn  vier  Strahlen  eines  planaren  Complexes  zusammen  mit  dem 
singulären  Punktstrahl  des  Complexes  eine  Figur  von  fünf  unabliängigen 
Strahlen  bilden,  so  gehören  sie  einem  bestimmten  van  oo^  Strahlen  gebil- 
deten Band  an,  und  dieses  ist  das  vollständige  Durchdringungsgebüde 
je  zweieti^  von  den  oo^  planaren  Congruenzen,  die  die  vier  Strahlen  ent- 
halten. 

Da  die  (x>^  planaren  Gongruenzen  durch  lineare  Combinationen 
zweier  Gleichungen  der  Form  (5)  dargestellt  werden,  so  können  wir 
sagen,  dass  sie  ein  Büschel  bilden.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  zu 
diesem  Büschel  auch  eine  Congrnenz  gerechnet  werden  muss,  die  nicht 
selbst  eine  planare  Congruenz  ist,  sondern  nur  ein  Grenzfall  einer 
solchen.  Alle  Gongruenzen  dieser  Art  entstehen,  wenn  die  bei  der 
Gleichung  (5)  gemachte  Voraussetzung  durch  die  andere  ^i=  0  ersetzt 
wird.  Wir  nennen  eine  solche  Gongruenz,  wenn  sie  irreducibel  ist, 
d.  h.  nicht  in  mehrere  analytisch -getrennte  Gongruenzen  zerfallt^,  eine 
cylindrische  Kettencongruenz ,  und  haben  dann  offenbar  den  Satz: 

Durch  das  genannte  Strahlenband,  die  „Basis^^  des  Büschels  planarer 
Gongruenzen,  geht  eine  einzige  im  Büschel  enthedtene  cylindrische  Ketten- 
congruenz, oder,  wenn  nämlich  die  Basis  selbst  redudbel  ist,  an  ihrer 
StaU  eine  zerfallende  Congruenz.     (Vgl.  S.  327.) 

Die  Bedingung,  unter  der  eine  Gleichung  von  der  Form  (5)  wirk- 
lich eine  cylindrische  Gongruenz  darstellt,  reducirt  sich  auf  Grund  der 
Daliegungen  auf  S.  337  auf  die  Bedingung,  unter  der  eine  Normal- 
regelfläche 3.  0.  von  einem  ebenen  Gebiet  vierter  Stufe  in  einer  inre- 
ducibelen  Raumcurve  3.  0.  getroffen  wird.     Man  findet  ohne  Mühe: 

(6)  ^1  =  0,    (3(,?ß,  +  9t,?ß,)«  +  0. 

Bild  der  Gongruenz  wird  ein  zweidimensionaler  Kegel  dritter  Ord- 
nung, der  in  einem  ebenen  Gebiet  fünfter  Stufe  liegt,  und  in  diesem 
eine  achtgliedrige  projective  Gruppe  definirt.  Die  Gongruenz  selbst 
besteht  aus  oo^  Parallelenbüscheln,  die  den  singulären  Punktstrahl  des 
planaren  Gomplexes  enthalten,  und  aus  einer  Punktkette  gleicher  Eigen^ 
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Schaft.  Jeder  den  Scheitel  nicht  enthaltende  ebene  Schnitt  des  genann- 
ten Kegels  ist  Bild  eines  irreducibden  Basisbandes  eines  Büschels  pla- 
narer  Eettencongruenzen.  Ist  die  ausschneidende  planare  Gongmenz 
ein  ebenes  Strahlenfeld;  so  wird  die  Basis  gebildet  von  der  Ge- 
sammtheit  der  Tangenten  einer  Parabel^  wobei  nur  an  Stelle  der  un- 
endlich fernen  Tangente  ein  Punktstrahl  tritt.  Es  ergiebt  sich  also, 
das8  die  cylindrische  Kettencongruenz  eine  sehr  einfache  Figur  ist: 

Die  Strahlen  jeder  cylindrischen  Ketfencongnienis  wmhuUen  einen 
irreducibelen  parabolischen  Cylinder  (S.  301)  und  bilden  mit  dessen  Er- 
zeugenden rechte  Winkd*). 

Femer  erhalten  wir  den  Satz: 

Vier  eigentliche  Sirahlen  des  planaren  Complexes,  von  denen  keine 
zwei  parallel  sind,  und  keine  drei  demselben  Normalennetz  angehören, 
bestimmen  eine  einzige  cylindrische  Kettencongruenz,  und  eine  einzige  auf 
dieser  enthaltene  Basis  eines  Büschels  planarer  Kettencongruenzen.  Dieses 
StraKlenband  ist  irredudbel. 

Es  giebt  oo^  cylindrische  Kettencongruenzen  (im  ersten  Blatt  des 
Strahlencontinuums);  deren  jede  zu  einem  der  oo^  parabolischen  Cylin- 
der (im  zweiten  Blatt)  gehört;  oc^  davon  liegen  in  einem  vorgeschrie- 
benen planaren  Complex.  Irgend  zwei  nicht  parallele  Strahlen  einer 
dieser  cylindrischen  Congruenzen  liegen  in  einem  bestimmten  Nor- 
malennetz des  Complexes;  die  Congruenz  wird  von  diesem  Netz  in 
zwei  Parallelenbüscheln  durchsetzt.  Es  giebt  ferner  oo^^  Basisbänder 
von  Büscheln  planarer  Kettengruenzen,  <x>^  im  voi^elegten  planaren 
Complex.  Jedes  irreducibele  unter  ihnen  besteht  entweder  aus  den  Tan- 
genten einer  Parabel^  oder  es  ist  zu  dieser  Figur  dual-projectiv. 
Ii^end  zwei  von  ihnen^  die  derselben  planaren  oder  cylindrischen  Con- 
gruenz angehören,  haben  drei  Strahlen  mit  einander  gemein.  Ebenso 
durchdringen  sich  zwei  verschiedene  cylindrische  Kettencongruenzen 
in  drei  eindimensionalen  Ketten ,  die  natürlich  nicht  noth wendig  von 
einander  verschieden  sind. 

Auf  die  hier  sich  anschliessenden  „Büschel  cylindrischer  Kettencon* 
gruenzen"  und  noch  speciellere  Figuren  der  Art  gehen  wir  nicht  näher 
ein,  sondern  betrachten  nur  noch  kurz  die  Biiscliel  planarer  Congnienzen 
mit  zerfallender  Basis,  die  wir  oben  ausgeschlossen  hatten. 


*)  Die  cylindriBche  Eettencongruenz  ist  ein  Grenzfall  der  allgemeinen  coni- 
Bchen  Congruenz  (S.  293).  Sie  ist,  wie  diese,  synektisch,  und  sie  theilt  diese 
Eigenschaft  unter  allen  zweidimensionalen  Ketten  nur  noch  mit  dem  Normalen- 
netz eines  eigentlichen  Strahls,  das  wiederum  ein  Grenzfall  der  cylindrisehen 
Kettencongrnenz  ist. 

Study,  Qeometrie  der  Dynamen.  28 
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Ist 

W  ?i  =  o,   (st,^  +  a,^,)»  =  0, 

aber  nicht  zagleicli  ?ßj  =  0,  ^3  =  ^;  ^^  besteht  der  durch  die  Glei- 
chung (5)  definirte  Strahlenort  aus  einem  Normalennetz  und  einem 
Parallelenbündel;  die  beide  ein  Parallelenbüschel  gemein  haben. 

Ist 
(8)  %-%-^,  =  0, 

aber  {^^' —  ^IjSl,')*  4"  0,  'so  entsteht  eine  Gongruenz^  die  aus  zwei 
getrennten  Parallelenbündeln  und  dem  Feld  aller  Punktstrahlen  besteht. 
Der  singulare  Strahl  des  Complexes  gehört  beiden  ParallelenbQndeln 
an.  Beide  Parallelenbündel  vereinigen  sich,  wenn  auch  der  zuletzt 
ausgeschlossene  Fall  noch  eintritt. 

Alle  diese  Figuren  sind  Ausartungen  der  cylindrischen  Eettencon- 
congruenzen.  Jede  bestimmt  zusammen  mit  irgend  einer  planaren 
Congruenz  im  Complex  ein  specielles  Büschel  planarer  Congruenzen. 

Wir  bringen  nunmehr  die  auf  S.  350  begonnene  Au&ählung  zum 
AbschlusS;  indem  wir  jetzt  die  zweidimensionalen  Ketten  im  Complex 
ihren  Bildern  im  Gebiet  sechster  Stufe  gegenüberstellen. 


Das  Feld  aller  Punktstrahlen.  00^, 
Parallelenbündel.  00*. 


Die  Leitebene  des  Bildkegels. 

Irgend  eine   andere   Ebene    auf 
I  dem  Bildkegel. 
Normalennetz.  00*.  |       Kegel  2.  Ordn.  (i.  Geb.  4  Stufe). 

Cylindrische      Kettencongruenz.  '       Kegel  3.  Ordn.  (i.  Geb.  5.  Stufe  1. 

Planare  Kettencongruenz.  00^.      \       Normalregelfläche  3.  Ordnung. 

In  derselben  Weise  ^  wie  wir  die  Büscliel  planarer  Kettencon- 
gruenzen  untersucht  haben  ^  könnten  wir  natürlich  überhaupt  lineare 
Mannigfaltigkeiten  linearer,  d.  h.  durch  lineare  Gleichungen  zwischen 
Xq  , . .  x^  darstellbarer  Congruenzen  im  planaren  Complex  untersuchen. 
Wir  fügen  aber  nur  noch  folgende  Sätze  hinzu^  deren  Beweisgründe  der 
Leser,  begrifflich  oder  durch  Rechnung^  sich  selbst  deutlich  machen  möge. 

Durch  die  den  singülären  Punktstrahl  enthaltenden  Parallelen- 
büschel sind  je  zwei  im  Complex  enthaltene  planare  Congruenzen 
durchaus -eindeutig  auf  einander  bezogen,  derart,  dass  entsprechende  ein> 
dimensionale  Ketten  zu  einander  projectiy  sind.  Durch  ein  Büschel 
planarer  Congruenzen  werden  die  Strahlen  irgend  eines  Parallelen- 
büschels,  das  den  singülären  Punktstrahl,  aber  keinen  der  00^  Basis- 
strahlen des  Büschels  enthält^  projectiy  auf  das  Büschel  bezogen.  Theilt 
man  den  Abstand  zusammengehöriger  Strahlen  von  zwei,  sagen  wir  der 
Kürze  halber  reellen^  planaren  Congruenzen  im  Complex  in  einem  eon- 
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stanten  von  der  positiven  jEünheit  versehiedenen  YerhältnisS;  so  ist  der 
Ort  der  constniirten  Strahlen  eine  neue  planare  Gongruenz^  die  mit 
den  beidm  ersten  im  selben  Büschel  liegt.  Durch  jede  planare  Congruenz 
im  Complex  werden  die  Complexstrahlen  involutorisch  gepaart^  und  in 
dieser  Paarung  einander  entsprechende  Gebilde  sind  dual-antiprojectiv. 
Die  so  bestimmten  oc^  involutorischen  Yertauschungen  der  Complex- 
strahlen bilden  zusammen  mit  einer  continuirlichen  Schaar  von  cx)^ 
dual-projectiven  Transformationen  eine  Gruppe^  deren  zuletzt  genannte 
eontinuirliche  Untergruppe  aus  vertauschbaren  Transformationen  be- 
steht. Diese  gemischte  Untergruppe  der  zuvor  besprochenen  zwölf- 
gliedrigen  Gruppe  aller  radial *projectiven  Vertauschungen  der  Com- 
plexstrahlen ist  isomorph  zur  Gruppe  der  perspectiven  Aehnlichkeits- 
transformationen  eines  Raumes  von  ffluf  Dimensionen. 

Der  Kettencomplex. 

So  wenig  als  der  planare  Complex  lasst  sich  der  allgemeine  Ketten- 
complex auf  das  dreifach  ausgedehnte  Punktcontinuum  der  projectiven 
Geometrie  durch  eine  von  singulären  Elementen  freie  Abbildung  be- 
ziehen. Während  aber  bei  den  verschiedenartigen  Abbildungen  des 
planaren  Complexes  die  singulären  Elemente  nothwendiger  Weise  von 
wesentlichen  willkürlichen  Parametern  abhängen  ^  ist  beim  Kettencom- 
plex eine  einzige  (abgesehen  von  collinearen  Transformationen)  vöUig 
bestimmte  Abbildung  vorhanden.  Man  erhält  diese^  nachdem  man  die 
Parameterdarstellung  des  Complexes  auf  die  canonische  Form  (S.  314) 
gebracht  hat^  einfach  dadurch^  dass  man  die  Coordinaten  erster  Art 
eines  veranderlichen  Complexstrahls  als  homogene  Punktcoordinaten 
deutet.  Rechnen  wir  den  Complex,  als  das  reciproke  Gebilde  einer 
zum  ersten  Blatt  gehörigen  Strahlenkette ,  zum  zweiten  Blatt,  so  wer- 
den alle  Complexstrahlen,  die  dem  im  Complex  enthaltenen  Parallelen- 
bündel nicht  angehören,  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

l^oi  *^  '^t  f      1^0»  ^^  ^2  y      1^08  ^^  ^3  • 

Damit  wird  die  projective  Gruppe 

23* 
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* 

übergeführt  in  die  Gruppe  aller  radial-projectiven  YertauschuDgen  der 
Strahlen  des  EettencomplexeS;  und  sie  wird  damit  holoedrisch^somorph 
bezogen  auf  die  Gruppe  aller  radial-projectiven  Transformationen,  die 
diesen  Complex  in  Ruhe  lassen.  Gehen  wir  zu  Coordinaten  zweiter 
Art  über,  und  schreiben  wir  demgemäss  die  Complexgleichung  so: 

(11)  Un  =  0, 

so  sind  die  Gleichungen  der  fraglichen  Gruppe  diese: 

,    .  Uj'  =     ♦         68,Uj  +  633  Uj  I 

Uli  =  *(i2»^88  —  ^28^82) Al  f 

U22  =  (ßuA  +  ß^Vi,  +  ß,M  (632U,  +  hM  + 

+  *(6s2&18  —  ^88^^11  +  Jf^Khs^  —  Ä*11*88U83, 

U88  =  -^  AlU,  +  ft,U,  +  ßiMih,^  +  i^Viz)  + 

+  *  (^12^88  — ^13*22)  Uli  —  l^hihi^  +  J^hi^n^ss- 
Es  ergiebt  sich  aus  dem  Gesagten: 

Der  Kettencomplex  lässt  sich  auf  einen  ebenen  Punktraum  derart 
abbilden,  dass  die  zehngliedrige  radial-projective  G-ruppe,  deren  Baum- 
elemente  die  Gomplexstrahlen  sind,  übergeht  in  die  projective  Gruppe,  die 
ein  Linienelement  in  Ruhe  lässt, 

DieM  Abbildung  ist  nur  im  AUgemeinen-eindeutig.  Ihre  Stellen  der 
Unbestimmtheit  sind  auf  der  einen  Seite  die  Strahlen  des  im  Complex 
enthaltenen  ParalJelenbündels,  auf  der  anderen  der  Punkt  des  Linien- 
elementes. 

Wir  lassen  eine  Beschreibung  der  im  Complex  enthaltenen  Ketten 
niederer  Dimension  folgen.  Dabei  heben  wir  durch  den  Druck  die 
Figuren  hervor,  bei  denen  die  Eindeutigkeit  der  Abbildung  gestört 
wird.  Der  Punkt  t^  =  tg  =  tg  =  0  des  Linienelementes  wird  mit  j), 
die  Gerade  t^  ==  r^  ===  0  des  Linienelementes  mit  ^  bezeichnet. 


Der  singulare  (eigentliche)  Com- 
plexstrahl  0,  die  Hauptaxe  der  reci- 
proken  Strahlenkette.     00^. 

Ein  zu  0  paralleler  eigentlicher 
Strahl.     cx>*. 

Irgend  ein  Punktstrahl  im  Com- 
plex.    CX)*. 


AUe  Punkte  der  Geraden  ^.  (x\ 


Der  Punkt  p.    c»®. 
Der  Punkt  p.     (xfi. 


Der  Eettencomple;c. 
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Complexstrahl  allgemeiner  Lage. 

Die  Punktkette  im  Complex.  oo^ 

Parallenbüschel^  nicht  parallel  zu 
0.     oo«. 

Parallelenbüschel^  parallel,  zu  0, 
aber  0  nicht  enthaltend,     oo^. 

Parallelenbüschel,  durch  0.    oo^. 

Strahlenkette  durch  0.     oo^ 

Sonstige  Strahlenkette  in  einem 
Normalennetz  des  Gomplexes.  (x>^ 

Strahlenkette  in  keinem  Nor- 
malennetz des  Gomplexes  enthal- 
ten,    oo^ 


Punkt  allgemeiner  Lage,     oo^ 

Der  Punkt  p,     oo^ 

Gerade  durch  p,  verschieden  von 

Der  Punkt  p.     cx>°. 

Der  Punkt  p,     oo°. 

Gerade,  die  ^  schneidet,  aber 
nicht  durch  p  geht.     (x>\ 

Irreducibeler  Kegelschnitt,  der 
^  in  p  berührt.     oo\ 

Gerade,  die  ^  nicht  triflft.     cx>*. 


Es  giebt  also  iiwei  getrennte  Schaaren  von  cx>^  Parallelenbüscheln, 
und  iswei  getrennte  Schaaren  von  oo^  Ketten  im  Kettencomplex;  jeder 
eigentliche  Strahl,  der  den  singulären  Strahl  0  nicht  senkrecht  kreuzt 
oder  schneidet,  ist  Hauptaxe  einer  dem  Complex  angehörigen  Kette, 
die  selbstverständlich  in  keinem  Normalennetz  des  Gomplexes  liegt. 

Das   Parallelenbündel  durch    0.  {       Der  Punkt  p. 


oo' 


Normalennetz  im  Gomplex.    <x)\ 


Ebene  durch  ^.     oo^ 


Jedes  der  oc^  Normalennetze  verbindet  den  singulären  eigentlichen 
Strahl  0  des  Gomplexes  mit  einem  der  oc^  im  Gomplex  enthaltenen 
Punktetrahlen. 


Planare  Kettencongruenz.     oo 


8 


<X> 


Ebene  allgemeiner  Lage  durch  p, 

8 


Es  können  also  irgend  zwei  Gomplexstrahlen,  die  weder  zu  0 
parallel  sind,  noch  demselben  Normalennetz  angehören,  durch  eine  im 
Gomplex  verlaufende  planare  Kettencongruenz  verbunden  werden.  Jede 
der  cx)*  planaren  Gongruenzen  im  Gomplex  ist  Durchschni4;t  des  Ketten- 
complexes  mit  irgend  einem  d^  planaren  Gomplexe,  die  den  singulären 
Strahl  0  nicht  enthalten.  Das  im  Kettencomplex  enthaltene  Paral- 
lelenbündel begleitet  sämmtliche  planare  Gongruenzen,  die  dem  Complex 
angehören  (S.  334).  Gylindrische  Kettengruenzen  (S.  352)  enthält  der 
Kettencomplex  nicht 


Aplanare  Kettencongruenz.    oo^ 


Ebene  allgemeiner  Lage  (solche, 
die  p  nicht  enthält).     cx>\ 
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Jede  dieser  Congruenzen  enthält  den  singiilaren  Strahl  0.  Irgend 
drei  Complexstrahlen^  die  weder  zu  0  parallel  sind,  noch  durch  einen 
planaren  Gomplex  verbunden  werden  können,  bestimmen  eine  dem 
Kettencomplex  angehörige  aplanare  Eettencongruenz.  — 

Natürlich  lassen  sich  aus  der  betrachteten  Abbildung  eine  Menge 
weiterer  Schlüsse  ziehen.  Man  kann  u.  A.  .die  auf  Ebenen  abgebildeten 
Congruenzen  im  Complex  zu  Büscheln  u.  s.  w.  zusammenfassen.  Man 
kann  überhaupt  Strahlenbänder  und  Congruenzen,  die  im  Kettencom- 
plex enthalten  sind,  mit  Hülfe  der  Abbildung  untersuchen.  Wir  wer- 
den einige  dieser  Gebilde  noch  zu  betrachten  haben.  Hier  heben  wir 
hervor: 

Die  Individuen  einer  jeden  der  aufgesidlten  Mannigfaltigkeiten  von 
Ketten  werden  durch  die  Gruppe  des  Kettenoamplexes  transitiv  unter  ein- 
ander  vertauscht. 

Keine  dieser  Ketten  hat  also  eine  absolute  Invariante. 

Bemerkt  zu  werden  verdient  femer,  dass  mit  der  Abbildung  der 
oo'  Strahlen  des  zum  zweiten  Blatte  gehörigen  Ketteneomplexes  U^^  «sO 
auf  die  Punkte  r  eines  ebenen  Baumes  eine  Abbildung  der  oc^ 
Strahlen  des  ersten  Blattes  auf  die  Geraden  ^  jenes  Punktraums,  also 
eine  Abbildung  des  ersten  natürlichen  StrahlencanHnuums  auf  das  PUlcker- 
sclie  lAniencontinuum  invariant  verbunden  ist.  Diese  Abbildung,  die 
sich  aus  der  Beziehung  der  nicht  in  Normalennetzen  des  Complexes 
gelegenen  oo^  Ketten  zu  Strahlen  des  ersten  Blattes  ergiebt,  wird  ver- 
mittelt durch  die  Gleichungen: 

Am  =  —  SjXi ,    Äji  =  —  3£i3£, ,    Sig  =  —  Xj  Xj . 

Ihre  singulären  Elemente  sind  auf  der  einen  Seite  die  Strahlen  des 
planaren  Complexes  (X^  =  0) ,  dem  die  zum  Kettencomplex  reciproke 
Kette  angehört,  auf  der  anderen  die  Geraden  des  speciellen  linearen 
Liniencomplexes  oder  Liniengebüsches  (^,  =  0),  das  durch  die  Gerade 
$  bestimmt  ist. 

Wir  können  auf  diese  bemerkenswerthe  Abbildung  nicht  naher 
eingehen.  Wir  fQgen  nur  hinzu,  dass  mehrere  der  weiterhin  abzulei- 
tenden Sätze  als  Folgerungen  aus  der  Theorie  dieser  Abbildung  be- 
trachtet werden  können. 

Classification  der  quadratischen  Strahlencomplexe. 

Der  Kettencomplex  enthält  nur  eine  Constante  weniger  als  der 
allgemeine   quadratische  Strahlencomplex.     Es   ist   daher   vortheilhaft. 
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in  unserem  Zusammenhang  auch  quadratische  Strahlencomplexe  über- 
haupt zu  betrachten. 

Vor  Allem  wird  man  sich  die  Fi*age  vorlegen  nach  den  nothwen- 
digen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafHr,  dass  ein  gegebener  qua- 
dratischer Strahlencomplex  ein  Kettencomplex  ist.  Wir  stellen  uns 
aber  auf  einen  umfassenderen  Aussichtspunkt  und  fragen  sogleich  nach 
der  Glasseneintheilung  der  quadratischen  Gomplexe^  die  durch  die  dualen 
(oder  radialen)  GoUineationen  bewirkt  wird. 

Die  Invariante;  deren  Verschwinden  aussagt ,  dass  ein  quadrati- 
scher Gomplex  ein  Kettencomplex  oder  eine  speciellere  Figur  ist^  lässt 
sich  sehr  schnell  ermitteln,  wenn  man  die  Gleichung  des  Eettencom- 
plexes  bestimmt^  der  zu  einer  vorgelegten  Kette  reciprok  ist.  Stellen 
wir  die  Kette  dar  durch  eine  Basis  X,  Y^  so  wird  die  Gleichung  des 
zugehörigen  Kettencomplexes  (der  im  zweiten  Blatte  liegt): 

(UIX)    (U3E) 

(UID)    (U?)) 

Ordnen  wir  nach  Coordinaten  zweiter  Art,  und  führen  wir  dann  für 
die  linke  Seite  eine  abkürzende  (symbolische  S.  303)  Bezeichnung  ein: 

(14)  (D|U)»  +  (S3|U)  =  0, 

SO  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  Parameter  H^j^,  ^^^  sofort  eine 
Gleichung  zwischen  den  Goefficienten  der  Gomplexgleichung,  die  für 
jeden  Kettencomplex  besteht: 


=  0 


(15) 


(S8|D)2  =  2:D,,a5,S3,  =  0. 


Nehmen  wir  an,  dass  diese  Gleichung  nuM  erfüllt  ist,  so  finden 
wir  sehr  leicht,  dass  jeder  Strahlencomplex  dieser  Art  schon  durch 
dual-coUineare  Transformationen  auf  die  Gleichungsform  lli*  +  Uii  =  0 
gebracht  werden  kann,  dass  also  jeder  zu  jedem  dual-projectiv  ist.  So 
ergiebt  sich  fast  unmittelbar  die  folgende  Classification  der  quadra- 
tischen Compleoce: 

I.    (5810)3=^0. 


V  +  Uu  =  0 


oo 


8 


IL    (i8|£l)»=0,    (S8|»)=|=0 


ni.  (»|»)  =  o,    HO£i'OT  +  o 


V  +  (V  +  w,»)  =  o 


oo' 
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IV.    (99|»)  =  0,    i(DD'D")*  =  0,    i(DD'g))*  +  0. 


11,«+U,>=0 


oo\ 


V.    (5B1»)  =  0,    i(DD'2))«  =  0, 


Bei  jeder  Classe  haben  wir  gleich  eine  canonische  Form  ihrer 
Gleichung^  und  die  Dimensionenzahl  der  Classe  angegeben. 

Einen  jeden  Complex  der  Classe  I  nennen  wir  einen  reffulären 
quadratischen  StraMencomplex.  In  der  Classe  11  stehen  die  Ketten- 
complexe,  (93  1^)H=0  bedeutet  natürlich:  Es  verschwinden  nicht 
gleichzeitig  S5|,  S92,  SSs?  ^^®  Coefficienten  von  Un,  U^,,  Vi^  in  der 
Complexgleichung.  Tritt  der  hiermit  ausgeschlossene  Fall  ein,  so 
lassen  sich  die  eigentlichen  Complexstrahlen  auf  oo^  Parallelenbün- 
del vertheilen,  und  wir  erhalten  weiter  so  viele  Arten  noch  spe- 
ciellerer  Complexe,  als  es  Arten  von  projectiv-verschiedenen  Cnrven 
2.  Ordnung  in  einer  Ebene  giebt.  Die  Classe  III  enthalt  die  irredu- 
cibelen  conischen  Complexe  (S,  327).  Das  doppelte  Vorzeichen,  das 
sonst  auch  entbehrt  werden  kann,  ist  in  der  canonischen  Gleichung 
deshalb  beigefügt,  damit  bei  der  Transformation  eines  reellen  Com- 
plexes  (eines  solchen  mit  reeller  Gleichung)  auf  die  canonische  Form 
der  Gebrauch  imaginärer  Transformationen  vermieden  werden  kann. 
In  den  Classen  IV  und  V  stehen  die  redudbelen  conischen  Compilexe,  die 
Paare  von  verschiedenen  oder  zusammenfallenden  planaren  Complexen. 


Der  reguläre  quadratische  Strahlencompiex. 

Fragen  wir  nach  den  in  einem  regulären  quadratischen  Complex 
enthaltenen  Ketten,  so  ergiebt  sich  zunächst  ein  negatives,  aber,  wie 
sich  finden  wird,  nicht  unwichtiges  Resultat: 

Der  reguläre  quadratische  Strahlencompiex  erdfiäU  weder  eine  apla- 
platiare  Keitencongruenz,  noch  ein  Normalennetz  eines  eigenÜicken  oder 
Punktstrahls. 

Drückt  man  nämlich  aus,  dass  durch  irgend  eine  dieser  zwei- 
dimensionalen Ketten  ein  quadratischer  Complex  geht,  so  folgt  sofort, 
dass  dessen  Invariante  (S3  |  D)^  verschwinden  muss.    (Vgl.  S.  333, 339.) 

Danach  giebt  es  im  regulären  quadratischen  Complex  folgende 
Arten  von  ein-  und  zweidimensionalen  Ketten: 
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1)  Eine  PunkÜcette: 

(16)  (58 1 U)  =  SBAi  +  S3,U„  +  »«11«  =  0- 

2)  cx>'  Pa/raUdenbüschd.  In  jedem  ParaUdenbündel  liegt  ein  dem 
Complex  angehöriges  Büschd,  mit  einer  emsigen  Ausnahme,    Das  Bändel 

(17)  U,:U,:U,  =  99,:a5,:a3, 

nämlich  enthält  statt  eines  Parallelenbüschels  die  Punktkette  (16).  Da 
nach  Voraussetzung  (35  |  D)^  =f=  0,  so  ergiebt  sich  bei  der  Substitution 
U  =  93  in  die  Complezgleichung  und  in  die  Identität  (U  { U)  =  0 
zwischen  Strahlencoordinaten  ein  Widerspruch:  (85 1 U)  4=  0,  (S5  |  Uj)  =  0. 
Dies  zeigt,  dass  man  in  diesem  Falle  der  Gomplexgleichung  (14)  nicht 
durch  endliche  Werthe  von  U^^,  Vi^2>  ^s  genügen  kann^  es  sei  denn^ 
dass  Ui  =  Uj  =  Uj  =  0. 

Mit  dem  regulären  quadratischen  StraMencomplex  ist  also  ein  Paral- 
lelcnbündel  (im  gleichen  Blatte  wie  der  Complex)  invariant-verbtmden. 
Dieses  ist  unter  allen  PardUdenbünddn  dadurch  ausgezeichnet,  dass  es 
keiner^  eigenäichen  Complexstrahl  enthält 

Lässt  man  den  Complex  in  einen  Eettencomplez  übergehen^  so 
verschwindet  der  Widerspruch,  und  es  entsteht  ein  Parallelenbündel, 
das  ganz  von  Complezstrahlen  gebildet  wird.  —  Offenbar  hat  man  in 
dieser  Betrachtung  eine  zweite  Herleitung  der  für  den  regulären  qua- 
dratischen Complex  charakteristischen  Ungleichung. 

3)  cx)*  Ketten,  Jedes  Normalennetz ,  dessen  PurüctstraM  dem  Com- 
plex nicht  angehört,  durchdringt  diesen  in  einer  Kette,  Andere  Ketten 
giebt  es  nicht  im  Complex:  Die  zweite  Schaar  von  oo^  Ketten,  die 
wir  im  Falle  des  Kettencomplexes  gefunden  hatten,  ist  diesem  eigen- 
thümlich. 

4)  oo^  cylindrische  Kettencongruenzen,  Sie  werden  ausgeschnitten 
durch  die  planaren  Complexe,  die  ihren  singulären  Punktstrahl  im 
quadratischen  Complex  haben,  nämlich  durch  die  Complexe 

(18)  .  (?R|U)  =  0,     {(a5|9i)  =  0}. 

Die  (X)'  eigentlichen  ComplexstraMen  und  die  oo*  ParaUdenhüschel 
im  Complex  vertheüen  sich  auf  die  cylindrischen  Kettencongruenzen,  der- 
art, dass  durch  jeden  Complexstrahl  (und  also  auch  durch  jedes  der 
Büscliel)  eine  solche  Congruenz  geht. 

Beim  Uebergang  zum  Kettencomplei  werden  aus  diesen  cylindri- 
sehen  Congruenzen  die  cx>^  Normalennetze  des  Kettencomplexes;  es 
trennt  sich  dabei  in  jedem  Falle  das  im  Complex  enthaltene  Paralle- 
lenbündel ab. 
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5)  oo*  planare  Kettencongruengen. 

Auf  diese  veriheilen  sich  die  oo*  Ketten  derart,  dass  jede  Kette  im 
Complex  einer  der  planaren  Gongruenzen  angehört, 

Natürlich  werden  diese  Gongruenzen  ausgeschnitten  durch  die 
unter  4)  nicht  genannten  planaren  Complexe.  — 

Singularitäten  des  quadratischen  Complexes. 

Die  Parallelenbüschel  (des  ersten  Mattes),  die  zu  den  im  Complex 
gelegenen,  TaraUelenbüscheln  reciprok  sind,  erfüllen  einen  planaren  Complex^ 

(19)  (»|X)-=0, 

denselben^  der  mit  dem  ausgezeichneten  ParaUdenbündd  verbunden  ist 

Sagen  wir,  ein  Strahl  X  des  ersten  Blattes  habe  allgemeine  Lage, 
wenn  er  diesem  Complex  nicht  angehört,  wenn  er  also  zu  keinem 
Punktstrahl  des  quadratischen  Complexes  orthogonal  ist,  so  ist  jeder 
Strahl  X  allgemeiner  Lage  Hauptaxe  einer  im  quadratischen  Complex 
gelegenen  Kette  des  zweiten  Blattes,  und  daher  singularer  Strahl  eines 
Eettencomplexes.     um  die  Gleichung  dieses  Eettencomplexes  zu  finden, 

braucht  man  nur  auszudrücken,  dass  die  gemeinsame  Normale  U=XY 
zweier  nicht  paralleler  eigentlicher  Strahlen  dem  quadratischen  Com- 
plex angehört.  So  ergiebt  sich,  nach  Uebergang  zu  Strahlencoordina- 
naten  zweiter  Art: 

(20)  (£1X?))>  +  (»;X)(3E||)  +  (S3|?))(||S)  =  0. 

Die  Symmetrie  der  gefundenen  Gleichung  zeigt,  dass  der  quadra- 
tische Complex  im  ersten  Blatt  eine  BiCciprociüLtsbeziehung  definirt: 
GeMrt  ^  dem  durch  H  bestimmten  KettencotnpUx  an,  so  gehört  auch  X 
dem  durch  ^  bestimmten  Kettencomplex  an. 

Liegt  der  Strahl  3£  in  dem  planaren  Complex  (19),  so  erhält  man 
statt  der  Kette  ein  Paar  von  Parallelenbüscheln;  der  durch  X  be- 
stimmte Kettencomplex  zerfallt  in  der  Grenzlage  in  ein  Paar  planarer 
Complexe.  Man  kann  also  den  planaren  Complex  (19)  als  Singulari- 
tätencomplex  des  quadratischen  Complexes  bezeichnen. 

In  dem  planaren  Complex  liegt  ferner  eine  ausgezeichnete  Gongruenz, 
die  wir  Singulcmt(UeriC(mgruenz  des  quadratischen  Complexes  nennen. 
Diese  Congruenz  ist  dadurch  erJdärt,  dass  sie  oHe  StraJden  (des  Singu- 
laritätencomplexes)  enthält,  die  nur  von  einem  Paraüdenbüschd  des 
quadratischen  Complexes  orthogonal  getroffen  werden. 

Wir  stellen  sie  leicht  durch  Gleichungen  dar,  wenn  wir  aus- 
drücken, dass  das  Paar  planarer  Complexe 
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(6 1 ?))« ==  (D3ED)« -f  (85 1 D) (X 1 8)  =  0     {(a|3e)  =  0} 

sich  auf  einen  doppelt  zählenden  planaren  Complex  reducirt.  Wir 
erhalten  so  die  Bedingung  für  Je,  dass  die  Gleichung 

(21)  ^(fif&'ißy^ 

=  {i(oa'3r)*  +  (a3|0)(D|i)}(3E|»)^-i(993e»)««=o 

identisch  besteht ,  für  alle  fß. 

Wenn  die  Oleichung  des  quadratischen  Oomplexes  die  besondere 
Form 

(22)  (O|U)«  +  (»|U)  =  V  +  Un  =  0 

hat,  wird  (35  1 3£)  =  3£i  ==  0,   und  es  ergiebt  sich  das  Gleichungssytem 

(23)  43E,3E,-3Eii  +  3E„3E„  =  0, 

das  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  X^  =  0,  X^X,,  +  XjXgj  =  0 
die  Singularitätencongruenz  rein  darstellt. 

Geht  der  quadratische  Strahlencomplex  in  einen  Eettencomplex 
über,  so  reducirt  sich  die  Singularitätencongruenz  auf  das  die  reciproke 
Kette  enthaltende  doppelt  überdeckte  Normalennetz  und  es  tritt  weiter 
ein  Singtdarüätenband  auf,  als  Ort  von  Strahlen  des  ersten  Blattes, 
denen  ein  unbestimmtes  Parallelenbüschel  zugehört:  Die  zum  Complex 
reciproke  Strahlenkette. 

Die  Gleichungen  (23)  lassen  sich  in  allgemeinster  Weise  befriedi- 
gen durch  die  Substitutionen 

(24)  3e,  =  <r,,     S«,=       26^6^, 

die  jeder  Geraden  6^:  6^:  6^  einer  Ebene  einen  Gongruenzstrahl  zuord- 
nen, und  umgekehrt.  Man  kommt  auf  diese  Weise  unschwer  zu  den 
folgenden  Sätzen,  mit  deren  Begründung  im  Einzelnen  wir  uns  nicht 
aufhalten  können: 

Die  Sinffularitätencongruene  eines  regulären  quadratischen  Strahlen- 
complexes  ist  rational  und  Trägerin  eines  temären  Gebietes. 

Ihre  Strahlen  können  z,  J9.  den  Geraden  einer  Ebene  ausnahms- 
los-eindeutig so  zugeordnet  werden,  dass  jedem  der  00^  Linienbüschel 
mit  eigenäichem  Scheitd  eine  in  der  Congruene  gelegene  Kette,  jedem  Pa- 


364  Uli  §  Si-    Der  reguläre  quadratische  Strahleneomplez 

rallelenbüschd   ein  parahoUsdier  Cylinderj  u/nd  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden der  Punktstrahl  der  Congruenz  entspricht. 

Die  Congruengstrahlen  vertheüen  sich  zu  cx)^  auf  die  genannten  para- 
holiscJien  Cylinder,  und  diese  sind  identisch  mit  den  oo*  CyUndem,  die 
(als  Enveloppen)  zu  den  im  quadratischen  Camplex  enthaltenen  cjßindri- 
sehen  Kettencongruemen  gehören. 

Auf  diese  cylindrischen  Congmenzen  vertheilen  sich  zu  cx>'  die 
Gomplexstrahlen*,  so  erkennt  man,  was  sich  übrigens  auch  durch  Rech- 
nung mit  Hülfe  der  Gleichungen  (21)  und  (23)  feststellen  lässt: 

Der  reguläre  quadratische  Strahlencomplex  ist  durch  seine  SinguUi- 
ritüteru:ong7i4enz  eindeutig  bestimmt  Es  giebt  also  oo®  Congruenzen 
dieser  Art, 

Die  (endlichen)  Transformationen  der  neungliedrigen  radudrpro- 
jectiv(*n  Gruppe  des  regulären  quadratischen  Strahlencomplexes  lassen 
sich  natürlich  leicht  durch  Relationen  zwischen  den  Transformations- 
coefficienten  und  dann  auch  rational  durch  unabhängige  Parameter 
darstellen.  Es  scheint  aber  zu  dem  Durchschnitt  dieser  Gruppe  mit 
G^ß  eine  viel  einfachere  Darstellungs weise ,  eine  Darstellung  durch 
homogene  Parameter  mit  bilinearer  Zusammensetzung  zu  gehören. 
Diese  achtgliedrige  Crruppe  dualer  CöUineationen  muss  sich,  soweit  die 
CompleocstraMen  sdbst  in  Frage  kommen^  als  GrenzfaU  der  einfachen 
Gruppe  auffassen  lassen,  die  aus  der  aUgenieinen  projectiven  Gruppe  der 
Ebene  entsteht,  wenn  man  die  oo^  Linienelemente  als  Baumeiemente  ein- 
führt Die  analytische  Durchführung  dieses  Grenzübergangs  und  die 
wirkliche  Herstellung  der  gemeinten  Transformationsformeln  sind  dem 
Verfasser  leider  nicht  gelungen.  Doch  hat  er  sich  überzeugt,  dass  jede 
der  aufgezählten  Mannigfaltigkeiten  von  Ketten  schon  von  der  genann- 
ten achtgliedrigen  Gruppe  transitiv  transformirt  wird.  —  Die  Strahlen 
der  Singularitätencongruenz  werden  von  der  neungliedrigen  Gruppe  des 
Complexes  noch  sechsgliedrig,  isomorph  zur  Gruppe  aUer  affinen  Trans- 
formationen einer  Ebene,  vertauscht.  Jedes  einzelne  ParaUdefümsckd 
im  Complex  bleibt  in  Ruhe  bei  einer  dreigliedrigen  Gruppe  dualer  Sdiie- 
bungen.  Diese  bilden  den  vollständigen  Durchschnitt  der  Gruppe  des 
Complexes  mit  der  Gruppe  Gg. 

Metrische  Erzeugung  quadratischer  Rotationscomplexe. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  geben  zwar  einen  Begriff  von  der 
Vertbeilung  der  Ketten  in  einem  quadratischen  Complex,  eine  anschaa- 


und  seind  Singalaritätencongraenz.  365 

liehe  Vorstellang  von  diesem  Gebilde  aber  Termitteln  sie  nicht.  Wir 
betrachten  deshalb ^  unter  Beschrankung  auf  redle  Figuren^  kurz  noch 
eine  dementar-geometrisdie  Erzeugung  des  speciellen  Complexes  (22) 
und  seiner  Singularitatencongruenz  (23). 

Um  eine  solche  zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  zu  bemerken,  dass 
beide  zu  einander  reciproke  Figuren  die  eingliedrige  Gruppe  aller 
Drehungen  um  die  Axe  x^^^x^^^^O  gestatten.  Es  genügt  also,  irgend 
einen  der  erzeugenden  parabolischen  Cylinder  der  Congruenz  (23)  zu 
kennen.  Ein  solcher  Cylinder  wird  beispielsweise  in  Punktcoordinaten 
dargestellt;  durch  die  Gleichung  x^^  —  AxqX^=:Q\  man  erhält  seine 
Erzeugenden^  wenn  man  in  (24)  die  Annahme  6^  =  0  einfiihrt.  Lassen 
wir  die  angedeuteten  Drehungen  vor  sich  gehen,  so  umhüllt  der  be- 
wegliche Cylinder  das  Rotationsparaboloid  x^  +  x^  —  ^^^^x  ==  0, 
die  Pusspanktfläche  der  Singularitatencongruenz  in  Bezug  auf  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  und  die  Erzeugenden  des  Cylinders 
gehen  über  in  die  Tangenten  der  auf  dieser  Fläche  gelegenen  Kreise. 
Wir  qehen  ako: 

Die  von  den  Tangenten  der  Kreise  auf  einem  Botationsparaholoid 
gebildete  Congruenz  ist  die  Singulantätencongruenz  eines  speciellen  rexfur 
lären  quadratischen  Strahlenconiplexes.  Die  Parallelenbüschel  in  diesem 
Botaiionscomplex  sind  reciprok  zu  den  oo*  Paralldenbüschelny  die  je 
zwei  consecutive  paraMde  Strahlen  der  Singularitatencongruenz  verbinden. 

Jeder  reguläre  quadratiscfi^  StraMencomplex  ist  zu  denh  so  con- 
struirten  dtud-projediv. 

Die  angeführte  Erzeugungsweise  setzt  nicht  nur  die  in  der  Sin- 
gularitatencongruenz enthaltenen  Cylinder,  die  das  Paraboloid  in  Meri- 
dianen berühren,  und  damit  die  im  quadratischen  Complex  enthaltenen 
cjlindrischen  Congruenzen  aufs  Schönste  in  Evidenz,  sondern  auch  die 
Eigenschaft  der  Singularitatencongruenz  als  Trägerin  eines  temären 
Gebietes:  Man  braucht  nur  die  Congruenzstrahlen  parallel  zu  den 
Durchmessern  auf  die  Scheitelebene  des  Paraboloids  zu  projiciren,  um 
in  der  Mannigfaltigkeit  der  erhaltenen  Geraden 

Xoi  =  0  ,     3£jj  =  26i, 

das  eben  auf  rein-algebraischem  Wege  bereits  nachgewiesene  temäre 
Feld  zu  erkennen.  Dem  unendlich  fernen  Punktstrahl  der  Congruenz, 
d.  i.  dem  unendlich  fernen  Punkt  des  Paraboloids,  wird  auf  diese  Art 
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die  unendlich  ferne  Gerade  ö^'^^e^^^O  der  Scheitel^bene  zogeordnefc. 
Ausserdem  ergiebt  sich  eine  neue  sehr  einfache  und  anschauliche  Er- 
zeugungsart  des  Cylindroids: 

Lässt  man  einen  veränderlichen  StraJd  sich  so  bewegen,  dass  er 
einen  Dwrchmesser  eines  Rotaäanspamboloids  senkrecht  schneidet,  und  dass 
er  ausserdem  dieses  Paraboloid  berührt,  so  beschreibt  der  StraJil  eine 
Kette  —  (dsOf  wenn  der  Durchmesser  nickt  gerade  die  Hiauptaxe  der 
Fläche  ist,  ein  CyUndroid* 

Die  Berührangscnrre  zmschen  Cyündroid  und  Paraboloid  ist  eine 
Ellipse^  aus  dem  Paraboloid  ausgesdinitten  durch  einen  Rotations- 
eylinder,  der  die  Hauptaxe  der  Flache  enthält.     (S.  348.) 

Ferner  erhalten  wir  nunmehr  auch  eine  Construetion  der  im 
quadratischen  Complex  enthaltenen  planaren  Eettencongruenzen. 

Zu  den  oo^  Strahlen  irgend  einer  der  construirten  <x>*  Ketten  ge- 
hören oo^  im  quadratischen  Complex  gelegene  ParaüdenbiisiheL  Die 
Strahlen  dieser  Büschd  erfüllen  irgend  eine  der  oo^  im  Complex  enthal- 
tenen planaren  Kettencongruengen.  — 

Man  mache  sich  deutlich^  wie  der  zu  einem  ebenen  Strahlenbüschel 
gehörige  Kettencomplex  als  Grenzfall  der  betrachteten  Figur  entsteht, 
und  ebenso  der  conische  Complex  aller  Strahlen^  die  gegen  eine  Ebene 
gleich  geneigt  sind. 

Bei  der  Beduction  der  Gleichung  eines  regulären  quadratischen 
Gomplexes  auf  die  canonische  Form  (22)  hatten  wir  beliebige  dual- 
collineare  Transformationen  benutzt.  Lässt  man  nur  Bewegungen  zu, 
so  lässt  sich  soviel  nicht  erreichen.  Mom  kann  aber  durch  Drehungen 
und  Schiebungen  die  Gleichung  eines  reellen  regulären  quadratischen  Strahl 
lencomplexes  stets  auf  die  Form 

(25)  üiiV  +  2Q«U,U,  +  U,,  =  0    (Eii,  +  0) 

bringen;  und  zwar  ist  dies^  wenn  jQ,3=f=rO;  auf  zwei  Arten  möglich^  da 
eine  Umwendung  um  die  rr^-Axe  die  Form  der  Gleichung  (25)  nicht 
zerstört. 

Betrachtet  man  den  reellen  Complex  (25)  als  einen  Plücker^schen 
Liniencomplex,  so  ergiebt  sich  als  Singularität^nfläcbe  (Ort  von  Punkten 
mit  zerfallendem  Complexkegel)  die  unendlich  ferne  Ebene  a:^  =  0  und 
eine  geradlinige  Fläche  3.  Ordnung 

(26)  x,(x,'  +  x,^  -  4xoi^,x^r+  iQ,3a?2%)^+  I6D11D,,»  V  =  0, 

die  Enveloppe  der  Ebenen  der  00'  im  Complex  entiialieiien  ParaUe^ 
lenbüscheL  Diese  Fläche,  von  der  sich  im  zuvor  untersuchten  Falle 
Q^^  3«.  0  eine  Ebene  x^  ^^^0   (die  Scheitelebene  des  Ptttaboloids)  ab» 
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trennt  y  yertritt  hier  die  Stelle  des  soeben  behandelten  Paraboloids^ 
auch  in  der  Eigenschaft  als  Brennfläche  der  Singalaritätencongruenz« 

Es  lässt  sich  hier  offenbar  noch  eine  längere  Beihe  weiterer  Unter- 
suchungen anknüpfen^  auf  die  wir  uns  indessen  nicht  einlassen  können. 

Wir  heben  nur  noch  hervor^  dass  die  Singularitätencongruenz  eines 
reellen  regulären  quadratischen  StrahlencomplexeS;  als  Plücker'sche 
Liniencongruenz  betrachtet  und  im  Plücker'schen  Liniencontinuum 
er^nzty  unter  allen  Umständen  von  der  zweiten  Ordnimg  und  eweiten 
Classe  ist. 

Die  Singularitätencongruenzen  der  quadratischen  Complexe  sind  sehr 
merkwürdige  Gebilde.  Wir  werden  später  nachweisen,  dass  sie,  zusammen 
mit  iea  Kettengruenzen,  unter  allen  möglichen  S^ai^hlencoiigraeaaaen  eine 
ausffexeichneie  Stellung  einnehmen.  Ebenso  werden  wir  zeigen,  dass  mehrere 
der  bei  den  planaren  Complexen,  den  Kettencomplexen  und  regulären  qua- 
dratischen Complezen  gefundenen  Eigenschaften  für  diese  Figuren  charakte- 
ristisch sind.  Die  zuletzt  genannten  haben  for  die  radial-projective  Geo- 
metrie eine  ähnliche  Bedeutung,  wie  etwa  für  die  projective  Geometrie  die 
Flächen  zweiten  Grades. 


§  32. 

Abbildung  des  ersten  natürlichen  Strahlenoontinuums 
auf  eine  Punktmannigfaltigkeit. 

Wir  nehmen  nun  eine  in  §  27  abgebrochene  Untersuchung  wieder 
auf,  indem  wir  zunächst  die  dort  vorgeführte  Abbildung  des  ersten 
natürlichen  Strahlencontinuums  auf  die  Punkte  einer  Mannigfaltigkeit 
M4  eines  Gebietes  neunter  Stufe  B^  kurz  betrachten.  Diese  Abbildung 
kommt,  wie  gesagt^  dadurch  zu  Stande^  dass  man  die  Grossen: 

»  .  •     .        .         •  .      >  >     ■  . 

nU  homogene  Punktcoordinaten  deutet.     Ohne  Mühe  erkennt  man : 

l  •  _  •  ,  ■  • 

Die  Ebene  Mg  im  Baume,  B^,  deren  Tunkte  dw  Bildet'  der  Pufiki^ 
strahlen  im  Strahtenra^me  sind,  wird  von  lauter  Doppdpunictm  der 
Mannigfaltigkeit  M4  gä>ildet. 

Schneidet  man  den  Tangentialkegel  von  M4  in  irgend  einem 
Punkte  von  M^  nait  einem  ebenen,  i2,,  der  nxcht  durch  den  Scheitel 
de9  Eegeb.geht^  so  emtstehk  ein^  dreidimensionale  quadratische  Mannig- 
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faltigkeit  mit  Knotenlinie.  Das  heisst^  es  entsteht  der  Ort  aller  Ebenen, 
die  eine  Gerade,  die  Schnittlinie  von  B^  mit  Mj,  mit  den  Pankten  eines 
irreducibelen  Kegelschnittes  verbinden^  dessen  Ebene  die  Gerade  nicht 
trifft. 

Femer  lässt  die  Gleichung 

(1)  X^Xi,  +  3E,3E„  +  X,X«,  =  0 

eine  einfache  Deutung  zu,  aus  der  sich  folgende  Erzeugungsart  des 
Gebildes  M^  ergiebt: 

Man  nehme  in  einem  projectiven  PunktconHnuum  Rg  eine  Ebene  M, 
und  einen  ebenen  B^  an^  die  beide  keinen  Punkt  gemein  haben.  In  R^ 
nehme  man  femer  eine  Normaifläche  4.  Ordnung  (S.  333)  bdiebig  an, 
und  bedehe  diese  (d.  h.  deren  temäres  Gebiet)  correlativ  auf  die  Ebene 
Mg.  Dadurch  werden  jedem  Punkt  der  Normalfläche  alle  Punkte  einer 
Geraden  auf  M,  zugeordnet,  und  jedem  Punkt  der  Ebene  Mj  alle  Punkte 
eines  Kegelschnittes  auf  der  Normalfläche.  Verbindet  man  zugeordnete 
Punkte  durch  gerade  Linien^  so  entsteht  eine  MannigfaUigkeit  M^,  auf 
deren  Punkte  das  erste  reguläre  StraMencontinuum  durchaus  eindeutig-um- 
kehrbar abgebildet  werden  kann. 

Diese  Erzeugungs weise  unserer  M4,  die  bei  gegebener  M4  in  00^ 
Exemplaren  vorhanden  ist,  hat  eine  gewisse  systematische  Bedeutung.  Man 
kann  nämlich  ganz  ebenso  eine  Mannigfaltigkeit  SR^  erzeugen,  wenn  man 
eine  Ebene  correlativ  auf  eine  rationale  Normalfläche  der  Ordnung  n^  be- 
zieht   (auf  eine   jener   Flächen  eines  Gebietes    der  Stufe  (    7~   ))  <li®    ^i® 

Bilder  der  n-fach  zählenden  Punkte  einer  Ebene  enthalten,  wenn  man  die 
Coef&cienten  in  den  Gleichungen  der  Curven  n.  Classe  als  Punktcoordinaten 
deutet).  Das  so  erzeugte  Gebilde  ^^  gestattet  eine  projective  Gruppe  mit 
«*  +  2  «  +  9  Parametern,  wenn  « >  1 .  Im  Falle  »  =  1  dagegen  ei^ebt 
sich  eine  quadratische  ^R^  des  2^5,  mit  einer  Gruppe  von  15  Parametern, 
wobei  die  eine  der  erzeugenden  Ebenen  noch  bei  einer  projectiven  Gruppe 
mit  1  -|-2-|-9  =  12  Parametern  in  Buhe  bleibt.     Man  erkennt  also: 

Das  erste  reguläre  Strahlenconiimmm  gehört  als  zweites  Glied  zu  einer 
unendlichen  Folge  von  vierfach  ausgedehnten  algebraischen  Continuis,  der 
auch  das  Plilcker'sche  Linienconttnuum,  und  zwar  als  erstes  Glied  angehört. 

Die  Gruppe  G^  aller  radial-prcjectiven  Transformationen  gehört  cds 
zweites  Glied  zu  einer  unendlichen  Folge  von  Gruppen  birationaler  Trans- 
formationen einer  SW^,  in  der  als  erstes  Glied  die  Gruppe  der  affinen 
Transformationen  im  Räume,  mit  der  geraden  Linie  als  Raumelement,  auf- 
triH*), 

Danach  können  z.  B.  die  quadratischen  Strahlencomplexe  in  Analogie 
gesetzt  werden  zu  den  linearen  Liniencomplexen  oder  Gewinden,  die  Ketten- 


*}  Der  Satz  enthält  ein  weiteres  Interesse  durch  die  vom  Verfasser   nach- 
gewiesene Deutung  der  letztgenannten  Gruppe.    (Leipz.  Ber.  1891,  S.  388  u.  iL) 
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compleze   zu  den    speciellen  Liniencomplexen  (Liniengebüschen),    die    coni- 
schen Complexe  zu  den  uneigentlichen  Gewinden. 

Der  diesen  Betrachtungen  zu  Grunde  liegende  Gedanke  ist  sehr  bedeu- 
tender Verallgemeinerungen  fähig.  Wir  erwähnen  noch  eine  ganz  specielle 
Folgerung:  Die  Gleichungsform 

einer  quadratischen  3}i^^_^  von   nicht  verschwindender  Discriminante   lässt 
dieses  Gebilde  als  Erzeugniss  correlativ  bezogener  H^n-i  ^i^kennen. 

Wir  zählen  nun  die  Bilder  der  verschiedenen  Arten  von  Ketten 
aufy  und  fügen  verschiedene  Bemerkungen  hinzu  ^  deren  einige  wir 
weiterhin  noch  vervollständigen  werden. 


Das  Feld  aller  Punktstrahlen. 
oo*  Parallelenbündel. 


Die  singulare  Ebene  M, . 
od^   Ebenen    auf   M4,    von   M, 
verschieden. 

Andere  Ebenen  als  die  genannten  giebt  es^  wie  leicht  zu  zeigen^ 
auf  M4  nicht. 

Die  Bilder  der  Punktketten  sind  natürlich  Gerade  auf  M^,  die 
Bilder  der  Parallelenbüschel  Gerade  auf  den  übrigen  06^  Ebenen 
von  M4. 

Man  bemerke^  dass  diese  Ebenen^  die  M2  in  je  einer  Geraden 
treffen^  eine  Schaar  von  (x>^  Kegelschnitten  tragen^  die  Bilder  von 
Cylindem  2.  Grades  sind.  Darunter  befinden  sich^  M^  berührend^  die 
Bilder  der  00^  parabolischen  Gylinder. 


Die   00^  Normalennetze   eigent- 
licher Strahlen. 


(x>^  Kegel  zweiten  Grades^  deren 
Scheitel  auf  Mg  liegen« 

Auf  diese  Kegel  vertheilen  sich  zu  00^  die  Individuen  einer  zweiten 
Schaar  von  00^  Kegelschnitten  auf  M4,  die  Bilder  der  Strahlenketten 
sind.  Zu  dieser  Schaar  gehören  als  Grenzlagen  die  zuvor  schon  ge- 
nannten (xfi  Bilder  parabolischer  Gylinder^  und  ausserdem,  ebenfalls  als 
Grenzlagen^  die  00^  Kegelschnitte  auf  M,. 


Die   00^   cylindrischen   und  die 
00^  planaren  Kettencongruenzen. 

Die    00®    aplanaren    Kettencon- 
gruenzen. 
(Vgl.  S.  331-333.) 


Geradlinige  Flächen  3.  0.  der 
zuvor  (S.  352,  337)  beschriebenen 
Arten. 

(xfi  (nicht-geradlinige)  Nonnal- 
fiächen  4.  0.  (S.  333),  deren  Iceine 
einen  Punkt  von  M^  enthält. 

Jede  dieser  Normalflächen  gehört  zu  einer  der  soeben  beschriebe- 
nen Erzeugungsarten  des  Gebildes  M4. 

Die  00^  planaren  Complexe.  00'  dreidimensionale  Normalke- 

gel 3.  0.  in  ebenen  JRj.   (S.  349). 

study,  Geometrie  der  Dynamen.  24 
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Irgend  zwei  dieser  Kegel  bilden  zusammen  den  yollstandigen  Dorch« 
schnitt  von  M4  mit  einem  speciellen  ebenen  Rj,  der  M,  enthalt.  I&st 
man  beide  Kegel  zusammenfallen^  so  erhält  man  eine  Schaar  von  00^ 
E^,  deren  jeder  die  M4  in  der  ganzen  Erstreckung  eines  der  genannten 
Kegel  berührt. 

Die  00^  irreducibelen  conischen         Durchschnittsgebilde  von  M4  mit 


Complexe.    (S.  327). 


ebenen  Rj  allgemeiner  Lage  durch 


Die  conischen  Complexe  haben  wir  bisher  noch  nicht  naher  be- 
trachtet. Wir  bemerken  nunmehr^  dass  man  die  zugehörigen  Bild- 
mannigfaltigkeiten so  construiren  kann:  Man  ordne  die  Punkte  einer 
in  einem  ebenen  R^  gelegenen  (sogenanten  Normal-)Gurye  4.  Ordnung 
projectiv  zu  den  Tangenten  eines  Kegelschnittes^  dessen  Ebene  M,  den 
R^  nicht  trifft.  Die  Yerbindungsebenen  yon  entsprechenden  Punkten 
und  Geraden  erfüllen  die  Bildmanpigfaltigkeit.  Diese  enthält  als  Ort 
ihrer  Doppelpunkte  die  Ebene  M^.  Wie  aus  dem  Folgenden  hervor- 
gehen wirdy  ist  sie  von  der  sectisten  Ordnung. 


Die  (x>^  Kettencompleze. 


Durchschnittsgebilde  von  M4  mit 
ebenen  R^^  die  M4  in  je  einem 
Punkte  allgemeiner  Lage  berühren. 

Der  Berührungspunkt  ist  natürlich  das  Bild  des  singtUären  Strahls 
des  Kettencomplexes.  Eine  Kette^  die  den  singulären  Strahl  enthalt., 
hat  mit  dem  Kettencomplex  nur  diesen  einen  Strahl  gemein^  oder  sie 
liegt  ganz  in  dem  Complex.  Ausserdem  aber  sind  singulare,  und  zwar 
ebenfalls  Dqppdpunkte  des  Bildes  auch  noch  die  Bilder  der  cx)^  im 
Complex  gelegenen  Punktstrahlen.  Die  Bildmannigfaltigkeit  kann  so 
erzeugt  werden:  Man  nehme  eine  Normalfläche  4.  0.  in  einem  R^  und 
eine  Gerade  an,  die  den  R^  nicht  trifft.  Den  Punkten  der  Geraden 
ordne  man  projectiv  die  <x>^  Kegelschnitte  zu,  die  einen  beliebig  an- 
genommenen Punkt  der  Normalfläche  enthalten.  Verbindet  man  sodann 
jeden  der  cx>^  Kegelschnitte  mit  dem  zugeordneten  Punkt  durch  einen 
Kegel  2.  Grades,  so  entsteht  das  verlangte  Bild.  Dieses  ist  (ebenfalls) 
eine  Punktmannigfaltigkeit  von  der  sechsten  Ordnung.  Li  der  That, 
die  ebenen  Schnitte  unseres  Bildes  mit  Rj,  oder  also  die  Durch- 
schnittscongruenzen  des  Kettencomplexes  mit  irgend  welchen  quadra- 
tischen Complexen,  werden  bei  der  auf  S.  356  u.  s.  w.  geschilderten 
Abbildung  wiedergegeben  durch  irgend  welche  Flächen  2.  Ghndes^  die 
die  Gerade  ^  im  Punkte  p  berühren.  Drei  solche  Flächen  aber  haben 
noch  sechs  bewegliche  Schnittpunkte. 
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Als  Bild  eines  regalären  quadratischen  Gomplexes  ergiebt  sich 
nunmehr  eine  dreifech  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit  eines  ebenen 
Rjj  die  ebenfalls  eine  auf  M^  gelegene  Gerade  als  Ort  von  Doppel- 
punkten hat,  einen  isolirten  Doppelpunkt  aber  nicht  besitzt.  Auch 
diese  Mannigfaltigkeit  ist  von  der  sechsten  Ordnang,  wie  man  sieht, 
wenn  man  sie  mit  einem  Eettencomplex  zum  Schnitt  bringt.  So 
ergiebt  sich  der  erste  der  folgenden  beiden  wichtigen  Sätze: 

Die  Mannigfaitiglceit  tA^,  das  Bild  des  ersten  regtdären  Strahien- 
continuums  in  i2g,  ist  von  der  sechsten  Ordnung. 

Sie  ist  femer  von  der  dritten  (Masse,  d,  h,  die  Bestimmung  der 
ebenen  Rj  eines  Büschd^s,  die  M^  berührenj  hängt  von  einer  Gleichung 
3.  Grades  ab. 

Der  zweite  Satz  ist  nach  S.  359  (Nr.  15)  evident.  Die  Erörterung  der 
genannten  ohne  Weiteres  hinzuschreibenden  Gleichung  3.  Grades  aber 
f&hrt  zu  sehr  merkwürdigen  Folgerungen,  die  uns  nunmehr  beschäf- 
tigen sollen. 

Vollständige  und  partielle  Durchschnitte  quadratischer 

Strahlencomplexe. 

Die  im  Mittelpunkte  unserer  Untersuchung  stehenden  als  ein-  und 
mehrdimensionale  Ketten  bezeichneten  Gebilde  haben  sich  sämmtlich 
als  Durchschnitte  quadratischer  Strahlencomplexe,  ihre  Bilder  im  R^ 
mithin  als  Durchschnitte  linearer  Punktmannigfaltigkeiten  mit  der 
Mannigfaltigkeit  M^  erwiesen,  die  selbst  partieller  Durchschnitt  qua- 
dratischer Mannigfaltigkeiten  ist.  Wir  werden  nun  zu  neuen  Gesichts- 
punkten kommen,  wenn  wir  die  umgekehrte  Frage,  nämlich  die  nach 
allen  möglichen  Durchschnittsgebilden  dieser  Art  stellen.  Diese  Frage 
ist,  wie  man  imschwer  erkennt,  enthalten  in  der  auf  8.  351  berührten 
Frage  nach  allen  möglichen  in  Bezug  auf  quadratische  Gompleze  ab- 
hangigen Figuren  von  Strahlen.  Wir  werden  aber  die  etwas  umfang- 
reiche Aufgabe  nur  zum  Theil  behandeln:  Nur  die  radial -projectiv 
verschiedenen  Glassen  zwei-  und  dreidimensionaler  irreducibeler  Durch- 
schnitte werden  wir  erschöpfend  aufzählen;  im  Uebrigen  werden  wir 
uns  auf  einzelne  Angaben  beschränken.  Wir  werden  indessen  das  be- 
zeichnete Problem  so  weit  fSrdem^  dass  einer  vollständigen  Behandlung 
wesentliche  Schwierigkeiten  nicht  mehr  entgegenstehen.  — 

Enthält  ein  Büschel  quadratischer  Complexe  (mindestens)  einen 
Kettencomplex,  so  kann  dieser  nach  der  zuvor  geschilderten  Methode 
auf  einen  ebenen  Punktraum   R^  abgebildet   werden.     Die  Basis  des 
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Büschels,  nämlich  die  Strahlencongraenz,  in  der  sich  die  Complexe  des 
Büschels  durchdringen,  geht  dann,  wie  bereits  bemerkt,  über  in  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  die  die  Gerade  ^  (S.  356)  im  Punkte  p  be- 
rührt. Der  allgemeine  Fall  wird  der  sein,  in  dem  die  genannte  Fläche 
weder  ein  Kegel  ist,  noch  die  Gerade  ^  enthält.  Durch  die  Strahlen- 
congruenz,  deren  Bild  diese  Fläche  ist,  gehen  dann  drei  verschiedene 
Eettencomplexe,  denen  drei  verschiedene  Abbildungen  der  Congruenz 
auf  eine  Fläche  2.  Grades  zugeordnet  sind.  Wir  betrachten  diesen 
besonders  merkwürdigen  Fall  etwas  eingehender  als  die  übrigen. 

Aj.  Sl^cbklencongruenZy  Bctöis  eines  Büschds  quadratischer  Complexe^ 
das  drei  verschiedene  Kettencomplexe  enthält 

Eine  solche  Congruenz  hängt  von  14  Constanten  ab;  sie  ist,  wie 
jede  ihrer  weiterhin  zu  betrachtenden  Ausartungen  jii^,...^,  durch 
sieben  unabhängige  unter  ihren  Strahlen  ändeutig  bestimmt.  Sie  ge- 
stattet eine  dreigliedrige  Gruppe  von  radialen  Collineationen,  die  aus 
sechs  verschiedenen  Schaaren  von  Transformationen  besteht,  und  iso- 
morph ist  zur  Gruppe  der  sechs  Vertauschungen  von  drei  Dingen.  Von 
den  dual-projectiven  Transformationen  einer  invarianten  zweigliedrigen 
Untergruppe  werden  die  eigentlichen  Strahlen  der  Congruenz  noch 
transitiv  unter  einander  vertauscht  (abgesehen  von  sogleich  zu  nen- 
nenden Strahlen  specieller  Lage).  Die  Congruenz  enthält  dnen  Punkt- 
strahl, und  dieser  gehört  drei  verschiedenen  in  der  Congruenz  liegen- 
den Parallelenbüscheln  an.  Bei  der  Abbildung  irgend  eines  der  drei 
Kettencomplexe  auf  einen  ebenen  B^  werden  zwei  der  Parallelen- 
büschel als  Gerade  durch  p  wiedergegeben,  während  das  dritte  in  den 
Punkt  p  zusammengezogen  wird.  Die  eigentUchen  Congruenzstrahlen 
können  femer  auf  drei  Weisen  zu  oo^  Ketten  zusammengefasst  werden. 
Zu  jeder  dieser  Schaaren  von  Ketten  gehört  als  GhrenzfiEdl  ein  Paar 
von  Parallelenbüscheln.  Bei  irgend  einer  der  genannten  Abbildungen 
der  Congruenz  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  erscheinen  zwei  der 
Schaaren  von  oo^  Ketten  als  Erzeugende  der  Fläche,  die  dritte  als  eine 
Schaar  von  Kegelschnitten,  die  von  den  Ebenen  durch  ^  ausgeschnitten 
wird.     (S.  357.) 

Beciprok  zu  den  drei  Kettencomplexen  durch  die  Congruenz  sind 
drei  Ketten,  die  Oerter  der  Hauptazen  für  jede  der  drei  Schaaren  von 
oo^  Ketten  in  der  Congruenz.  Jede  dieser  drei  Ketten  enthält  einen 
ausgezeichneten  Strahl  und  diese  drei  Strahlen  gehören  demselben  Pa- 
rallelenbündel, aber  nicht  demselben  Parallelenbüschel  an.  Die  drei  Paral- 
lelenbüschel, die  zu  je  zweien  unter  diesen  Strahlen  orthogonal  sind, 
sind   die   drei   Büschel   in   der   Congruenz.     Die   Hauptaxen   der   drei 
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Ketten  gehören  der  Gongruenz  nicht  an^  liegen  aber  in  dem  durch  den 
Punktstrahl  der  Gongruenz  bestimmten  planaren  Gomplez.  Die  Haupt- 
aze  irgend  einer  der  drei  Ketten  kann  nicht  senkrecht  stehen  auf 
einem  Strahl  der  anderen. 

Die  letzten  Bemerkungen  lassen  sich  umkehren:  Nimmt  man  noch 
die  sogleich  unter  A,  anzustellende  Betrachtung  hinzu,  so  ergiebt  sich 
der  folgende,  besonders  auch  wegen  der  Einfachheit  seiner  Voraus- 
setzungen merkwürdige  Satz: 

Wenn  zwei  StraMenkeUen  so  liegen,  dass  kein  Strahl  der  einen  senk-  ^ 
recht  steht  auf  der  Hauptaxe  der  anderen,  so  bestimmen  sie  eindeutig 
eine  dritte  Kette,  die  von  den  gegebenen  verschieden  ist 

Der  Ort  der  gemeinsamen  Normalen  zwischen  Strahlen  von  je  zweien 
der  drei  Ketten  ist  eine  und  dieselbe  StraMencongrtienz,  die  demnacfi  auf 
drei  Arten  mit  Hülfe  zweier  Ketten  erzeugt  werden  kann.  Diese  Con- 
gruenz  ist  die  Basis  eines  Büschels  quadratischer  Complexe,  das  drei  ge- 
trennte Kettencompleoce  enthält. 

Bild  einer  solchen  Gongruenz  ist  eine  in  einem  ebenen  R^  gelegene 
Fläche  6.  Ordnung,  mit  drei  Schaaren  von  Kegelschnitten,  und  drei 
geraden  Linien,  die  sich  in  einem  auf  Mg  gelegenen  conischen  Knoten- 
punkt der  Fläche  treffen. 

A,.    Zwei  der  Kettencamplexe  fallen  zusammen. 

Die  cubische  Gleichung,  von  der  die  Bestimmung  der  Kettencom- 
plexe  im  Büschel  quadratischer  Gomplexe  abhängt,  hat  nunmehr  eine 
einfache  Wurzel  und  eine  Doppelwurzel.  Bei  der  Abbildung  des  einfach 
zahlenden  Kettencomplezes  auf  einen  ebenen  R^  entsteht  als  Bild  der 
noch  Yon  13  Gonstanten  abhängigen  Gongruenz  ein  Kegel  2.  Grades, 
der  ^  in  p  berührt,  und  dessen  Doppelpunkt  von  p  verschieden  ist. 
Bei  der  Abbildung  des  doppelt  zählenden  Kettencomplezes  dagegen 
geht  aus  der  Gongruenz  eine  Fläche  2.  0.  ohne  Knotenpunkt  hervor, 
die  die  Gerade  ^  enthält.  Es  giebt  nur  noch  zwei  getrennte  Schaaren 
von  Ketten  in  der  Gongruenz.  Die  cx>^  Ketten  der  doppelt  zahlenden 
Schaar  haben  als  Hauptazen  die  Strahlen  der  Kette,  die  zu  dem 
doppelt  zählenden  Kettencomplez  gehört,  und  enthalten  sämmtlich 
dessen  singulären  Strahl  (S.  321).  Gegenüber  dem  Fall  A^  tritt  also 
die  Besonderheit  ein,  dass  eine  der  drei  zusammengehörigen  Ketten 
doppelt  zählt:  Die  Hauptaze  dieser  Kette  steht  senkrecht  auf  einem 
Strahl  der  anderen.  Darin  liegt  schon,  dass  die  Hauptazen  der  beiden 
erzeugenden  Ketten  nicht  parallel  sind,  und  dass  diese  Ketten  keinen 
gemeinsamen  Strahl  haben. 
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Aj.  Durchschnitt  eines  Kettencomplexes  und  eines  irredudbden 
canischen  Complexes  in  allgemeiner  gegenseitiger  Lage.    (Vgl.  A^ .) 

Diese  Gongruenz  hängt  noch  yon  12  Gonstanten  ab. 

Die  cubische  Gleichung  verhält  sich  wie  zuvor  unter  Aj.  Die 
Gongruenz  enthält  aber  keine  Kette  mehr^  sondern  nur  noch  cx>^  Pa- 
rallelenbüschel.  Bei  der  Abbildung  des  Kettencomplexes  auf  einen 
Punktraum  R^  erscheinen  die  genannten  Büschel  als  Erzeugende  eines 
Kegels  2.  Ordnung,  der  seinen  Scheitel  in  p  hat,  ^  aber  nicht  enthalt 

A4.  Basis  eines  Büsclids  quadratisdier  Complexe  mit  einem  dreifach 
zahlenden  Kettencomplex. 

Die  Gonstantenzahl  dieser  Gongruenz  ist  ebenfalls  12.  Die  Gon- 
gruenz enthält  eine  einzige  Schaar  von  00^  Ketten,  die  alle  die  Haupt- 
axe  des  Kettencomplexes  enthalten.  Bei  Abbildung  des  Kettencom* 
plexes  auf  einen  Punktraum  B^  entsteht  ein  Kegel  2.  Ordnung,  der 
seinen  Scheitel  auf  ^,  aber  nicht  in  p  hat,  und  der  ^  als  Erzeugende 
enthält. 

A5.  Basis  eines  Büschels  quadratischer  Complexe  ohne  Kettencam- 
]fiex,  aber  mit  einem  irreducibden  conischen  Complex. 

Die  cubische  Gleichung  hat  wie  unter  A4  eine  dreifache  Wurzel, 
aber  dieser  entspricht  ein  conischer  Gomplex.  Diese  Gongruenz  hängt 
von  11  Gonstanten  ab.  Ketten  enthalt  sie  natürlich  nicht,  aber  00^ 
Parallelenbüschel. 

Ag  und  B.  Basis  eines  Büscheis  von  Kettencomplexen  mit  gemeinf^ 
sam^em  ParäUdenbündel,  worunter,  als  GrenzfaU,  ein  irredudbder  com- 
scher  Complex, 

Diese  von  10  Gonstanten  abhängige  Gongruenz  ist  Durchschnitt 
eines  Kettencomplexes  mit  einem  irreducibelen  conischen  Gomplex, 
der  das  Parcdldenbilndd  des  Kettencomplexes  enthalt  Die  Gongruenz  ist 
also  reducibel.  Nach  Abtrennung  des  Parallelenbündels  bleibt  ein 
irreducibeler  Bestandtheil  J9,  als  dessen  Bild  in  i^  eine  Fläche  5.  0. 
erscheint.  Diese  liegt,  wie  die  zuvor  aufgetretenen  Flächen  6.  0.,  in 
einem  ebenen  B^,  und  nicht  in  einem  ebenen  Räume  niederer  Dimen- 
sion: Die  Gesammtbasis  Ä^  ist  durch  B  allein  völlig  bestimmt.  Jeder 
durch  B  gehende  quadratische  Gomplex  ist  entweder  ein  Kettencomplex, 
oder  er  ist  der  ausgezeichnete  conische  Gomplex:  Die  Goefficienten  der 
cubischen  Gleichung  sind  alle  Null.  Bei  Abbildung  eines  der  00^ 
Kettencomplexe  auf  einen  ebenen  B^  erscheint  die  Gongruenz  als 
Kegel  2.  0.,  der  durch   ^  geht,   und  seinen  Scheitel  in  p   hat.     Die 
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Congruem  B  ktmn  sehr  leicht  constniirt  werden  mit  Hülfe  zweier 
Ketten:  Man  nehme  zwei  Ketten  noiit  parallelen^  aber  nicht  identischen 
Hauptaxen  so  an,  dass  sie  keinen  Strahl  gemein  haben.  Man  verbinde 
sodann  parallele  Strahlen  beider  Ketten  durch  Parallelenbüschel:  Der 
Ort  der  zu  diesen  reciproken  Parallelenbüschel  ist  die  Congraenz  B. 

Weiter  betrachten  wir  Büschel  quadratischer  Strahlen complexe  nicht 
systematisch:  Wir  zählen  vielmehr  nur  die  Congruenzen  auf,  die  irre- 
ducibele  Bestandtheile  der  Basis  eines  solchen  Büschels  bilden  können. 
—  Auf  die  zunächst  folgenden  Fälle  wird  man  geführt,  wenn  man 
annimmt,  dass  in  einem  Büschel  mit  zerfallender  Basis  ein  Ketten- 
complex  vorkommt.  Nach  Erledigung  des  Falles  A^  muss  bei  Abbil- 
dung des  Kettencomplexes  auf  einen  Punktraum  B^  ein  Ebenenpaar 
als  Bild  der  Basis  entstehen. 

C.  Die  aplanare  Kettencongruenz  y  betrachtet  ais  Busis  eines  Bün- 
dds  van  Kettencomplexen    (cx)^. 

Jeder  quadratische  Gomplex^  der  eine  aplanare  Kettencongruenz 
enthalt^  ist  ein  Kettencomplex^  dessen  singulärer  Strahl  der  Ketten- 
congruenz angehört.  Durch  die  Kettencongruenz  und  den  in  ihr  be- 
beliebig angenommenen  singulären  Strahl  ist  der  Kettencomplex  völlig 
bestimmt:  Die  zu  ihm  reciproke  Kette  ist  die  Kette  der  reciproken 
Kettencongruenz,  deren  Hauptaxe  der  singulare  Strahl  ist.  Das  Bündel 
der  Kettencomplexe  durch  eine  vorgelegte  aplanare  Kettencongruenz 
ist  projectiv  bezogen  auf  diese  Gongruenz.  Durch  irgend  ein  Norma- 
lennetzy  das  mit  der  aplanaren  Kettencongruenz  eine  Kette  gemein  hat^ 
wird  die  Gongruenz  zu  einem  vollständigen  Durchschnitt  er^Lnzt. 

Ebenfalls  Basis  eines  Bündels  quadratischer,  nämlich  reducibeler 
conischer  Gomplexe^  ist 

r.    Der  planare  Strahlencomplex    (oo*).  — 

D^.    Die  planare  Kettencongruenz,  (c»^)  und 

Dg.  Die  cylindrische  Kettencongruenz,  (ix>^ 
sind  jede  Basis  eines  Gebüsches,  eines  linearen  Systems  vierter  Stufe 
quadratischer  Compleooe,  Ein  quadratischer  Gomplex,  der  eine  planare 
Kettencongruenz  enthält,  ist  entweder  regulär,  oder  ein  Kettencomplex, 
oder  ein  reducibeler  conischer  Gomplex.  Ein  quadratischer  Gomplex 
durch  eine  cylindrische  Kettencongruenz  ist  entweder  regulär,  oder 
ein  reducibeler  conischer  Gomplex.  Irgend  zwei  planare  oder  cylin- 
drische Kettencongruenzen,  die  in  demselben  irreducibelen  quadratischen 
Gomplex  liegen,  bilden  zusammen  einen  vollständigen  Durchschnitt, 
also  die  Basis  eines  speciellen  Büschels  quadratischer  Gomplexe. 
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E.  Das  Normalennetz  eines  eigenüidien  Strahls  (po^)  ist  Basis 
eines  linearen  Systenois  fünfler  Stufe  quadratischer  Complexe.  Jeder 
quadratische  Complex^  der  ein  Normalennetz  enthalt^  ist  entweder  ein 
Eettencomplex,  oder  ein  reducibeler  conischer  Gomplex. 

F.  Das  ParaUdenbündd  (po*)  ist  Basis  eines  linearen  Systems 
sechster  Stufe  quadratischer  Complexe.  Jeder  quadratische  Complex 
durch  ein  Parallelenbündel  ist  entweder  Eettencomplex,  oder  er  ist 
conisch. 

G.  Das  Feld  dller  Punktstrahlen  (oo®)  ist  Basis  des  linearen  Systems 
sechster  Stufe  aller  conischen  Complexe. 


Zerfallen  der  betrachteten  Congruenzen, 

Aus  den  aufgezahlten  partiellen  Durchschnitten  quadratischer  Com- 
plexe lassen  sich  auf  mannigfaltige  Art  Congruenzen  zusammensetzen, 
die  vollständige  Durchschnitte  sind.  Diese  reducibelen  Schnittfigaren 
sind  bereits  zu  zahlreich  ^  als  dass  wir  sie  hier  eingehend  be- 
trachten könnten.  Aber  wir  wollen  wenigstens  die  einzelnen  Mög- 
lichkeiten  kurz  aufzahlen.  Um  sie  zu  finden,  hat  man  offenbar  die 
Zahl  sechs  auf  alle  mögUchen  Arten  als  Summe  kleinerer  Zahlen  dar- 
zustellen,  und  dann  jede  Zerlegung  darauf  hin  zu  untersuchen,  ob  ihr 
ein  zerfallender  Durchschnitt  entspricht.  So  ist  die  folgende  Tabelle 
zu  Stande  gekommen,  in  der  z.  B. 

C^{^F+G) 

zu  lesen  ist:  „Die  aplanare  Kettencongruenz  hat  eine  reducibele  Con- 
gruenz  zur  Grenzlage,  die  aus  drei  ParaUelenbündeln  und  dem  Feld  aUer 
Punktstrahlen  besteht/' 

(2) 

DXE-\-F,  2F-{-G), 

CXD  +  F,  E-^2F,  SF+G), 

B^(D-\-E,   D  +  F+G,  2E-\-F,  E-\-2F+G,  SF-{-2G), 

A-^iB  +  F,  C+E,2B,C-^F+G,D  +  E-\-F, 

D  +  2F+G,  2E+2F,  E-\-SF-\-G,  4:F-\-2G). 

Wir  feigen  hierzu  eine  entsprechende  Bemerkung  über  die  Siogo- 
laritstencongruenz  eines  regulären  quadratischen  Gomplexes,  die  hier 
mit  S  bezeichnet  werden  mag.     Diese  Congruenz  ist  nicht  partieller 
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Schnitt  quadratischer  Complexe;  sie  hat  aber  mehrere  Ausartungen^  die 
aus  solchen  Schnitten  bestehen,  nämlich  (wie  man  leicht  erkennt): 


(3) 


S:^{D+a,  2E,  E  +  F+G,  2F+2G), 


Zahl  der  gemeinsamen  Strahlen  von  mehreren  Congruenzen 

Auch  die  Gleichungen^  von  denen  die  gemeinsamen  Strahlen  zweier 
der  betrachteten  Congruenzen  abhängen,  können  wir  nicht  eingehend 
erörtern.  Wir  wollen  aber  wenigstens  die  Grade  dieser  Gleichungen 
angeben.  Sie  sind  in  den  folgenden  Formeln  (4),  (5)  zusammengestellt. 
Dabei  sind  die  Anzahlen  solcher  gemeinsamer  Strahlen,  die  unter  allen 
umständen  Punktstrahlen  sind,  mit  einem  Nenner  \  versehen.  Die 
symbolische  Gleichung  D  •  D  =  1  +  -J"  2*  ^-  ist  zu  lesen:  „Wenn  zwei 
planare  Eettengruenzen  nicht^unendlich  viele  Strahlen  gemein  haben,  so 
haben  sie  zwei  Strahlen  gemein.  Die  Gleichung,  von  deren  Losung 
die  [Bestimmung  dieser  Strahlen  abhängt,  ist  reducibel:  Einer  der 
beiden  gemeinsamen  Strahlen  ist  immer  ein  Punktstrahl.'' 

Eine  Ueberlagerung  mehrerer  gemeinsamer  Strahlen  ist  natürlich 
nicht  ausgeschlossen.  Auch  kann  es  unter  Umständen  eintreten,  dass 
Strahlen,  die  dem  Feld  der  Punktstrahlen  G  in  der  Regel  nicht 
angehören,  im  Grenzfall  in  dieses  hineinrücken.  Solche  Strahlen  sind 
in  der  Tafel  (4)  nicht  unter  denen  zu  suchen,  deren  Anzahlen  der 
Nenner  \  beigefügt  ist,  sondern  unter  den  übrigen.  Das  Symbol  oo 
bedeutet:  „Es  sind  unter  allen  Umständen  unendlich  viele  gemeinsame 
Strahlen  vorhanden/' 


(4) 


Ä 

B 

• 

c 

D 

E 

F 

G 

A 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

i 

B 

5 

4  +  i 

3 

2  +  * 

2 

\ 

OO 

C 

4 

3 

3 

2 

1 

1 

0 

D 

3 

2  +  i 

2 

1+i 

1 

\ 

oo 

E 

2 

2 

1 

1 

1 

0 

* 

F 

1 

* 

1 

\ 

0 

\ 

oo 

G 

^ 

CO 

0 

oo 

f 

oo 

oo 

Wir  fügen  sogleich  hinzu   die  auf  die  Singularitätencongruenz  S 
eines  regulären  quadratischen  Complexes  bezüglichen  Anzahlen: 
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SÄ  =  SB~  SS  — 4, 
(5)  SC^8D  =  8E=2, 

SF=0,  8G  =  ^. 

Die  Zahlen  Ä,  G  und  E.  G  sind  gleich  ^  gesetzt^  weil  die  Punkt- 
strahlen  der  Gongruenzen  Ä^^  und  E  bei  der  Abbildung  dieser  Coa- 
gruenzen  in  i!»  als  Knotenpunkte  der  Bildflächen  erscheinen. 

Die  Formeln  (4)  und  (5)  lassen  eine  einfache  Structur  erkennen, 
die  auf  die  Existenz  eines  umfassenderen  Gesetzes  hinweist.  Sieht 
man  nämlich  von  den  G  enthaltenden  symbolischen  Gleichungen  ab, 
und  bezeichnet  man  den  eingetragenen  Zahlenwerth  irgend  eines  der 
übrigen  symbolischen  Producte  XY  als  GesammtmultiplicUät  der  ge- 
meinsamen Strahlen  von  X  und  Yy  so  gilt  der  Satz^  dciss  bei  den 
zuvor  unter  (2),  (3)  genamiten  Arten  des  ZerfaUens  von  X  oder  Y  ent- 
weder diese  Gesammimultiplicität  erhalten  bleibt,  oder  die  ZaM  der  ge- 
meinsamen StraMen  unendlich  wird*).  Es  werden  nämlich  alle  aufge- 
führten symbolischen  Gleichungen,  mit  Ausnahme  der  auf  G  bezüg- 
lichen, Folgen  der  beiden  symbolischen  Gleichungen 

wenn  man,   nach  der  von  Herrn  H.  Schubert  eingeführten  Bezeich- 
nungsweisC;  setzt 

A  =  2E+2F,    B  =  2E  +  F,    C=E  +  2F,    S  =  2E,    B=E+F. 


*)  In  dem  von  Herrn  Schubert  (Kalkül  der  abzählenden  Qeometrie,  Leipzig 
1879)  behaupteten  „Princip  von  der  Erhaltung  der  Anzahl*^  kommen  gebrochene 
Multiplicitäten  nicht  vor.  —  Dass  dieses  „Principe*  —  sofern  es  mangels  klarer 
Definitionen  überhaupt  verständlich  erscheint  —  zu  allgemein  gefasst  und  also 
unhaltbar  ist,  lässt  sich  übrigens  schon  durch  sehr  einfache  Beispiele  nachweisen. 
Bereits  die  Geometrie  der  Gurven  auf  einem  irreducibelen  Kegel  2.  Ordnung  bietet 
Verhältnisse  dar,  die  den  im  Texte  beschriebenen  ähnlich  sind.  Die  Zahl  der  Pro- 
jectivitäten,  die  vier  Punkte  auf  einer  Geraden  unter  einander  vertauschen,  genfigt 
dem  Satze  des  Herrn  Schubert  nicht,  u.  A.  m. 

Wir  können  den  Gegenstand  hier  nicht  erörtern,  und  bemerken  nur,  dass  wir 
die  Mehrzahl  der  aus  dem  genannten  Princip  gezogenen  Folgerungen  als  ungenfi- 
gend  begründet,  und  gewisse  Classen  solcher  Folgerungen  auch  wohl  als  materiell 
zweifelhaft  betrachten  müssen.  Keinenfalls. verdient  dieser  Satz  das  unbedingte  Ver- 
trauen, das  einige  Geometer  auf  ihn  gesetzt  haben.  Seine  —  bei  dem  gegenwärtigen 
Zustande  der  Wissenschaft  gewiss  nicht  zu  unterschätzende  —  Bedeutung  scheint 
uns  darin  zu  liegen,  dass  er  eine  schnelle  Orientirung  wenn  auch  hypothetischer 
Natur  in  zahlreichen  Fällen  ermöglicht,  die  Schwierigkeiten  bieten,  und  dadurch 
dem  Geometer  die  Production  erleichtert.  —  Auch  bei  ezacter  Formulirung  und 
Begründung,  wie  sie  fclr  grosse  Classen  von  Problemen  sicher  möglich  ist,  wird 
man  die  Bestimmung  bloser  Gradzahlen  von  Gleichungen  Übrigens  wohl  immer 
nur  als  einen  Nothbehelf  betrachten  können. 
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üeber  die  YertheiluDg  der  Oesammtmaltiplicitat  auf  ganze  und 
gebrochene  Zahlen  giebt  dieses  Verfahren  keine  Auskunft.  Die  soeben 
angefahrten  Gleichungen  vermögen  nicht^  die  Tafeln  (4)  und  (5)  zu 
ersetzen.  Auch  geben  diese  Tafeln  selbst^  wie  bereits  angedeutet^  keine 
Auskunft  über  das  Auftreten  von  Punktstrahlen  oder  unendlich  vielen 
gemeinsamen  Strahlen  in  Grenzfallen  (z.  B.  Ä^^'Ä^^  A^^A^. 


Bedeutung  der  für  ein  invariantes  lineares  System  von 
Strahlencomplexen  charakteristischen  Zahlen  fi,  v   (S.  277). 

Im  Anschluss  an  die  letzten  Betrachtungen  schalten  wir  einige 
im  Gründe  nicht  hierher  gehörige  Sätze  ein^  die  die  auf  Seite  278  offen 
gelassene  Frage  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der  Zahlen  fi^  v 
beantworten. 

/i-f-i^  ist  die  Zahl  der  gemeinsamen  StraMen  zwischen  einem  alge- 
braischen Strahlencomplex  S  und  einer  frei  beweglichen  Strdhlenkette. 

V  ist  die  ZaM  der  eigentlichen  Strahlen,  die  der  Comflex  (£  in 
einem  frei  beweglichen  ParaUdenbüsdid  hoL 

Die   unter  Umständen    gebrochene  ^    aber  niemals   negative   Zahl 

^^—  kann  erklärt  werden  als  ,,Multiplicitäif'  der  Punktmannigfaltigkeit 

M,  =  G  in  dem  Gomplex.  Im  planaren  Gomplex  hat  M,  danach  die 
Mnltiplicität  ^,  in  jedem  conischen  die  Multiplicität  1,  in  jedem  ande- 
ren quadratischen  Gomplex  die  Multiplicitat  0. 


Figur  von  sechs  abhängigen  Strahlen, 

In  ähnlicher  Weise  wie  die  GongruenzeU;  in  denen  sich  zwei  oder 
mehrere  quadratische  Gomplexe  durchdringen^  lassen  sich  auch  Strahlen- 
bänder der  Art  untersuchen ^  und  überhaupt  Figuren,  die  die  Basis 
einer  linearen  Mannigfaltigkeit  quadratischer  Gomplexe  bilden.  Unter 
diesen  weiteren  Figuren,  deren  einige  wir  bei  Gelegenheit  der  Unter- 
suchung des  planaren  Gomplexes  betrachtet  haben,  hebt  sich  eine  da- 
durch hervor,  dass  sie  aus  discreten,  nämlich  aus  sechs  einzelnen 
Strahlen  besteht.  Die  Existenz  dieser  Figur  abhängiger  Strahlen^  die 
die  Basis  eines  linearen  Systems  vierter  Stufe  bildet,  haben  wir  bereits 
in  der  Aussage  festgestellt,  dass  die  Mannigfaltigkeit  M4  die  Ordnung 
sechs  hat.  Wir  geben  nun  diesem  Satz  eine  inhaltsreichere  Fassung, 
indem  wir  die  Fälle  ausschliessen,  in  denen  der  durch  fdnf  Strahlen 
bestimmte  sechste  unbestimmt  wird: 
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Wenn  von  fünf  eigentlichen  Strahlen  keine  jswei  paraJld  sind,  und 
keine  vier  demsdben  pkmaren  Complex  angehöreny  wenn  ferner  die  fünf 
Strahlen  in  keiner  a/plana/ren  Kettencongruenz  liegen,  so  bestimmen  sie 
eindeutig  einen  sechsten  eigentlichen  StrcM,  der  mit  ihnen  invariant  ver 
banden  ist. 

Jeder  der  oo'  quadroMschen  Complexe  durch  irgend  fünf  der  sedis 
SiraJden  enthalt  auch  den  letzten, 

Dass  die  angegebenen  Voraussetzungen  f&r  die  Bestimmtheit  des 
sechsten  Strahles  noth wendig  sind,  ist  nach  dem  über  die  aplanaren 
Kettencongruenzen  und  über  die  Geometrie  im  planaren  Complex  Ge- 
sagten leicht  zu  erkennen.  Dass  sie  auch  hinreichend  sind^  lässt  sich 
so  nachweisen:' 

Wenn  keine  vier  unter  den  fünf  Strahlen  in  einem  planaren  Com- 
plex liegen,  so  lassen  sich  immer  solche  vier  unter  ihnen  finden^  von 
denen  auch  keine  drei  in  einem  planaren  Complex  liegen.  Diese  yier 
Strahlen  können  dann  durch  eine  aplanare  Kettencongruenz  verbunden 
werden  (S.  331).  Durch  diese  Congruenz  kann  man  femer  noch  ein 
Büschel  von  Eettencomplexen  legen,  die  den  fünften  Strahl  enthalten. 
Höchstens  bei  einem  dieser  Complexe  ist  der  fünfte  Strahl  zum  singolaren 
Strahl  parallel  (S.  375) :  Man  kann  daher  aus  dem  Büschel  einen  Com- 
plex auswählen,  für  den  diese  Besonderheit  nicht  eintritt.  Bilden  wir 
nun  diesen  Complex  auf  einen  ebenen  B^  ab  (S.  356),  so  ergiebt  sich 
eine  Figur  von  sieben  Punkten,  die  einen  Theil  der  Basis  eines  Bün- 
dels von  Flächen  2.  0.  bilden:  Zwei  der  sieben  Punkte  liegen  auf  ^ 
consecutiv  in  p,  vier  —  die  Bilder  jener  vier  Strahlen  —  ausserhalb 
^  in  einer  Ebene,  die  p  nicht  enthält,  der  letzte  ausserhalb  dieser 
Ebene  sowohl  als  auch  der  Geraden  ^.  Durch  solche  sieben 
Punkte  kann  nun  augenscheinlich  weder  eine  irreducibele  noch  auch 
eine  zerfallende  Raumcurve  3.  0.  gelegt  werden :  Also  schneiden  sich 
die  Flächen  des  Bündels  in  einem  bestimmten  achten  Punkt,  der  nicht 
auf  ^  liegt.  Hieraus  aber  ergiebt  sich  unmittelbar  der  behauptete 
Satz. 

Bei  besonderen  Schnittfiguren  von  M4  mit  ebenen  It^  können 
selbstverständlich  einzelne  der  Schnittpunkte  sich  mit  einander  ver- 
einigen. Es  ist  auch  bei  obigem  Satze  nicht  ausgeschlossen,  dass  der 
sechste  Strahl  mit  einem  der  fünf  zusammenfällt.  In  der  Figur  von 
sechs  Strahlen  ist  dann  einer  zweifach  zu  rechnen.  ^~  Die  Schwierig- 
keit der  Reihe  von  Fragen,  die  sich  hier  anschliessen,  übertrifft  wohl 
ihr  wissenschaftliches  Interesse.  Wir  sehen  von  einer  näheren  Unter- 
suchung des  Gegenstandes  ab. 
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Umkehrung  einiger  der  aufgestellten  Sätze, 

Wir  hatten  oben  zwei  analytisch-getrennte  Schaaren  von  je  oo^ 
Kegelschnitten  auf  M^  gefunden.  Wir  behaupten  nun,  dass  es  andere 
Kegelschnitte  auf  M4  nicht  giebt,  als  die  in  einer  von  beiden  Glassen 
(oder  im  Orenzfall  in  beiden)  enthaltenen.  Zu  dem  Ende  haben  wir 
zu  zeigen: 

Jeder  auf  M^  gelegene  irredudbde  Kegdschnittj  der  nickt  einer  ganz 
in  M4  enthaltenen  Ebene  angehört,  ist  BUd  einer  Kette. 

Die  Coordinaten  XjXjt,  3Ej|  der  Punkte  des  fraglichen  Kegelschnittes 
werden  als  quadratische  Formen  zweier  Parameter  t^ :  ^  darstellbar 
sein.  Aus  den  zwischen  den  Producten  XiX^  stattfindenden  quadra- 
tischen Relationen  aber  folgt,  da  nach  Voraussetzung  die  Verhältnisse 
3Ei  :  3^2  *•  3^8  '^^^  k'^%  nicht  unabhängig  sind,  dass  X^,  Xg,  SE,  selbst 
linear  von  ^  :  ^  abhängen  *).  Hiemach  werden  dann  leicht  die  Grössen 
X-i  als  quadratische  Formen  von  ^ :  ^  bestimmt,  die  mit  den  drei 
linearen  Formen  3Ej  durch  die  Identität  (1)  verbunden  sind.  Dass  die 
so  dargestellten  Kegelschnitte  sämmtlich  Bilder  von  Ketten  sind,  kann 
man  dann  z.  B.  dadurch  nachweisen,  dass  man  durch  eine  duale  Colli- 
neation  die  Uneare  Identität  zwischen  den  drei  Formen  X,  in  die 
Gestalt  3Ei  =  0  überführt. 

Nahezu  evident  ist  der  Satz: 

Eine  analytische  Strahlencongruenz  kann  höchstens  00^  Ketten  ent- 
halten.  Sie  ist  in  diesem  Falle  das  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls. 

In  der  That,  gehen  durch  zwei  Strahlen  00^  Ketten,  so  liegen 
diese  in  demselben  Normalennetz,  und  die  Strahlen  dieser  Ketten 
erfüllen  das  Normalennetz,  abgesehen  von  zwei  Parallelenbüscheln, 
deren  Strahlen  sich  nachtitlglich  durch  analytische  Fortsetzung  ergeben. 
Nunmehr  beweisen  wir: 

Wenn  eine  analytisdie  Strahlencongruenz  nicht  00^  Ketten  y  aber 
eine  analytische  Schaar  von  <x>^  Ketten  enthalt,  so  ist  sie  entweder  die 
Singvlaritätencongruenz  eines  quadratiscJien  Complexes,  oder  eine  aplanare 
oder  endlich  eine  planare  Kettencongruenz. 

Es  wird  hiermit  behauptet,  dass  es  zivei  und  nicht  mehr  analytisch- 


*)  Deutet  man  die  Producte  3£j£jt  ^  homogene  Punktcoordinaten  in  einem 
i?g,  80  erhält  man  eine  auf  das  temäre  Gebiet  BEj  :  3E,  :  3E,  bezogene  Normal- 
fl&che  4.  0.,  auf  der  der  Kegelschnitt  IS^iHj^if)  liegt.  Bild  dieses  Kegelschnitts  in 
der  Ebene  ist  eine  Gerade,  die  anf  ihn  projectiv  bezogen  ist;  t^  :  i^  können  als 
homogene  Coordinaten  auf  dieser  Geraden  angesehen  werden. 
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getrennte  Familien  von  Congruenzen  der  verlangten  Eigenschaft  giebt, 
die  oo^  Singularitätencongruenzen  und  die  oo^  aplanaren  Eettencon- 
graenzen;  denn  die  oo'^  planaren  Eettencongruenzen  können  in  gewisser 
Weise  als  Dorchsclinitt  jener  beiden  Familien  betrachtet  werden:  Eine 
planare  Eettencongruenz  kann^  durch  das  begleitende  Parallelenbündel 
ergänzt^  als  Orenzfall  einer  aplanaren  Eettencongruenz  gelten^  andrer- 
seits aber,  nach  Ergänzung  durch  das  Feld  aller  Punktstrahlen,  auch 
als  Grenzfall  einer  Singularitatencongruenz.    (Vgl.  S.  377.) 

Der  Ort  der  Hauptaxen  der  vorausgesetzten  oo^  Eetten  kann 
weder  ein  einzelner  Strahl  noch  auch  ein  Strahlenband  sein.  Denn 
im  letzten  Falle  würde  das  Normalennetz  eines  Strahls  des  Bandes  oo^ 
Eetten ;  also  bereits  ein  Continuum  von  oo^  Strahlen  der  Congmenz 
enthalten.  Der  genannte  Ort  ist  also  eine  zweite  Congruenz.  Wir 
können  nun  der  Reihe  nach  drei  Hypothesen  machen,  1)  dass  die 
Strahlen  dieser  zweiten  Congruenz  oo'  verschiedene  Richtungen  haben, 
2)  dass  sie  auf  oo^  Cylinderflächen  vertheilt  werden  können,  3)  dass 
sie  ein  Parallelenbündel  oder  einen  continuirlichen  zweifach  ausgedehn- 
ten Theil  eines  solchen  bilden.  Von  diesen  Annahmen  reducirt  sich 
die  zweite  sofort  auf  die  dritte,  da  offenbar  auch  im  Falle  2)  schon 
die  sämmtlichen  Strahlen  der  gegebenen  Congruenz  einem  planaren 
Complex  angehören  müssen. 

Machen  wir  die  Annahme  1),  so  folgt,  dass  auch  die  Strahlen  der 
vorgelegten  Congruenz  selbst  oo^  verschiedene  Richtungen  haben,  dass 
sie  nicht  auf  oo^  Cylinderflächen  vertheilt  werden  können.  Denn  die 
entgegengesetzte  Hypothese  führt  sofort  zu  der  Annahme  3).  Man 
kann  also,  bei  der  analytischen  Daratellung  der  einen  Congruenz  die 
Grössen  Xi :  3Eg :  BE^,  bei  der  Darstellung  der  anderen  die  Grossen 
Ui :  U,  :  II3  als  unabhängige  Veränderliche  benutzen.  Die  cx)'  Eetten 
in  der  ersten  Congruenz  werden  dann  dargestellt  durch  lineare  Glei- 
chungen der  Form 

die  Congruenz  ist  auf  das  temäre  Gebiet  X^ :  3^  :  X3  jedenfalls  in  der 
Umgebung  eines  Strahles  allgemeiner  Lage  eindeutig  so  abgebildet^ 
dass  den  00^  Eetten  gerade  Linien  projectiv  entsprechen.  Sie  ist  folg- 
lich rational,  und,  da  die  Bilder  der  genannten  Geraden  in  R^  E^el- 
schnitte  sind  (s.  oben  S.  381),  so  sind  die  Punktcoordinaten  X^Xj^,  3E^^ 
als  temäre  quadratische  Formen  der  homogenen  Grössen  3^,  SE^^  36^ 
darstellbar.  Bild  der  Congruenz  in  B^  ist  folglich  entweder  eine 
rationale  nicht  geradlinige  Fläche  4.  Ordnung  eines  ebenen  R^  —  noih- 
wendig  eine  der  bereits  mehrfach  besprochenen  Nonnalflächen  4.  0.  — 
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oder  eine  Projection  einer  solchen  Fläche.  Zugleich  ist  dieses  Bild 
Basis  oder  Theil  der  Basis  eines  linearen  Systems  ebener  Rj,  von 
mindestens  dritter  Stufe.  Alle  irreducibelen  Flächen  auf  M4  aber^  die 
die  Basis  eines  solchen  Systems  bilden,  oder  ihr  angehören,  haben  wir 
bereits  bestimmt:  Da  die  fragliche  Congruenz  nicht  in  einem  planaren 
Complex  liegt,  so  bleibt  nur  die  eine  Möglichkeit,  dass  sie  eine  apla- 
nare  Eettencongruenz  ist. 

Machen  wir  nunmehr  die  Annahme  3),  setzen  wir  also  voraus, 
dass  die  zu  suchende  Congruenz  in  einem  planaren  Complex  liegt, 
sagen  wir  des  ersten  Blattes,  so  liegen  die  Hauptaxen  der  00^  Ketten 
im  zugehörigen  Parallelenbündel  des  zweiten  Blattes.  Da  dieses  Bündel 
Trägereines  ternären  Gebietes  ist,  so  können  auch  jetzt  wieder — innerhalb 
eines  gewissen  Bereichs  —  die  cx>*  Congruenzstrahlen  und  Ketten  den 
Geraden  und  Punkten  einer  Ebene  eindeutig  zugeordnet  werden:  Es 
ergiebt  sich,  wie  zuvor,  dass  als  Bild  der  Congruenz  im  Rg  eine  Nor- 
malfläche 4.  Ordnung  oder  eine  Projection  einer  solchen  Fläche  er- 
scheinen muss.  Nun  liegt  aber  dieses  Bild,  nach  unserer  nunmehrigen 
Voraussetzung,  auf  einem  der  auf  S.  349  u.  s.  w.  erörterten  Normal- 
kegel 3.  Ordnung.  Ist  die  fragliche  Fläche  in  einem  ebenen  R^  ent- 
halten, so  ist  sie  ein  ebener  Schnitt  des  Kegels,  oder  Theil  eines 
solchen,  und  dann  ist  sie  —  da  Normalennetze  nicht  in  Betracht  kom- 
men —  nothwendig  eine  Normalregelfläche  3.  Ordnung  (S.  337,  352)-, 
die  Congruenz  ist  dann  eine  planare  Kettencongruenz.  Liegt  aber  die 
betrachtete  Fläche  nicht  in  einem  ebenen  J5^,  so  ist  sie  von  der  4.  Ord- 
nung. Sie  muss  dann  durch  den  Scheitel  des  Kegels  gehen,  da  dieser 
selbst  nur  von  der  dritten  Ordnung  ist.  Die  Congruenzstrahlen  können 
also  auf  cx>^  parabolische  Cylinder  vertheilt  werden,  die  alle  denselben 
Punktstrahl  enthalten. 

Nehmen  wir  nun  an,  X^  »>  0  sei  die  Gleichung  des  planaren  Com- 
plexes,  in  dem  die  Congruenz  liegt,  so  wird  diese  durch  Parameter 
^1  -  ^1 '  ^8  derart  dargestellt  werden  können,  dass  Jc^  und,  Xg  —  als 
Coordinaten  des  einzelnen  erzeugenden  Cylinders  —  selbst  mit  zweien 
der  Parameter  (f^  zusammenfallen.  Da  femer  unter  den  Grössen 
X|3E^,  ^i»  ^^^  linear-unabhängige  vorkommen  müssen,  so  folgt  aus 
der  Relation  S^Xs^  4~  %%8  =  0  weiter,  dass  die  analytische  Darstel- 
lung der  Congruenz  auf  die  Form 

Xi  =  0  ,     Xii  =  (aay, 
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gebracht  werden  kann^  wofern  {a^f  irgend  eine  m  6^^  6^^  6^  quadra- 
tische Form  bedeutet^  die  das  Quadrat  des  Parameters  6^  wirklich 
enthält.  Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (21)... (24)  des  Torigen  Paragraphen 
wird  diese  Congruenz  leicht  ala  Singularitatencongruenz  eine«  quadra- 
tischen  Gomplexes  erkannt. 

Der  hiermit  bewiesene  Satz  findet  eine  wesentliche  Ergänzung  in 
dem  folgenden: 

Wenn  zwei  analytische  Congruenzen  eigentlicher  Strahlen  in  solcher 
Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
zwei  StraMen  allgemeiner  Lage  jeder  Strahl  der  einen  Congruenz 
senkreckt  geschnitten  wird  von  (wenigstens)  einem  continuirlichen  Band 
von  StraMen  der  anderen  und  umgekehrt,  so  sind  folgende  FäUe  möglich: 

Entweder  liegt  die  eine  Congruenz  in  einem  planaren  CompUx,  und 
ist  übrigens  beiiebig,  und  die  andere  ist  das  mit  dem  Complex  verbundene 
Paraüelenbündel. 

Oder  die  Strahlen  beider  Congruenzen  lassen  sich  auf  je  cx>^  Paral- 
Idenbüschd  verÜieilen,  und  diese  und  damit  die  Congruenzen  selbst  sind 
paarweise  zu  einander  reciproh 

Oder  endlich,  beide  Congruenzen  sind  zu  eifumder  recipröke  aptanare 
Kettencongruenzen. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Strahlen  der  einen  —  sagen  wir  der 
zweiten  —  Congruenz  sich  auf  cx>^  Cylinder  vertheilen  lassen,  so  ge- 
hören nach  Voraussetzung  zu  einer  Erzeugenden  eines  solchen  Gylin- 
ders  oo^  Strahlen  der  ersten  Congruenz.  Gehören  zu  allen  Erzeugen- 
den des  Cylinders  dieselben  oo^  Strahlen,  so  heisst  das,  dass ^  der 
Cylinder  ein  Parallelenbüschel  ist,  und  dass  die  oo^  Strahlen  das  zu 
diesem  Büschel  recipröke  Büschel  bilden.  Gehören  aber  zu  den  oo^ 
Erzeugenden  des  Cylinders  insgesammt  oo^  Strahlen,  so  liegt  die  erste 
Congruenz  in  einem  pknaren  Complex,  und  die  zweite  ist  das  zugehörige 
Parallelenbündel.  Wenn  also  die  Strahlen  der  einen  Congruenz  nicht 
auf  oo^  Cylinder  vertheilt  werden  können,  so  gilt  Dasselbe  von  der 
anderen:  Es  bleibt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  aUe 
Strahlen  der  einen  Congruenz,  die  einen  Strahl  (allgemeiner  Lage)  der 
anderen  senkrecht  schneiden,  eine  Kette  bilden  müssen.  Dieser  Nach- 
weis gelingt  ohne  Weiteres  mit  Hülfe  eines  Satzes,  dessen  Grund- 
gedanke von  Hamilton  herrührt,  und  der  so  gefasst  werden  soU: 

Wenn  die  eigentlichen  Strahlen  einer  anahftischen  Congruenz  sieh 
nicht  auf  cx)^  Cylhtder  vertheilen  lassen,  so  bilden  die  gemeinsa/fnen  Nor- 
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malen  zwischen  einem  Strahl  allgemeiner  Lage  tmd  den  ihm  henachbarten 
Strahlen  der  Congruenz  eine  Kette. 

Als  ein  Strahl  „oMgemeiner  Lagef^  in  der  Gongruenz  ist  hier  ein 
solcher  zu  bezeichnen  ^  in  dessen  Umgebung  die  Coordinaten  erster 
Art  sich  durch  Potenzreihen  zweier  Parameter  s  —  5^,  t  —  t^  derart 
darstellen  lassen,  dass 

ist    für    s  =  s^j   l  =  tQ.*)      Das    Normalennetz    eines    veränderlichen 
Strahls  ds  :dt  der  Kette  ist  dann  gegeben  durch  die  Gleichung 

(7)  &(z^r)  +  d<(z|fr)  =  o. 

Man  erkennt  mm  unschwer,  dass  auch  die  folgenden  von  enger 
gefassten  Voraussetzungen  ausgehenden  Sätze  richtig  sind: 

Wenn  von  zwei  analytischen  Congruemen  eigentlicher  Strahlen 
jede  am  aUen  gemeinsamen  Normalen  von  Strahlen  der  anderen  bestehtj 
so  sind  sie  reeiproke  aplanare  Kettencongrueneen. 

Wenn  die  eigenäichen  Strahlen  einer  ancdytischen  Congruenis  nicht 
auf  oo^  ParaHeienbüscheil  vertheüt  werden  können,  und  wenn  zugleich  die 
gemeinsamen  Normaien  consecutiver  Congruenzstrahlen  in  ihrer  Ge- 
sammtheit  eine  zweite  Congruenz  bilden,  so  sind  beide  Congruenzen  recir 
proke  aplanare  Kettencongruenzen. 

Wir  fügen  noch  einige  Sätze  verwandten  Charakters  hinzu,  die 
sich  auf  Strahlencomplexe  beziehen. 

Wenn  ein  analytischer  Sirahlencomplex  oo^  Ketten  enthält,  so  ent- 
hält er  entweder  deren  cx)^,  und  ist  ein  planarer  Complex;  oder  der  Com- 
plex  besteht  aus  den  Normalen  der  Strahlen  eines  nicht  cylindrischen 
Bandes;  oder  endlich,  der  Complex  ist  ein  regulärer  quadratischer  Strah- 
lencomplex. 


*)  Der  Satz  Hamiltons,  in  dem  das  Gylindroid  wohl  zuerst  und  sogleich  in 
einer  seiner  wichtigsten  Eigenschaften  auftritt,  scheint  in  der  dem  Verfasser  zur 
Zeit  nicht  zug&nglichen  Abhandlung  über  „Systems  of  Rays"  vorzukommen,  die 
im  16.  Bande  (1S29?)  der  Transactions  of  the  B.  Irish  Academy  abgedruckt  ist. 

Der  Verfasser  hat  den  Satz,  in  einer  ungenügenden  Formulirung,  in  dem 
citirten  Werke  des  Herrn  B.  Ball  gefunden  (S.  611). 

Study,  Oeometrie  der  Dynamen.  26 
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Liegen  die  oo^  Ketten  in  demselben  planaren  Gomplex^  so  tritt 
der  erste  Fall  ein.  Sind  femer  die  oo*  Ketten  auf  oo*  planare  Com- 
plexe  vertheilt,  so  müssen  die  in  einem  dieser  Complexe  gelegenen  <x>' 
Ketten  eine  Gongruenz  bilden^  und  diese  ist  dann  nothwendig  ein 
Normalennetz.  Sind  schliesslich  die  oo*  Ketten  zu  oo*  auf  oo*  pla- 
nare Complexe  vertheilt,  so  bilden  die  in  einem  von  diesen  gelegenen 
Ketten  wiederum  eine  Strahlencongruenz.  Diese  kann  nicht  ein  Nor- 
malennetz sein^  da  die  Normalen  von  oo^  eigentlichen  nicht  parallelen 
Strahlen  keinen  Complex  bilden  können.  Die  Gongruenz  ist  also  ent- 
weder die  Singularitätencongruenz  eines  regulären  quadratischen  Strah- 
lencomplexes,  oder  eine  planare  Kettencongruenz.  Aus  beiden  Annahmen 
(deren  erste  sich  übrigens  sogleich  als  unmöglich  erweist),  folgt,  dass 
die  oo^  Ketten  cx)^  verschiedene  Hauptaxen  haben,  dass  also  in  einer 
gewissen  Umgebung  eines  eigentlichen  Strahls  jeder  Strahl  in  seinem 
Normalennetz  eine  Kette  von  Strahlen  des  gesuchten  Gomplexes  hat. 
Dieser  Gomplex  selbst  ist  dann  nothwendig  algebraisch,  quadratisch, 
und  entweder  ein  regulärer  quadratischer  Gomplex  oder  ein  Ketten- 
complex.  Der  Kettencomplex  gehört  gleichzeitig  zu  der  zuvor  genann- 
ten Familie  von  Gomplexen,  und  kann  daher  in  der  Aufzahlung  weg- 
gelassen werden. 

Wenn  ein  analytischer  Strahlencomplex  <x>^  planare  Keüencongrumeen 
enthäU,  80  ist  er  entweder  ein  regulärer  quadroMscher  oder  ein  Ketten- 
complex, oder  er  enthalt  oo^  planare  Kettenoongruemen  und  ist  ein  pia- 
narer  Complex. 

Wenn  ein  analytischer  Strahtencomplex  oo^  Singularitäiencongrua^gen 
regulärer  quadratischer  Complexe  enthalt,  so  enthalt  er  deren  oo*,  und  ist 
ein  planarer  Complex, 

Jeder  analytische  Strahlencompiex,  der  oo*  Normaleimetze  eigent- 
licher Strahlen  enthäUy  ist  ein  planarer  Complex. 

Jeder  analytische  Strahtencomplex,  der  oo*  aplanare  Kettencongruengen 
enthält,  enÜuUt  deren  cx)^,  und  ist  ein  Kettencomplex. 

Alle  diese  Sätze  können  leicht  auf  den  zuvor  bewiesenen  zurück- 
führt werden. 

Es  lassen  sich  noch  mehr  Sätze  der  Art  aufstellen;  aber  der  Zweck, 
den  wir  bei  unserer  Untersuchung  verfolgt  haben,  nämlich  durch  Auf- 
weisung von  einfachen,  leicht  verständlichen  und  dabei  charakterisHsehen 
Eigenschaften  der  betrachteten  Figuren  das  Interesse  zu  rechtfertigen, 
das  wir  an  ihnen  nehmen,  darf  wohl  als  durch  das  Vorgetragene  er- 
reicht gelten. 
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Char ah ter istische  Eigenschaft  der  radial-projectiven 

Transformationen, 

Aus  den  vorausgehenden  Untersuchungen  kann  nun  ohne  Weiteres 
geschlossen  werden,  dass  jede  ana7y^iscAe  Transformation,  die  Normalen- 
netze eigentlicher  Strahlen  in  ebensolche  überführt,  aplanare  Eetten- 
congruenzen,  Strahlenketten,  quadratische  Strahlencomplexe  u.  s.  w. 
unter  einander  vertauschen  muss.  Jede  solche  Transformation  ist  mit- 
hin, als  Transformation  der  Mannigfaltigkeit  M^  betrachtet,  projectiv. 
Die  collinearen  Transformationen  von  R^  aber,  die  M^  in  Ruhe  lassen, 
können  sehr  leicht  unmittelbar  bestimmt  werden:  Man  erhält  die  uns 
bereits  bekannte  Gruppe  mit  17  Parametern.  Der  schon  auf  S.  236 
formulirte  Satz  ist  also  soweit  bewiesen,  als  es  sich  um  analytische 
Transformationen  handelt.  Dasselbe  ergiebt  sich,  sogar  noch  auf 
etwas  einfachere  Art,  übrigens  auch  aus  den  im  folgenden  Paragraphen 
anzustellenden  Betrachtungen*). 

Dass  die  radial -projectiven  Transformationen  auch  dadurch  charak- 
terisirt  werden  können,  dass  sie  z.  6.  Ketten,  oder  aplanare  Ketten- 
congruenzen,  unter  einander  vertauschen,  ist  selbstverständlich. 


§33. 

Die  aplanare  Eettenoongruenz  als  Baomelement. 
Analogieen  zwischen  der  Enklidisehen  und  der  radial -projeotiven 

Gveometrie. 

Man  kann  natürlich  alle  die  zuvor  betrachteten  Figuren  als  Kaum- 
elemente auffassen,  und  die  so  aus  den  radialen  GoUineationen  abzu- 
leitenden Gruppen  einer  selbstständigen  Untersuchung  unterwerfen. 
Man  wird  dann  offenbar  meistens  zu  verwickelten  Ergebnissen  kommen. 
In  einigen  Fällen  aber  ergeben  sich  einfache,  und  wie  uns  scheint,  auch 
bemerkenswerthe  Resultate.  Eines  der  gemeinten  Baumelemente  ist 
die  aplanare  Eettengruenz. 

Wir  knüpfen  (äusserlich)  an  die  bereits  begründete  Thatsache  an, 
dass  diese  Figur  mit  dem  Strahlenbündel  in  eine  Classe  gehört. 

Ein  Strahlenbündel  mit  dem  eigentlichen  Scheitel  o  gestattet  eine 
der  Gruppe  G^,  aber  nicht  deren  Untergruppe  G^  angehörige  einglied- 


*)  Umständlicher,  aber  nunmehr  ebenfalls  nicht  mehr  schwierig,  ist  der  Be- 
weis unter  den  in  der  Anmerkung  auf  S.  286  bezeichneten  Voraussetzungen  zu 
führen:  Auch  bei  mehreren  der  Sätze  des  Textes  lassen  sich  die  Yoraussetzungen 
anders,  und,  in  der  Beschränkung  auf  reelle  Figuren,  allgemeiner  fassen. 

26* 
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rige  Gruppe  von  radial -projectiven  Transformationen  ^  die  jeden  ein> 
zelnen  Strahl  des  Bündels  in  Buhe  lassen  ^  nämlich  die  perspectiyen 
Aehnlichkeitstransformationen  mit  dem  Centrum  o;  und  insbesondere 
gestattet  es  auch  eine  duale  Anticollineation,  die  Spiegelung  am  Punkt  o. 
Nun  giebt  es  oo^  aplanare  Eettencongruenzen,  die  alle  mit  dem  Strah- 
lenbündel äquiyalent  sind^  und  ebensoviele  continuirliche  eingliedrig^ 
Untergruppen  giebt  es  in  der  Gruppe  G^  aller  der  radialen  GollineationeDy 
die  jeden  Strahl  parallel  zu  sich  selbst  fortschieben.  Da  nun  die 
zuerst  genannte  Gruppe  die  Strahlen  einer  weiteren  aplanaren  Ketten- 
congruenz  nicht  in  Buhe  lässt,  so  muss  man  eine  nicht  speciell  ge- 
wählte eingUedrige  Untei^ruppe  von  (?,  dadurch  aus  der  Gruppe  der 
perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen  mit  dem  Gentrum  o  ab- 
leiten können^  dass  man  diese  Gruppe  irgend  einer  radialen  oder  auch 
nur  dualen  Gollineation  unterwirft. 

Um  diese  Bemerkung^  und  was  daraus  folgt ^  präcise  formuliren 
zu  können,  untersuchen  wir  die  eingUedrige  Gruppe  von  radialen  Trans- 
formationen, die  von  irgend  einer  solchen  infinitesimalen  Transformation 
von  G^  erzeugt  wird,  die  nicht  zu  deren  invarianter  Untergruppe  G« 
gehört. 

Die  Transformationen  von  G^  und  die  aplanaren 

Ketteneongrueneen, 

Die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  von  G^  wird  nach 
S.  234 . . .  237  in  Coordinaten  erster  Art  dargestellt  durch  Gleichungen 
der  Form 

*^  r  \»  y*  i  y»  y*  *     y» 

(1)  Xi  =  (1  +  qdt)  '  X,3  4-  q^^dt '  Xoi  +  ii^St  -  X02  +  «u  St  •  X«, 

(«11  +  «28  +  «88  =  0) 

u.  s.  w.,  wobei  der  Parameter  q,  da  Transformationen  von  Gg  aus- 
geschlossen sein  sollen,  als  von  Ntdl  verschieden  anzunehmen  ist.  Die 
erzeugte  endliche  Transformation  hat  die  Gleichungen 

(2)  X28  =  3E28  +  Y  {^''~  1}  {«^8  +  «11^«  +  «18*«  +  «w^l ' 
u.  s.  f.     Es  ist  also  (vgl.  S.  237,  Nr.  5) 

(3)  *  =  6S',    a,,  =  ^.g,,      (i,A;=l,2,3). 

Sind  daher  die  Grössen  k  (=f=  1)  und  a^j^  gegeben,  so  kann  man  die 
Quotienten  9^^ :  q  eindeutig  bestimmen.     Hieraus  und  aus  einer  ahn- 
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liehen  auf  die  Transformationen  von  G^  bezüglichen  Betrachtung  erhält 
man  den  Satz: 

Jede  beliebige  endliche  Transformation  von  G^  wird  von  einer  ein- 
zigen infinitesimalen  Transformation  dieser  Gruppe  erzeugt*). 

Femer  findet  sich  sogleich: 

Jede  nicht  in  G^  enthaltene  eingliedrige  continuirliche  Untergruppe 
von  Gq  enthält  eine  einzige  duale  AnticoUineation  (eine  einzige  involu- 
tarische  Transformation),  und  diese  ist  invohntorisch  (eine  AnticoUineation). 

Man  findet  sie,  wenn  man  e«'  =  ä;  =  —  1  setzt 

Bestimmen  wir  jetzt  aus  den  Gleichungen 

(4)  Xli  =  ÄX,5  +  «iiXoi  +  «IgXw  +  «183^3       (*  4=  1) 

u.  8.  w.,  indem  wir  X28  =  3Ej3  +  ^3^01  ®*^-  setzen,  die  bei  der  Trans- 
formation (4)  in  Ruhe  bleibenden  Strahlen,  so  finden  wir,  da  nach- 
träglich wieder  A  =  0  gesetzt  werden  darf,  die  Strahlen 

3^01  =  ^1  y     ^i9  =  iZZjc  {«^1^1  +  ^2^9  +  ^iz^i}  ; 

(5)  X02  =  ^2 ,     ^91  =  Y^ZJ  {^1^1  +  ^«^8  +  ^9^9}  ; 

3^8  =  <^8^       3£isj  =  YZTk  {^81^1  +  ^8^2  +  ^«8^8/  > 

wobei  6^:  6^:  6^  homogene  Parameter  bedeuten.  Hieraus  und  aus  dem 
auf  S.  333  Gesagten  folgt  nunmehr: 

Mit  jeder  aplanaren  Kettencongruenz  ist  eindeutig -umkehrbar  eine 
nicht  in  G^  enthaltene  eingliedrige  Untergruppe  von  Gq  (und  daher  a/uch 
eine  einzige  in  G^  enthaltene  involutorische  AnticoUineation)  verbunden, 
die  jeden  einzelnen  Congruenzstrahl  in  Buhe  lässt 

AUe  die  genannten  Gruppen  (und  ebenso  die  involulorischen  Trans- 
formati>onen)  sind  daher  schon  gegenüber  dualen  Cöllineationen  mit  ein- 
ander äquivalent  (gleichberechtigt)'^),  - 

Setzt  man,  was  keine  Beschränkung  enthält,  g=l^  so  lassen 
sich  die  Gleichungen  (5)  einfacher  so  schreiben: 

(6)  Xoi  =  ^1,    3^28  =  —  giiCTi  —  2i2<y,  —  Jijtfj^ 


*)  Ist  A;<[0,  so  wird  die  endliche  Transformation  nicht  auf  reellem  Wege, 
nicht  durch  sogenannte  Iteration  einer  reellen  infinitesimalen  Transformation  er- 
halten; aber  anch  in  diesem  Falle  gehört  sie  einer  einzigen  reellen  und  conti- 
nuirlichen  (wiewohl  im  reellen  Gebiete  discontinuirlichen)  eingliedrigen  Unter- 
gruppe von  G^  an. 

**)  Für  die   eingliedrigen  Gruppen  in  G^    (deren  keine   eine   involutorische 
Transformation  enthält)  besteht  kein  ähnlicher  Satz. 
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u.  s.  w.     Es   bedeutet   aber   das   der  Bedingung    q^^  *-|-  2n  ~^  Sss  ^  ^ 

unterworfene    Grössensjstem   q^J^   die  allgemeine   infinitesimale   Trans^ 

formation  von   G^.     Es   folgt   alsO;  was   übrigens   auch   unmittelbar 
deutlich: 

Die  oo®  aplanarm  Keüencongrueneen  lassen  sich  den  im  Endlichen 
gelegenen  Punkten  eines  achtfach  ausgedehnten  ebenen  Baumes  derart  ein- 
deutig-umkehrbar  zuordnen,  dass  aus  der  Gruppe  G^-^  bei  dieser  ÄbbS- 
düng  eine  Gruppe  ©17  van  affinen  Transformationen  hervorgeht*). 

Gleichzeitig  werden  auch  die  reciproken  Congruenzen  (die  apla- 
naren  Congruenzen  der  zweiten  Schicht)  auf  denselben  Punktraum  ab- 
gebildet: Man  hat^  um  das  Bild  der  zur  Congruenz  q^^  reciproken  zu 
finden,  nur  q^j^  durch  — q^^^,  d.  h.  die  zur  Congruenz  q^j^  gehörige  in- 
finitesimale Transformation  von  6^9  durch  die  contri^ediente  (discor- 
dante)  Transformation  zu  ersetzen.     (Vgl.  S.  235.) 

Der  eingeführte  Punktraum  B^  wird  also  mit  zwei  BUlttem  über- 
deckt, die,  wie  wir  sagen  wollen,  durch  discordante  Transformationen 
von  @n  transformirt  werden.  Beide  Blätter  werden  vertauscht  durch 
die  Transformation  g^j^'  =  —  g';^,  die  eben  die  Paarung  der  Transfor- 
mationen von  ®i7  bewirkt,  und  die  hierdurch  isomorph  auf  sie  selbst 
bezogene  Gruppe  zu  einer  sogenannten  gemischten  Gruppe  {@ii,  ^^7) 
erweitert. 

Das  Ergebniss,  zu  dem  wir  hier  gekommen  sind,  wird  dadurch 
merkwürdig,  dass  die  in  der  besprochenen  Abbildung  liegende  ,^0- 
metrische  Addition^'  aplanarer  Kettencongruenzen  sich  auf  eine  ganz 
einfache  Weise  deuten  lässt.  —  Wir  beschranken  uns  des  kürzeren 
Ausdrucks  wegen  auf  reelle  Figuren. 

Geometrische  Addition  aplanarer  Kettencongruenzen, 

Betrachten  wir  neben  der  Congruenz  (6)  eine  zweite,  die"  wir  durch 
dieselben  Parameter  6^  darstellen  wollen, 

(7)  3£ai  =  ^i ,     Xg's  =  —  Su^i  —  Qi%^i  —  SiWs^ 

u.  s.  w.,  so  sind  entprechende  Strahlen  beider  Congruenzen  (Strahlen 
mit  proportionalen  Parametern)  parallel.  Verstehen  wir  jetzt  unter 
A :  A'  homogene  Parameter,  und  setzen  wir 

(9)  (A  +  AO3;*  =  ^qik  +  ^'qik       (^  +  A'  +  0) , 


*)  Wir  kommen  auf  diese  Gruppe  ^j,  weiter  unten  zurück. 
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(8)  Xoi  =  ^1,     Xii  =  —  gn<yi  •—  ^n6^  —  iiz^ij  i^-  s.  f., 

so  theilt  der  Strahl  H"  den  Abstand  der  Strahlen  X  und  3E'  im  Ver- 
hältniss  —  A' :  A .  (8)  aber  bedeutet  wieder  eine  aplanare  Gongraenz. 
In  derselben  Beziehung^  wie  die  drei  Congruenzen  (6),  (7),  (8)  stehen 
femer  die  zu  ihnen  reciproken  Congruenzen: 

(6a)  Uoi  =  ^1 ;     %z  =  ffii^i  +  «21^1  +  «81  ^s ; 

(7  a)  Uo'i  =  ri,     y^^:,^qi^r^  +  qi^U  +  q'^^t^y 

(8a)  Uo'I  =  ri ,     Ü;;  =  j;;ri  4-  2,1  r,  +  g^^rj 

(u.  s.  w.),  und  die  Bedingung  des  orthogonalen  Schneidens  von  Strahlen 
zusammengehöriger  Congruenzen  wird  in  allen  drei  Fällen  durch  die 
nämliche  Gleichung  ausgedrückt 

(10)  tflTi  +  6^x^  +  <yjT3  =  0 . 

Somit  ist  der  folgende  Satz  begründet^  der  übrigens  auch  geome- 
trisch abgeleitet  werden  kann: 

Theüi  man  den  Abstand  pardllder  Strahlen  von  zwei  aplanaren 
Kettencongruenzen  <b,  0'  in  einem  bestimmten  von  der  positiven  Einheit 
verschiedenen  VerhäUniss,  so  ist  der  Ort  aller  so  construirten  Strahlen 
eine  neue  aplanare  Kettenc<mgruenz  0".  Verfahrt  man  ebenso  mit  den 
zugehörigen  reciproken  Congruenzen  ^,  ^,  so  ist  die  aus  diesen  abge- 
leitete Congruenz  ^"  reciprok  zu  0",  und  zwar  werden  orthogonalen 
Strahlen  von  0,  W  und  0',  W  ebenfalls  orthogonale  Strahlen  von 
0",  IP"'  zugeordnet  Die  ganze  Beziehung  ist  invariant  gegenüber 
radialen  Projedivitäten. 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  auf  Grund  dieses  Satzes  die  ganze 
Punkt-  und  Streckenrechnung  aus  dem  Räume  von  acht  Dimensionen 
auf  den  gewohnlichen  Baum  übertragen  lässt.  Man  hat  nur  die 
Grossen  q^^  abwechselnd  als  Punktcoordinaten  im  Baume  i2g  und  als 
Coordinaten  einer  aplanaren  Eettencongruenz  zu  deuten.  Aus  irgend 
neun  ^^linear-unabhängigen''  Congruenzen  0^ . . .  0^,  deren  jeder  man 
ein  ^Gewicht''  Eins  zuschreibt,  lassen  sich,  mit  Gewichten  A^  . . .  A, 
von  der  Summe  Eins  alle  anderen  in  der  Form 

(11)  Ai«i  +  A,  «,  +  •..  +  ;,  «9 

ableiten,  wobei  der  Ableitungsprocess  nach  obigem  Satze  zu  deuten  ist. 
Setzt  man,  nunmehr  unter  0^^  eine  gegebene  aplanare  Congruenz 
verstehend, 
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(12)  2®"=®  +  «',    d.h.    2gr*  =  ff.*  +  «a, 

so  erlaubt  insbesondere  auch  dieser  Process  eine  einfache  geometrische 
Deutung.  Es  wird  dadurch  nämlich  jeder  aplanaren  Gongruenz  ®  eine 
andere  9'  zugeordnet,  und  zwar  durch  die  mit  0"  verbundene  invo- 
lutorische  Anticollineation.  Bedenkt  man  ferner^  dass  mit  je  zwei 
aplanaren  Gongruenzen  0^  und  0^  solche  involutorische  Transfor- 
mationen verbunden  sind,  denen  in  B^  die  Spiegelungen  an  den  O^ 
und  02  zugeordneten  Punkten  entsprechen,  sowie  dass  die  Folge 
zweier  solcher  Spiegelungen  eine  Schiebung  in  üg  bedeutet,  so  er- 
kennt man,  dass  ein  bereits  aufgestellter  Satz  sich  wie  folgt  erwei- 
tem lässt: 

Mit  jeder  a/plana/ren  KeUencongrume  0  ist  eine  involutorische  Anii" 
collineation  verbunden,  die  j^Spiegdung*^  {0}  an  der  Gongruenz,  Diese 
reducirt  sich  für  jedes  Paralldenbündel  auf  die  Spiegelung  an  dem  in 
der  Gongruenz  enthaltenen  Strahl  des  Bimdels,  u/nd  kann  daher  leUJU 
construirt  werden. 

Setzt  man  irgend  zwei  solche  Spiegelungen  { 0i } ,  {O^}  zusammen,  so 
entsteht  dadurch  eine  duale  Schiebung 

s=  {*i}  {*,}  =  {*!,  *,}  =  {*„  *i}-S 

also  eine  Transformation  der  Gruppe  G^  (S.  235). 

Umgekehrt  kann  jede  TrcmsformaMon  S  von  Gg  auf  oo®  Arten  als 
Folge  zweier  Spiegelungen  an  aplanaren  Kettencongruenzen  erzeugt  wer- 
den,  wobei  noch  die  eine  dieser  Gongruenzen  beliebig  angenommen  w&r- 
den  darf. 

Die  genannten  Spiegelungen  und  Schidmngen  bilden  zusammen  eine 
Gruppe,  die  holoedrisch  isomorph  ist  mit  der  von  den  Spiegdungen  an 
Punkten  und  von  den  Schidmngen  eines  addfach  ausgedehnten  Baumes 
gebildeten  Gruppe. 

Ist  S=  {01,0,}  =  {0i',  0,'}, 

so  ist  0,  —  01  =  0,'  —  0/,  und  umgekehrt^ 

d.  h.  paraUde  Strahlen  der  Gongruenzen  0^  und  0/,  O^  und  0^'  wer- 
den von  den  zu  ihnen  senkrechten  Ebenen  in  gegemberliegenden  Ecken 
je  eines  Parallelogramms  geschnitten. 

Es  gid)t  femer  eine  einzige  duale  Sdiidmng  T,  die  0^  in  0,  über- 
führt, und  diese  ist  identisch  mit  der,  die  0^'  in  0,'  überführL  Sie 
steht  zu  der  zuerst  genannten  Schidmng  S  in  der  Beziehung 

S  =  TS 
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und  sie  ist  die  eimige  ducUe  Schiebung,  der  diese  Eigenschaft  zur 
kommt*). 

Die  Zasammensetzung  der  Transformationen  von  G^  kann  hier- 
nach mit  Hülfe  der  Parallelogrammconstruction  bewirkt  werden:  In 
jedem  einzehien  Parallelenbündel  werden  die  dualen  Schiebungen  nach 
derselben  Regel  wie  gewöhnliche  Schiebungen  zusammengesetzt^  was 
wir  übrigens  schon  früher  (S.  235)  erkannt  haben. 

Die  Gleichungen  der  involutorischen  Anticollineation  ^  die  mit 
einer  gegebenen  aplanaren  Kettencongruenz  {q^^  verbunden  ist^  lassen 
sich  sehr  leicht  aufstellen.  Sie  sind^  in  Coordinaten  erster  Art  ge- 
schrieben^ S'ot  =  So*;  lind 

3^28=  —  3£28  —  2^11X01  —  23igXo8  —  2gi83£o8> 
(13)  Xsi  =  —  3Eji  —  2^,1X01  —  2g,j3£o2  —  2^233608 , 

3£i8  =  —  3^2  —  2^81X01  —  2g8,3£og  —  2g8s3£o8 . 

(Vgl.  Nr.  12.)  Setzt  man  X28  =  SE^j  u.  s.  f.,  so  erhält  man  wieder  die 
Gleichungen  der  Gongruenz  selbst  (§  30,  Nr.  6).  unterwirft  man  die 
Spiegelung  (13)  allen  Transformationen  yon  O^^^  so  erhält  man,  als 
Transformationen  der  Parameter  q^j^^  die  Transformationen  derselben 
Gruppe  @i7,  die  unmittelbar  durch  Einführung  der  aplanaren  Ketten- 
congruenz als  Raumelement  aus  G^^  hervorgeht.     (Vgl.  §  35.) 

Ableitung  der  radialen  Collineationen  aus  einer  primitiven 

projectiven  Gruppe, 

Betrachten  wir  die  Aehnlichkeitstransformationen  mit  ihren  in- 
varianten continuirlichen  Untergruppen  (vgl.  S.  292) 

als  ein  System  von  vier  projectiven  Gruppen,  so  können  wir  dieses  in 
Parallele  setzen  mit  der  Eingangs  des  Paragraphen  angeführten  Gruppe 
@j7  und  ihren  invarianten  Untergruppen,  also  mit  dem  System  von 
projectiven  Gruppen 

^®9 


*)  Allgemein  ist,  wie  bei  den  gewöhnlichen  Schiebungen  S'  =  yS  innerhalb 

der    Grappe    aller    dualen    Schiebungen    eine    eindeutig    bestimmte    Operation: 
1 


«ii  =  —  ccik  • 

n 
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deren  letzte  ebenfalls  von  yertauschbaren  Transformationen  gebildet 
wird.  Es  lohnt  sich^  auf  das  Wesen  dieser  Analogie  noch  näher 
einzugehen^  da  uns  eine  solche  Betrachtung  zu  besserem  Yerstandniss 
der  Bedeutung  unserer  Gruppen  (tj,,  G^^,  Gg,  G^  verhilft. 

Beachten  wir  zunächst,  dass  man  die  zuerst  genannten  Ghruppen 
auf  eine  einfache  Weise  aus  der  aUgemeinen  projectiven  Gruppe  eines 
binären  Gebietes  ableiten  kann.  Es  ist  nämlich  die  Adjungirte  dieser 
letzten  Gruppe  (vermöge  imaginärer  CoUineationen)  projectiv-ahnlick 
zur  Gruppe  der  Drehungen  um  einen  festen  Punkt.  Setzt  man  nun 
diese  Gruppe^  mit  den  trivialen  Gruppen  q^,  g,  zusanmien,  so  ent- 
stehen die  primitiven  Gruppen  Qt,  Q^.  Es  ist  femer  zu  bemerken^ 
dass  eine  mit  der  Gruppe  g^  holoedrisch-isomorphe  imprimitive  Gmppe 
g^  in  einem  Räume  von  niederer  Dimension,  in  einer  zwei&eh  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  existirt.  Man  braucht,  um  diese  Gruppe  g^ 
zu  erhalten,  als  Raumelemente  nur  die  oo'  Ebenen  einzufahren,  die 
den  sogenannten  absoluten  Kegelschnitt  berühren:  denn  diese  Ebenen 
werden  durch  die  Ti*ansformationen  von  g^  nur  unter  einander  vertauscht*). 

Alle  diese  Verhältnisse  finden  sich  nun  mutatis  mutandis  in  unserer 
gegenwärtigen  Theorie  wieder:  An  Stelle  des  binären  Gebietes  ist  ^in 
temäres  zu  setzen,  und  ausserdem  fallen  die  imaginären  Transforma- 
tionen weg,  alle  zu  betrachtenden  Zuordnungen  sind  reellj  oder  können 
es  doch  sein. 

Wir  wollen  zunächst  ein  System  von  neun  nicht -homogenen 
Grössen  g,^,  die  der  Bedingung  g^j  +  &2  4"  ^ss  =  ^  unterworfen  sind, 
ansehen  als  System  der  canonischen  Parameter  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  einer  Ebene**).  Deuten  wir  sie  als  Cartesische  Punkt- 
coordinaten  in  einem  Räume  JR^,  so  erhalten  wir  in  diesem  Räume 
zunächst  eine  achtgliedrige  Untergruppe  der  von  S.  Lie  sogenannten 
specieUen  linearen  homogenen  Gruppe,  die  Adjungirte  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  des  ternären  Gebietes.  Diese  Gruppe  erweitem 
wir  nun  dadurch,  dass  wir  mit  ihren  Transformationen  entweder  alle 
perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen  (©9)  oder  nur  die  Schie- 
bungen (6(3)  des  Raumes  i2g  zusammensetzen.  Dadurch  entstehen  zwei 
primitive  Gruppen  ®^^y  ©j^;  die  Gruppe  ©^^  umfasst  die  Gruppen 
®i6;  ®9»  ®8'     ^i^  behaupten  nun: 

Die  primitive  prqjecHve  Gruppe  ©^7,  die  du/rch  den  gescküderieti 
Erweiterungsprocess    aus    der   Adjtmgirten    der    aUgemeinen   projeeHvm 


*)  Man  vergleiche  darüber  S.  309,  348. 

*•)  Vgl.    des    Verfassers    „Methoden   zur    Theorie    der  ternären  Formen", 
Leipzig  1889,  §  15. 
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Gru^ppe  eines  temären  Gebietes  hervorgeht,  ist  identisch  mit  der  bereits 
erörterten  Gruppe,  die  durch  Einführung  der  aplanaren  Kettencongruenz 
als  Baumdement  aus  der  Gruppe  G^^  der  radialen  CoüineoHonen  entsteht 

Mit  Bezug  auf  die  Untergruppen  ©g  nnd  G^  haben  wir  den  be- 
haupteten Zusammenhang  bereits  nachgewiesen.  Allgemein  kann  man 
zu  der  genannten  Einsicht  durch  Aufstellung  der  Transformationsglei- 
chungen kommen^  aber  auch  ohne  wirkliche  Ausführung  einer  solchen 
Rechnung  durch  folgende  Ueberlegung. 

Man  betrachte  zunächst  die  Grössen  g^^^  nicht  mehr  als  canonische 
Parameter  der  temären  Collineationen,  sondern  als  (natürlich  ebenfalls 
canonische)  Parameter  der  Gruppe  Gg,  oder,  was  nach  dem  Früheren 
auf  Dasselbe  hinauskommt^  als  Coordinaten  je  einer  der  oo^  aplanaren 
Congruenzen 

*23  "^^  ?11*01  Qi2^QS  ?t8*08> 

(14)  Ä31  =        q^i  *oi        S'a^os       fts^os } 

*12  ^^  ^81*01  382*02  288*08> 

die  aus  der  aplanaren  Congruenz 

durch  die  Transformationen  a<;fc=  —  q^  von  G^  hervorgehen.  Unterwirft 
man  nun  die  dualen  Schiebungen  ( — q^j^)  den  Transformationen  von 
G^^f  z.  B.  denen^  die  das  zuletzt  genannte  Strahlenbündel  (dessen 
Scheitel  wir  0  nennen  wollen)  in  Ruhe  lassen^  so  werden  sie^  wegen 
des  bereits  festgestellten  Isomorphismus  der  (^ruppe  G^^  mit  den  ter- 
nären  Gollineationen,  genau  so  unter  einander  vertauscht,  wie  bei  der 
ersten  Auffassung.  Man  kommt  also  wieder  zur  Adjungirten  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  einer  Ebene.  Unterwirft  man  ferner  die 
duale  Scl^iebung  ( — q^j^)  der  perspectiven  Aehnlichkeitstrausformation 
mit  dem  Parameter  JCy  die  den  Punkt  0  in  Ruhe  lässt^  so  erhält  man 
die  Schiebung  ( —  Jcq^^),  i.  h.  der  genannten  Aehnlichkeitstransfor- 
mation  wird  eine  ebenfalls  perspective  Aehnlichkeitstransformation  mit 
demselben  Yergrösserungsverhältniss  k  im  Räume  jßg  zugeordnet^  die 
dort  den  Anfangspimkt  der  Cartesischen  Coordinaten  (g^J  in  Ruhe 
lasst.  Da  nun  die  dreierlei  betrachteten  Gruppen  des  Raumes  iZg  die 
Gruppe  @i7  erzeugen,  und  die  ihnen  entsprechenden  Gruppen  des 
Strahlenraumes  die  Gruppe  G^^^  so  ist  der  ausgesprochene  Satz  be- 
wiesen. — 
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Die  Bilder  der  Strahlen  im  Baume  Ug. 

Das  gefundene  Ergebniss  lässt  sich  noch  tiefer  fassen:  Wir  fragen 
jetzt,  ob  nicht  im  Räume  jßg  eine  einfache  Figur  sich  nachweisen 
lässt,  die  der  Figur  des  eigentlichen  Strahls  im  Strahlenranme  ent- 
spricht, und  durch  deren  Einführung  als  Raumelement  in  B^  mithin 
die  Zuordnung  zwischen  den  Gruppen  @i^  und  O^^  ebenfalls  bewirkt 
werden  kann.  Wir  werden  nachweisen,  dass  zwei  verschiedene  Figuren 
der  verlangten  Eigenschaft  vorhanden  sind. 

Den  Vertauschungen  der  eigentlichen  Punkte  (q^j^  des  B^  durch 
®i7  entsprechen  im  Strahlenranme  offenbar  solche  Vertauschungen  der 
aplanaren  Eettencongruenzen,  die  erstens  den  Inbegriff  aller  aplanaren 
Eettencongruenzen,  die  denselben  Strahl  X  gemein  haben,  in  einen 
Inbegriff  gleicher  Art  überführen,  zweitens  dieselbe  Eigenschaft  haben 
in  Bezug  auf  den  Inbegriff  aller  aplanaren  Eettencongruenzen,  deren 
reciproke  denselben  Strahl  U  enthalten,  oder  die,  was  dasselbe  ist, 
das  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahles  U  in  einer  Eette  durch- 
dringen. 

Wir  haben  nun  bereits  in  §  30  unter  Nr.  (7)  die  Bedingungen 
für  die  zuerst  genannte  Lf^enbeziehung  aufgestellt.  Wir  bezeichnen 
sie,  mit  einer  für  unseren  augenblicklichen  Zweck  genügenden  Abkür- 
zung, durch  das  Symbol 

(15)  [ff«,  X]  =  0. 

Die  Bedingungen  für  die  zweite  genannte  Lagenbeziehung  sind  dann 

(16)  [-2«,  U]  =  0. 

« 

Jede  dieser  beiden  symbolischen  Gleichungen  ist  mit  zwei  hnearen 
Gleichungen  für  die  Grössen  q^^  äquivalent;  jede  bestimmt  also,  bei 
gegebenem  X  oder  U,  einen  dienen  Raum  von  sechs  Dimensionen,  und 
es  entstehen  auf  diese  Weise  zwei  Schaaren  von  je  cx)^  Räumen 
iZg,  IZg',  deren  Individuen  den  oo*  eigentlichen  Strahlen  X  des  ersten 
Blattes,  und  den  oo^  eigentlichen  Strahlen  U  des  zweiten  Blattes  zu- 
geordnet sind. 

Unterwerfen  wir  jetzt  die  Strahlen  X,  U  discordanten  radialen 
Collineationen,  so  werden  dadurch  gewisse  der  Gruppe  ©^^  angehorige 
Vertauschungen  der  Punkte  q^j^,  der  Bilder  der  aplanaren  Eettencon- 
gruenzen ersten  Blattes,  bewirkt,  ebenso  aber  auch,  vermöge  der  dis- 
cordanten Transformationen  der  Eettencongruenzen  (r^.^)  zweiten  Blattes, 
andere  Vertauschungen  der  Punkte  r,.^  des  Raumes  i^,  die  wiederum 
der   Gruppe   @^^   angehören,   und   zu    den   ersten   disoordant  genannt 
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werden  sollen.     Diese  letzten  Yertauschungen   lassen  unverändert   die 
Beziehungen 

(17)  h„  U]  =  0 
und 

(18)  [_r,„X]  =  0. 

Man  wird  also  auch  den  Raum  R^  mit  zwei  Blättern  I,  II  über- 
decken; diese  Blätter  I,  II  werden  auf  yerschiedene  Art^  ^^discordanf^^ 
transformirt;  in  jedem  Blatt  bleiben  die  beiden  Schaaren  von  je  cx)^ 
l^umen  R^^  R^  in  Ruhe;  jeder  Strahl  3E  im  ersten  Blatte  des  Strah- 
lenraums  hat  als  Bild  erstens  einen  der  Räume  R^  des  Blattes  I  von 
R^y  0weüens  einen  der  Räume  R^'  des  Blattes  J7;  ebenso  jeder  Strahl 
U  im  zweiten  Blatte  des  Strahlenraumes  erstens  einen  der  Räume  R^ 
des  Blattes  I  von  R^,  zweitens  einen  der  Räume  R^  des  Blattes  IL 
Ordnen  wir  durch  die  involutorische  Transformation 

Uh  +  «H  =  0 

jeder  aplanaren  Eettencongruenz  ihre  reciproke  und  damit  jedem 
Punkte  des  Blattes  I  von  R^  einen  Punkt  des  Blattes  II  zu^  so 
wird  dadurch  die  Gruppe  @^^  isomorph  auf  sie  selbst  bezogen, 
indem  discordante  Transformationen  einander  zugeordnet  werden^  und 
zugleich  werden  die  beiden  Schaaren  R^^  R^'  derart  vertauscht  ^  dass 
jeder  Raum  R^  des  Battes  /  in  den  Raum  R^  des  Blattes  II  über- 
geht, der  zu  demselben  Strahl  36  gehört  und  ebenso  jeder  Raum  R^ 
des  Blattes  1  in  den  Raum  R^  des  Blattes  II ^  der  zu  demsetben  Strahl 
U  gehört. 

Wir  heben  zunächst  das  Wesentlichste  hiervon  in  folgender  Fas- 
sung hervor: 

Die  primitive  Gruppe  @^^  des  Raumes  R^,  die  durch  den  beschrie- 
benen Ertveiterungsprocess  atis  der  allgemeinen  prqjecHven  Gruppe  der 
Ebene  entstanden  ist,  wird  dwch  die  involiUorische  TrcmsformaMon 

(19)  r«  +  g„  =  0 

eu  einer  projectiven  sogenannten  gemischten  Gruppe  (©i^,  ^j.,)  erweitert. 
Die  genannte  Transformation  paart  die  Transformationen  von  S^^,  und 
je  sfwei  sfusammengehörigeny  „discordanten"  Transformationen  entsprechen 
im  Strahlenraume  ebenfalls  gepaarte,  nämlich  discordante  Transforma- 
tionen von  G^ff, 

In  dem  Räume  JBg  giebt  es  ewei  (und  wie.  sich  noch  zeigen  wird, 
nur  zwei)  invariante  Schaaren  von  je  oo*  Räumen  R^,  R^,   und  diese 
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werden  y  wenn  man  (detn  Auftreten  discordanter  TransformaManen  efd- 

sprechend)   den  Raum  Ug   mit  zwei  Blättern  /,  II  überdedU,   zu  vier 

Scharren 

iR^y   iR^']    hRq,   ijR^' 

erweitert.  Die  Individuen  dieser  Scharren  werden  durch  die  Transfor- 
mation (19)  natürlich  ebenfalls  in  bestimmter  Weise  gepaart ,  und  diese 
Paare  lassen  sich  den  eigentlichen  StraJüen  ersten  und  zweiten  Blattes 
des  StraMenraumes  derart  zuordnen,  da^s  auch  durch  diese  Beziehung 
der  Isomorphismus  zwischen  den  Gruppen  ©j^,  G„  bewirkt  tvird: 

[X;    /üß,  //Bß'],    [U;  iiR^,  iRq]. 

Besonders  bemerkt  zu  werden  verdient  wohl,  dass  die  Transfor- 
mationen der  Schaar  ^^f,  zu  denen  (19)  gehört,  nicht  als  Transfor- 
mationen von  Strahlen  aufgefasst  werden  können,  und  dass  daher  diese 
CoUineationen  des  iZg  auch  nicht  etwa  Bilder  der  radialen  Corrdati&nen 
sind.  Diese  werden  vielmehr  dargestellt  durch  solche  Yertauschungen 
der  beiden  Blätter  J,  //,  die  jede  einzelne  der  beiden  Schaaren  von 
sechsfach  ausgedehnten  Bäumen  in  Buhe  lassen.  Die  duale  Gorrelation 
3E  =  U  z.  B.,  die  jeden  Strahl  des  ersten  Blattes  mit  dem  darüber 
liegenden  Strahl  des  zweiten  Blattes  zur  Deckung  bringt,  wird  aus- 
gedrückt durch  die  Gleichungen 

(20)  ^•*  =  ««, 

und  durch  diese  Transformation  werden  jene  Mannigfaltigkeiten  aaf 
andere  Art  gepaart  als  zuvor,  nämlich  selbstverständlicher  Weise  so: 

Wir  sehen  von  der  Betrachtung  der  radialen  Correlationen  weiter- 
hin ab. 

Führen  wir  in  die  Gleichungen  (15)... (19)  an  Stelle  der  Carte- 
sischen  Goordinaten  g,.j,  r^^  homogene  Coordinaten  g^^^ :  g,  r^j^ir  ein, 
und  setzen  wir  nachträglich  q  =  Oy  r  =  0,  so  erhalten  wir  die  Durch- 
schnitte der  betrachteten  sechsfach  ausgedehnten  Räume  mit  dem  an- 
endlich-fernen  Rj  des  R^.    So  erkennen  wir: 

Durch  jede  der  beiden  betrachteten  Abbildungen  werden  den  oo^ 
eigentlichen  Strahlen  eines  Paraüdenbündels  des  ersten  (zweiten)  Blattes 
oo^  ebene  sechsfach  ausgedehnte  Räume  zugeordnet,  die  ebenfaUs  ptmM 
sind,  also  den  mit  zwei  Blättern  I,  II  überdeckten  unendlich  fernen  R; 
des  JRg  in  je  einem  ebenen  Räume  jR^,  //i^'  (/Ä?  i^k)  ^*^' 
dringen. 
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der  EuJclidischen  Geometrie. 

Auf  den  geschilderten  Thafcsachen^  die  wir  im  nächsten  Paragra- 
phen noch  wesentlich  ergänzen  werden^  beruht  es  nun,  dass  die  radial- 
projective  (dual-projective)  Geometrie  in  Parallele  gestellt  werden  kann 
^r  Euklidischen  Geometrie,  genauer  zur  Geometrie  der  Aehnlichkeits- 
transformationen  (Bewegungen).  Dass  die  Gruppe  O^,  angesehen  wer- 
den kann  als  das  zweite  Glied  einer  unbegrenzten  Folge  von  primi- 
tiven projectiven  Gruppen,  in  der  als  erstes  Glied  die  Gruppe  g^  der 
Aehnlichkeitstransformationen  erscheint,  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
selbstverständlich.  Die  Gruppen  0^,  und  G^^  aber  unterscheiden  sich 
von  einander  nur  durch  die  Wahl  des  Raumelementes,  beide  Gruppen 
werden  durch  Wechsel  des  Raumelementes  zu  einander  ähnlich.  Den 
<x>*  Ebenen  von  besonderer  Lage,  die  durch  eine  zu  g^  holoedrisch  iso- 
morphe Gruppe  g^  vertauscht  werden,  können  gegenübergestellt  werden 
die  2  •  2  •  cx>*  sechsfach  ausgedehnton  Mannigfaltigkeiten,  die  durch  eine 
zu  @i^  holoedrisch-isomorphe  Gruppe  vertauscht  werden,  also  auch  die 
Strahlen  ersten  oder  zweiten  Blattes.  Beim  üebergang  zum  Strahl  als 
Raumelement  vereinfacht  sich  diese  Beziehung  noch  etwas,  da  die 
Transformation  (19)  dann  in  Wegfall  kommt.    Wir  haben  also  gesehen : 

Die  Geometrie  der  radialen  PrcjecHvitäten  lässt  sich  derart  in  Pa- 
rallele setzen  zur  Euklidischen  Geometrie  des  Baumes,  dass  unter  Anderen 
die  folgenden  Gebilde  als  Analoga  aufgefasst  werden: 


Der  eigenäiche  Punkt 

Eigentliche  Ebene,  die  den  abso- 
luten Kegelschnitt  berührt. 

Büschel  solcher  Ebenen. 

Die  Ghruppe  g,  aller  Aehnlich- 
keitstransformationen. 

Die  Grwppe  g^  der  EuMidiscken 
Sewegungen. 

Die  Schaar  der  oo*  ümlegungen. 

Die  Gruppe  g^  der  perspectiven 
Aeh  nli  chkeitstransformationen. 

Die  Gruppe  g,  der  gewöhnlichen 
Schiebungen. 

Die  <x>'  Spiegelungen  an  Pun^n, 


Die  apUmare  Kettencongruenz. 

Eigentlicher  Strahl  (ersten  oder 
zweiten  Blattes). 

Parallelenbündel. 

Die  Gruppe  G^  der  radialen 
Collineationen  (im  ersten  oder  zwei- 
ten Blatte). 

Die  Gruppe  G^^  der  dualen  Col- 
lineationen, 

Die  Schaar  der  cx>^^  dualen  An- 
ticollineationen. 

Die  Gruppe  ffg,  die  alle  Paral- 
lelenbündel in  Ruhe  lässt. 

Die  Gruppe  G^  der  dualen  Schie- 
bungen. 

Die  <xfi  Spiegelungen  an  apla- 
naren  Kettencongruenzen. 


/ 
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Natürlich  haben  solche  Analogieen  ihre  Grenzen.  Z.  B.  entsprechen 
dem  einen  Continuum  der  <x>^  eigentli^rhen  Ebenen^  die  den  absoluten 
Kegelschnitt  berühren  ^  im  Räume  B^  zwei  getrennte  Continua  Ton 
ebenen  Mannigfaltigkeiten  "R^y  R^.  Auch  wird  es,  bei  dem  Uebergang 
von  der  geringeren  Dimensionenzahl  zur  höheren ,  nicht  überraschen, 
wenn  sich  etwa  zu  einem  und  demselben  Gebilde  der  Euklidischen 
Geometrie  mehrere  der  Art  nach  ganz  verschiedene  Analoga  finden 
sollten.  In  der  That  werden  wir  sehen,  dass  mit  den  oo'  eigentlichen 
Ebenen,  die  den  absoluten  Kegelschnitt  berühren,  nicht  nur  die  oo^ 
eigentlichen  Strahlen,  sondern  ebensowohl  auch  die  oo^  Parallelen- 
büschel verglichen  werden  können.  — 

Auf  die  beschriebenen  Analogieen  und  damit  auf  die  principielle 
Bedeutung  der  radial-projectiven  Geometrie  lasst  sich  schliesslich  noch 
von  einer  anderen  Seite  her  Licht  werfen. 

Die  aphmaren  Kettencongruenzen,  die  mit  ihren  reciproken  zu- 
sammenfallen, sind  die  oo*  Strahlenbündel  mit  eigentlichen  Scheiteln, 
und  die  Coordinaten  q^^  dieser  Kettencongruenzen  lassen  sich  linear 
ausdrücken  durch  die  (nicht -homogenen)  Cartesischen  Coordinaten 
^i;  ^87  ^8  ^^^  zugehörigen  Punkte  des  Euklidischen  Raumes: 

3ii  =       0  ,     jij  =       ^j,    2i8  =  —  ^,, 
(21)  ?si  =  — ^8,    ^t2=       0,    g„=       ^1, 

381  =         ^2  ;      «88  =  —  ^l  ;      «88  =         0  . 

(Vgl.  §  28,  Nr.  17.) 

Deuten  wir  die  Grössen  g^^,  wie  zuvor,  als  Cartesische  Punktcoor- 
dinaten  in  ü^,  so  entsteht  bei  Beschränkung  auf  die  angeführten 
Werthsysteme  ein  ebener  jR,;  es  ergiebt  sich  also: 

Hält  man  im  Baume  B^  eine  geeignete  ebene  dreifach  ausgedehnte 
PunktmannigfaUigkeit  B^  fest^  so  wird  damit  die  Gruppe  @i,  auf  eine 
siebengliedrige  Gruppe  redudrt,  die  holoedrisch  isomorph  ist  zur  Gruppe 
g^  der  Äehnlichkeitstransformationen;  und  zwar  werden  die  in  JB,  selbst 
gelegenen  Figu/ren  durch  eine  projective  Gruppe  vertauscht,  die  zur  Gruppe 
der  Äehnlidikeitstransformationen  projecüv- ähnlich  (collinear)  isL 

Nichts  hindert,  den  Raum  B^  mit  dem  Punktraum  der  Elementar- 
geometrie, und  die  gefundene  Gruppe  mit  der  Gruppe  g^  selbst  zu 
identificiren.  Damit  aber  erweist  sich  die  Geometrie  der  Äehnlichkeits- 
transformationen als  ein  Ausschnitt  aus  der  Theorie  der  projectiven 
Gruppe  ®i7.  Die  Thatsache,  dass  die  Gruppe  g^  eine  Untei^pruppe 
von  G^^  ist  (vgl.  S.  292),  erscheint  hiermit  in  einem  neuen  Lichte: 
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Es  besteht  eunschen   der  Euklidischen  Geometrie  und  der  dual -pro- 
jectiven  Geometrie  ein  ähnliches  Verhältnisse  wie  ewischen  der  projectiven 
Geometrie  in  einer  einfach- ausgedehnten  und  der  projectiven   Geometrie 
in  einer  zweifach-OMsgedehnten  Mcmnigfaitigkeit 

Es  giebt  sogar  zwei  wesentlich  verschiedene  Analoga  zu  dem  ein- 
gefahrien  B^  in  der  ebenen  projectiven  Geometrie.  Man  kann  nämlich 
einmal  in  der  Ebene  einen  irreducibelen  Kegelschnitt  festhalten  ^  also 
eine  krumme  Curve:  Damit  reduciren  sich  die  cx>®  collinearen  Trans- 
formationen der  Ebene  auf  die  cx»^  unter  ihnen,  die  diesen  Kegelschnitt 
in  Ruhe  lassen.  Die  gefundene  Gruppe  ist  holoedrisch  isomorph  zur 
projectiven  Gruppe  eines  binären  Gebietes,  als  dessen  Träger  man  den 
K^elschnitt  betrachten  kann.  Man  kann  zweitens  eine  gerade  Linie 
(oder  einen  Punkt),  also  eine  ebene  Mannigfaltigkeit  festhalten.  Die 
dann  entstehende  sechsgliedrige  Gruppe  ist  zwar  meroedrisch  isomorph 
zur  projectiven  Gruppe  des  binären  Gebietes  auf  der  eingeführten 
Geraden,  vertauscht  aber  deren  Punkte  eben  durch  diese  Gruppe  selbst. 

Den  Inhalt  des  vorliegenden  Paragraphen  rechnen  wir  zu  den  wichtig- 
sten Ergebnissen  unserer  Untersuchung.  Es  wird  dadurch  den  radialen 
CoUineationen  ein  Platz  innerhalb  der  von  S.  Lie  geschaffenen  Systematik 
der  Transformationsgruppen  angewiesen,  und  zwar  an  bevorzugter  Stelle: 
Die  radial-projective  Geometrie  kann  aufgefasst  werden  als  eine  besonders 
einfache  Interpretation  der  Geometrie  einer  ohnehin  interessanten,  nämlich 
primitiven  Gruppe;  einer  Gruppe,  von  deren  Theorie,  nach  dem  Wenigen, 
was  bis  jetzt  darüber  bekannt  war,  nicht  angenommen  werden  konnte,  dass 
sie  enge  Beziehungen  zur  Geometrie  im  gewöhnlichen  Eaume,  und  zwar  zur 
Elementargeometrie  haben  würde.  Besonders  scheint  uns  die  Thatsache, 
dass  der  Begriff  „aplanare  Kettencongruenz'^  sich  als  eine  (gruppentheoretisch-) 
nothwendige  Erweiterung  des  einfachsten  elementai^geometrischen  Begriffs, 
des  Begriffs  „Punkt"  erweist,  von  systematischer  Bedeutung  zu  sein,  üebri- 
gens  können  noch  einige  andere  geometrisch -interessante  Gruppen  aus  pri- 
mitiven eines  höheren  Eaumes  durch  Wechsel  des  Baumelementes  abgeleitet 
werden. 

Anhangsweise  mag  noch  eines  Problems  gedacht  werden,  mit  dem  wir, 
bei  der  Fülle  des  Stoffs,  uns  sonst  gar  nicht  haben  befassen  können.  Die 
Frage  nach  aUen  möglichen  continuirlichen  Untergruppen  von  G^^  ist  nach 
dem  Vorgetragenen  von  einer,  wenn  auch  verwickeiteren,  so  doch  ähnlichen 
Natur  wie  die  Frage  nach  den  Untergruppen  von  g^.  Dass  die  Gruppen 
^169  ^9)  ^8  ^^  einzigen  invarianten  continuirlichen  Untergruppen  von  G^^ 
sind,  haben  wir  gelegentlich  schon  wiederholt  erwähnt.  Die  Bestinunung 
der  übrigen  Untergruppen  wird  wesentlich  dadurch  erleichtert,  dass  die  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  in  der  Ebene  schon  bekannt  sind.  Eine 
weitere  Erleichterung  ergiebt  sich  aus  dem  folgenden  Satz,  der  den  soeben 
angeführten  mnfasst,  und,  wie  dieser,  mit  den  von  S.  Lie  geschaffenen 
Methoden  begründet  werden  kann:  „Jede  conünuirliche  Untergruppe  von  G^fjj 

study,  Oeometrie  der  Dynamen.  26 
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die  die  Punktstrahlen  in  allgemeinster  Weise  vertauscht,  ist  entweder  iden- 
tisch mit  der  Gruppe  G^^,  oder  mit  einer  der  beiden  Grruppen  von  neun 
und  acht  Parametern,  die  durch  ein  Paar  reciproker  aplanarer  Eettencon- 
gruenzen  definiirt  werden." 

Man  vergleiche  hierzu:  Lie  und  Engel,  Theorie  der  Transformations- 
gruppen, insbes.  Bd.  m,  Kap.  11. 


§34. 

Das  Parallelenbüsohel  äLs  Banmelement. 
Beoiproke  Figuren. 

Die  einfachste  von  eigentlichen  Strahlen  gebildete  Figur  ist  nächst 
dem  einzelnen  Strahl  das  Parallelenbüschel,  das  wie  der  Strahl  selbst 
von  nur  vier  Constanten  abhängt.  Es  ist  daher  für  unsere  Theorie 
die  Frage  von  principieller  Bedeutung,  ob  es  gelingt,  auch  dieses  Gre- 
bilde  in  einfacher  Weise  durch  Goordinaten  darzustellen.  Wir  gehen 
auch  auf  diesen  Gegenstand  noch  ein. 

Es  sei,  im  ersten  Blatte  des  ersten  natürlichen  Continuums,  ein 
eigentlicher  Strahl  £  gegeben  durch  seine  Goordinaten  zweiter  Art 
^kf  ^kkf  ^^^  ^^^  ^^  diesem  paralleler  Punktstrahl  36'  durch  seine  Goor- 
dinaten 0,  Xibit;  so  dass 

Irgend  ein  eigentlicher  Strahl  des  durch  beide  bestimmten  Paral- 
lelenbüschels hat  dann  Goordinaten  der  Form 

(2)  X»,    3e»,  +  A3eA  (i=l,2,3). 

Der  willkürliche  Parameter  X  wird  entbehrlich,  wenn  man  an  Stelle 
des  letzten  Systems  von  drei  Grössen  die  Determinanten  der  Matrix 

*11      *28       *8« 

^11      ^22      *S8 

setzt.  Zufolge  (1)  unterscheiden  sich  aber  diese  Determinanten  von 
den  Grössen  X^^  nur  um  einen  Proportionalit&tsfactor  £1  (der  auch  gleich 
Null  sein  kann).  Man  kann  daher  statt  dieser  drei  Determinanten  auch 
die  eine  Grösse  Sl  einführen.  Sind  umgekehrt  die  Grössen  i$2,  X^,  XU 
gegeben,  so  sind  dadurch  die  Grössen  Jlj^j^j  die  man  zur  Festiegong 
des  Strahls  £  kennen  muss,  bis  auf  ein  willkürliches  Vielfaches  des 
Grössensystems  £m  bestimmt.  Man  ergänzt  diese  Bemerkungen  leicht 
zu  dem  Satze: 
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Als  Coordinaten  eines  PardUelenbiischels  (im  ersten  EUxUe  des 
Strahlenraumes)  können  sid>en  Grössen 

(3a)  ß;       Si,     S^y    S^y     O^y    *,,     O^ 

betrachtet  werden ,  die  durch  die  Gleichung 

(4)  (a>  I Ä)  =  *iÄi  +  o^S,  +  *,Ä,  =  0 

verbunden  sind.  Diese  sind  homogen  in  dem  Sinne,  dass  MulUplication 
der  Grössen  Sij  Sl  mit  demselben  Factor,  und  ebenso  Muitiplicaiion  der 
Grössen  O^y  Sl  mit  einem  und  demsäben  Factor  das  dargestellte  Paräl' 
lelenbüschei  nicht  ändert.  Weder  die  Grössen  Si  noch  die  Grössen  O. 
dürfen  gleichzeitig  verschwinden,  wenn  umgekehrt  ein  gegebenes  System 
von  Coordinaten  {H;  S,  O)  ein  (eigentliche  Strahlen  enthaltendes) 
ParaUdenbüschd  darstdlen  soll, 

Ist  das  Parallelenbüschel,  wie  soeben,  bestimmt  durch  einen  eigent- 
lichen Strahl  3E  und  einen  zu  diesem  parallelen  Punktstrahl  dl',  so  sind 
zulässige  Coordinaten  des  Büschels  diese: 

(^\  Äi  =  Xi  ,     Ä,  =  3Ej  ,     Ä,  =  Xs  ,  (ir^l 

'^^  O  =1'       0.  =  di'       *.  =  $'       '^~  (SBjX)  ' 

^1  •^'ll  7       ^2  *M  >       ^8  *3S  9  VI/ 

S3i:932:%8  ^^^^  Hülfsgrössen^  die,  übrigens  beliebig,  so  gewählt  sind, 
dass  {^\dc)^0  ausfallt. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Parälldenbüschel  (^2;  S,  O)  einen 
eigentlichen  oder  Punktstrahl  X  enthält ,  ist  also: 

(6)         (Xä?))  =  o,  (aj|X)*.ß  — (aj|Ä)(xa>aj)  =  o. 

Parallelenbüschel  desselben  Bündels  stimmen  in  den  Goordinatenver- 
hältnissen  S^i  S^:  S^  überein.  Sind  zwei  solche  Büschel  überdies 
parallel,  d.  h.  haben  sie  einen  Punktstrahl  mit  einander  gemein,  so 
sind  ausserdem  auch  die  Goordinatenverhältnisse  O^:  O^:  $3  dieselben. 
Man  kann  dann  die  sechs  letzten  Coordinaten  zur  völligen  Ueberein- 
Stimmung  bringen: 

Variirt  man  allein  die  erste  Sl  der  Paraüelbüschdooordinaten,  so 
verstricht  sich  das  Büschel  parallel  zu  sich  selbst,  und  es  entsteht  ein 
gestreiftes  ParaUelenbündd  (s.  S.  267). 

Femer  ergiebt  sich  unmittelbar: 

26* 
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Hält  man  die  Verhältnisse  der  drei  letzten  0^,  O^,  0j  unter  den 
ParaUennischdcoordifiaten  fest,  so  enstehen  die  o6^  Büschd  (eines  pl^ 
naren  Strahlencomplexes),  die  denselben  Punktstrahl  (den  singulären  Strahl 
des  genannten  Complexes)  enthalten. 

Wir  nennen  diese  Figur  ein  Nete  von  Parallelenbüscheln. 

Da  Parallelenbüschel  ^  die  zu  den  beiden  verschiedenen  Blättern 
des  Strahlencontinuums  gehören^  von  den  radialen  Gollineationen  in 
verschiedener  Weise,  nämlich  discardaaU,  vertauscht  werden,  so  müssen 
wir,  neben  der  Bezeichnung  (3  a),  die  sich  auf  Büschel  des  ersten 
Blattes  bezieht,  noch  eine  andere  Bezeichnung  der  Parallelbüschel- 
coordinaten  benutzen,  die  zu  den  Büscheln  des  zweiten  Blattes  gehört: 

(3b)  9S;    H„  H„  H„    V„  W„  %. 

Beide  Arten  von  Büscheln  sind  in  bestimmter  Weise  gepaart, 
oder,  wie  wir  sagen,  zu  einander  redprok]  irgend  zwei  Strahlen  reci- 
proker  Büschel  schneiden  einander  rechtwinklig  (S.  298). 

Die  Paraüdenhiischd  {Sl\  Sy  4>)  und  (^;  if,  W)  sind  zu  dnamder 
reciprok,  wenn 

(7)  a  +  W  =  0,    Ä,=  ^o     *i  =  «i        (i=l,2,3). 

Allgemein  ist  die  Bedingung  der  Reciprocität: 

(7b)  Sl:S,0,:S^O^  =  -^^S:H,Vr■H^^^^ 

B.eciprok  zu  den  Parallelenbüscheln  eines  Bündels  sind  die  eines 
Netzes.  Parallele  Parallelenbüschel  gehören  zugleich  einem  Bündel 
und  einem  Netz  an,  und  sind  zu  einer  gleichartigen  Figur  redprok. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Strahlen  eines  ParaUelenbäscheis 
(Sl]  Sy  ^)  einen  eigentlichen  oder  Punktstrahl  U  senkrecht  schneiden,  ist 

(8)         (U<i>«)  =  o,  (U|D)«.Ä  +  (<&i2))(UÄg))  =  o. 

Einfachste  Aufgaben  über  ParallelenbüscheL 

1)  Man  soll  den  gemeinsamen  Strahl  zweier  verschiedener  Paratldenr 
büschd  dessdben  Bündds  finden. 
Die  beiden  Büschel  seien 

(Ä,;  s,,  «0,  (^;  Ä„  *,), 

und   es   werde  der   einfacheren   Darstellung  wegen   die  unwesentliche 
Specialisirung  Si=^  S%^=^  S  vorgenommen.    Man  kann  dann  auch  noch 
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IS  =  dl,  d.  h.  Sk  =  ^k  s^tzen^  and  erhält  somit  zur  Bestimmimg  der 
Grössen  dl^^,  dc^^,  3^5  die  folgenden  Gleichungen: 

Setzen  wir  yorübergehend  ^^SB  ==  ?),  S^  =  Vf  ^^  entstehen  hieraus 
die  Gleichungen 

DiXii  +  d,^  4-  D.X«,  =  a,  •  (« |3£) . 
Dise^i  +  W^^  +  ?)'.x„  =  ß»  •  («130. 

Die  Determinante  (3£^2)')  dieser  drei  linearen  Gleichungen  hat 
den  Werth  (*i  ^^  S)  •  (SJ  |  X).  Ist  also  (^i*8S)4=0,  so  erhält  man, 
^^ter  3i  •  3«  •  3s  willkürliche  Parameter  verstehend,  die  Auflösung  in 
der  Form 

(3E|ID')(II3)  =  -{Äi(33£?)')-ß,(3X?l)}(«|X), 

oder  —  da  (9S 1 3£)  =f=  0  —  in  der  Form 
^o^  (*i  *.«)(!  J  3)  = 

^^  (5B|3e)-{ßi(*,|3)-ß,(*,|3)}. 

Der  Quotient  (*i^2^)  •  (®  |  3£)  ist  eine  von  SS  unabhängige  Zahl, 
die  nicht  verschwinden  kann,  so  lange  die  beiden  Parallelenbüschel 
nicht  parallel  sind.  Tritt  der  hiermit  ausgeschlossene  Fall  {0^  0^^)  =  O 
ein,  so  haben  die  Büschel  statt  eines  eigentlichen  Strahls  den  Punkt- 
strahl 

(0,   £l,0,-Si,9,) 

gemein.  Wird  auch  dieses  System  von  drei  Verhältnissgrössen  unbe- 
stimmt, so  sind  die  beiden  Parallelenbüschel  identisch. 

2)  Man  soll  das  NormalenneU  von  Strahlen  finden,  das  durch  zwei 
(nicht  paraUele)  ParaUdenbüschel  desselben  Netzes  bestimmt  ist. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  auf  die  vorhergehende  zurückführen. 
Wir  stellen  die  beiden  Parallelenbüschel,  die  nach  Voraussetzung  den- 
selben Punktstrahl  enthalten,  in  der  Form 

dar,  und  setzen  ä>jt  =»  U^ .  Die  reciproken  Büschel  haben  dann  den 
Strähl  U  gemein,  dessen  Goordinaten  die  Grössen  Uj^,  11^^  sind,  wobei 
die  Grössen  Vi^i  zu  bestimmen  bleiben.  Diese  Grössen  erhalten  nach 
Obigem  endliche  Werthe,  wenn  die  beiden  vorgelegten  Büschel  nicht 
partJlel  sind,  d.  h.  wenn  (Äi/^?))+  0.  Die  Auflösung  ergiebt  sich 
dann  in  der  Fonn 
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(10) 


=  (U|?)){ßi(SBis;)-ß,(ss|Si)}. 

Der  Quotient  (SiS^^):  (Vi\^)  ist  eine  von  ^  unabhängige  Zahl 


3)  Man  soU  die  Bedingung  dafür  aufstellen  j  dass  drei  ParäUden- 
hüschel  {Pij;^  S,  <^^)  desselben  Bündels  einen  gemeinsamen  Strahl  (eigent- 
liehen  oder  Punktstrahl)  enthalten. 

Die  Lösung  ergiebt  sich  leicht  von  dem  unter  1)  Gesagten: 


(11) 


ßl(^2*3«)  +  ^2(^3*1«)  +  ßs(*l*2®)  =  0. 


D.  h.y  zwischen  den  drei  Grössen  Slj^  muss^  nachdem  die  j^-Goordinaten 
der  drei  Büschel  identificirt  worden  sind^  dieselbe  lineare  Gleichung 
bestehen^  die  zufolge  des  Bestehens  der  Gleichungen  {Oj^\S)  =  ^ 
zwischen  den  drei  linearen  Formen  (4>j^  |  D)  stattfindet.  Ebenso  ergiebt 
sich  die  Lösung  der  Aufgabe: 

4)  Man  soU  die  Bedingung  dafür  finden^  dass  drei  Paraüdenbiischd 
{Siij^y  Sky  ^)  desselben  Netzes  demselben  Normälennetg  (eines  eigenüichen 
oder  Punktstrahls)  angehören: 


(12) 


ßi(^Ä,D)  +  ß,(Ä;,SiD)  +  ß,(Äi^D)  =  0. 


Natürlich   kann    man   die  Bedingungen  (11);  (12)  auch  leicht  in  all- 
gemeinster Form  aufstellen. 

5)  Man  soU  die  Ebene  finden,  in  der  ein  reelles  ParallderUmchd 
(Ä;  S,  *)  eniJuilten  ist. 

Diese  Aufgabe  gehört  nicht  der  radial-projectiven  Geometrie,  son- 
dern der  Euklidischen  Geometrie  an,  soll  aber  darum  nicht  übergangen 
werden.  Streicht  man  in  der  angegebenen  Foi:mulirung  das  Wort  „reell**, 
so  hat  die  Aufgabe  auch  dann  noch  einen  klaren  Sinn,  so  lange 
{S\S)=^0  ist.  Man  findet  unter  dieser  Voraussetzung,  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (16)  des  §  28,  die  homogenen  Gartesischen  Goordinaten 
der  gesuchten  Ebene: 


u. 


(13) 


=  Ä  : 


«1 

• 
• 

«1 

• 
• 

M,    — 

A^    S3 

• 

Aj    Ai 

• 

(Si  St 

*,  *. 

• 

*.   *1 

. 

a,  *, 

Die  Transformation  i$i'«=  iß,  /S'=  S,  4>'=  0,  die  jedes  Paral- 
lelenbüschel parallel  verschiebt,  wird  hiermit  als  perspective  Aehnlich- 
keitstransformation  erkannt. 
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Für   den  Abstand   des  Anfangspunktes   der  Coordinaten  von  der 
gefundenen  Ebene  ergiebt  sich  der  Ausdruck 

(14)  dist(M,  o)=     •^'^  ^ 


Abbildung  der  oo^  Parallelenbüschel  auf  Punkte  eines 

vierdimensionalen  Kegels  Wl^, 

Deuten  wir  die  Producte  Si^^  von  zweimal  drei  Grössen^  die 
durch  die  Gleichung  (4)  verbunden  sind,  als  überzahlige  homogene 
Punktcoordinaten  eines  Gebietes  9^7  achter  Stufe,  so  entstehen  alle 
Punkte  einer  dreidimensionalen  sogenannten  Nomialmannigfaltigkeit  iDl,, 
von  der  sechsten  Ordnung*),  die  eindeutig  umkehrbar  abgebildet  ist  auf 
die  oo'  Linienelemente  eines  temären  Gebietes,  von  zwei  Schaaren  von 
je  cx>^  geraden  Linien  beschrieben  wird,  und  eine  zu  sich  selbst  corre- 
lative  Gruppe  (g^,  j|g)  von  Collineationen  zulässt,  die  holoedrisch  iso- 
morph ist  zur  Gruppe  der  Collineationen  und  Correlationen  des  temären 
Gebietes.    Fügen  wir  Sl  als  weitere  Coordinate,  hinzu,  so  erkennen  wir: 

Die  oo^  ParaUenbüschel  lassen  sich  eindeutig^mkehrbar  und  stetig 
zuordnen  den  vom  Scheitd  verschiedenen  Punkten  eines  Normdtkegels  30^4, 
sechster  Ordnung,  der  in  einem  Baume  R^  liegt,  und  dessen  cx)'  gerad- 
linige Erzeugende  eindeutig  umkehrbar  den  Linienelementen  in  der  unend- 
lich fernen  Ebene,  oder  den  gestreiften  ParalldenMndeln  zugeordnet  sind. 

Punkten  irgend  einer  Erzeugenden  entsprechen  also  paraUde  ParäUe- 
lenbüschd,  Punkten  irgend  einer  von  oo^  den  Kegel  erzeugenden  Ebenen 
einer  ersten  Schaar  entdecken  die  PardUdenbüschel  eines  Bündeis, 
Punkten  irgend  einer  Ebene  einer  zweiten  Schaar  ebenso  ParaUdenbiischd 
desselben  Netzes,  und  umgekehrt. 

Es  hat  natürlich  keine  Schwierigkeit,  die  Gruppe  aller  collinearen 
Transformationen  des  R^  zu  bestimmen,  die  den  Kegel  SR^  in  Ruhe 
lassen: 

Der  Normalkegel  SSSt^  gestattet  eine  sogenannte  gemischte  prqjedive 
Gruppe  (®i7,  §„)  mit  siebzehn  Parametern,  deren  conünuirliche  Unter- 
gruppe &n  durch  die  bezeichnete  Abbildung  aus  der  Gruppe  G^^  der 
radialen  Collineationen  hervorgeht 

Die  letzte  Behauptung  werden  wir  weiterhin  noch  genauer  fassen 
und  auf  verschiedene  Arten   begründen.     Einstweilen   ftihren   wir  sie 


^  Diese  Zahl,  die  zu  kennen  hier  übrig^j^  nicht  anerl&sslich  ist,  lässt  sich 
ableiten  mit  Hülfe  des  B^zout'schen  Satzes  über  ebene  Curven  3.  0. 
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werden,  wenn  man  (dem^  Auftreten  discordanter  Transformaäonen  efU- 
sprechend)  den  Raum  Ug  mit  zwei  Blättern  /,  II  überdeckt,  zu  vier 
Schaaren 

iR^y   iRq]    iiR^,   itRb 

erweitert.  Die  Individuen  dieser  Schaaren  werden  durch  die  Transfor- 
mation (19)  natürlich  ebenfalls  in  bestimmter  Weise  gepaart,  und  diese 
Paare  lassen  sidi  den  eigentlichen  Strahlen  ersten  und  zweien  BlaUes 
des  StraJdenraumes  derart  zuordnen,  dass  auch  durch  diese  Bezietiung 
der  Isomorphismus  zwischen  den  Gruppen  %yj,  G^  bewirkt  wird: 

Besonders  bemerkt  zu  werden  verdient  wohl,  dass  die  Transfor- 
mationen der  Schaar  ^^^,  zu  denen  (19)  gehört,  nicht  als  Transfor- 
mationen von  Strahlen  aufgefasst  werden  können,  und  dass  daher  diese 
Collineationen  des  R^  auch  nicht  etwa  Bilder  der  radialen  Ccrrdationen 
sind.  Diese  werden  vielmehr  dargestellt  durch  solche  Yertauschungen 
der  beiden  Blätter  J,  ZZ,  die  jede  einzelne  der  beiden  Schaaren  von 
sechsfach  ausgedehnten  Bäumen  in  Buhe  lassen.  Die  duale  Gorrelation 
X  s=  11  z.  B.,  die  jeden  Strahl  des  ersten  Blattes  mit  dem  darüber 
liegenden  Strahl  des  zweiten  Blattes  zur  Deckung  bringt,  wird  aus- 
gedrückt durch  die  Gleichungen 

(20)  n,  =  ^,„ 

und  durch  diese  Transformation  werden  jene  Mannigfaltigkeiten  auf 
andere  Art  gepaart  als  zuvor,  nämlich  selbstverständlicher  Weise  so: 

Wir  sehen  von  der  Betrachtung  der  radialen  Correlationen  weiter- 
hin ab. 

Führen  wir  in  die  Gleichungen  (15)... (19)  an  Stelle  der  Carte- 
sischen  Goordinaten  q.j^,  r^.  homogene  Goordinaten  q^iq,  ^a-^  ^^"i 
und  setzen  wir  nachträglich  g  =  0,  r  =  0,  so  erhalten  wir  die  Durch- 
schnitte der  betrachteten  sechsfach  ausgedehnten  Räume  mit  dem  un- 
endlich-fernen  Rj  des  i2g.     So  erkennen  wir: 

Durch  jede  der  beiden  betrachteten  Abbildungen  werden  den  oo- 
eigentlichen  Strahlen  eines  ParaUdenbündels  des  ersten  (zweiten)  JBlaües 
od^  ebene  sechsfach  ausgedehnte  Räume  zugeordnet^  die  d^enfaüs  paroUd 
sind,  also  den  mit  zwei  Elättem  7,  II  überdeckten  unendlich  fernen  Rj 
des  JRg  in  je  einend  ebenen  Räume  jR^,  uR^  (//-Rs;  i^)  durch- 
dringen. 


m,  §  33.    Die  aplanare  Eettencongruenz  als  Raumelement. 
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Die  radial-projective  Geometrie  als  Verallgemeinerung 

der  Euklidischen  Geometrie. 

Auf  den  geschilderten  Thafcsachen^  die  wir  im  nächsten  Paragra- 
phen noch  wesentlich  ergänzen  werden^  beruht  es  nun,  dass  die  radial- 
projective  (dual-projective)  Geometrie  in  Parallele  gestellt  werden  kann 
^r  Euklidischen  Geometrie,  genauer  zur  Geometrie  der  Aehnlichkeits- 
transformationen  (Bewegungen).  Dass  die  Gruppe  (S^,  angesehen  wer- 
den kann  als  das  jsweite  Glied  einer  unbegrenzten  Folge  von  primi- 
tiven projectiven  Gruppen,  in  der  als  erstes  Glied  die  Gruppe  g^  der 
Aehnlichkeitstransformationen  erscheint,  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
selbstverständlich.  Die  Gruppen  @^^  und  G^fj  aber  unterscheiden  sich 
von  einander  nur  durch  die  Wahl  des  Raumelementes,  beide  Gruppen 
werden  durch  Wechsel  des  Raumelementes  zu  einander  ähnlich.  Den 
oo'  Ebenen  von  besonderer  Lage,  die  durch  eine  zu  g^  holoedrisch  iso- 
morphe Gruppe  g^  vertauscht  werden,  können  gegenübergestellt  werden 
die  2  •  2  •  C30^  sechsfach  ausgedehnton  Mannigfaltigkeiten,  die  durch  eine 
zu  @i^  holoedrisch-isomorphe  Gruppe  vertauscht  werden,  also  auch  die 
Strahlen  ersten  oder  zweiten  Blattes.  Beim  üebergang  zum  Strahl  als 
Raumelement  vereinfacht  sich  diese  Beziehung  noch  etwas,  da  die 
Transformation  (19)  dann  in  Wegfall  kommt.    Wir  haben  also  gesehen: 

Die  Geometrie  der  radialen  ProjecUvitäten  Utsst  sich  derart  in  Por 
raUde  setzen  eur  EuMidisdien  Geometrie  des  Baumes,  dass  unter  Anderen 
die  folgenden  Gebilde  als  Analoga  aufgefasst  werden: 


Der  eigenäiche  Punkt. 

JSigentliche  Ebene  ^  die  den  abso- 
luten Kegelschnitt  heriihrt. 

Büschel  solcher  Ebenen. 

Die  Ghiippe  g^  aller  Aehnlich- 
keitstransformationen. 

Die  Gruppe  g^  der  Euklidischen 
Bewegungen. 

Die  Schaar  der  oo^  ümlegungen. 

Die  Gruppe  g4  der  perspectiven 
Aeh  nli  chkeitstransformationen. 

Die  Gruppe  g^  der  gewöhnlichen 
Schiebungen. 

Die  cx>'  Spiegelungen  an  Punkten, 


Die  aplanare  Kettencongruenz. 

Eigentlicher  StraJd  (ersten  oder 
zweiten  Blattes). 

Parallelenbündel. 

Die  Gruppe  G^^  der  radialen 
Collineationen  (im  ersten  oder  zwei- 
ten Blatte). 

Die  Gruppe  G^^  der  dualen  Col- 
lineationen. 

Die  Schaar  der  cx>^^  dualen  An- 
ticollineationen. 

Die  Gruppe  ff^,  die  alle  Paral- 
lelenbündel in  Ruhe  lässt. 

Die  Gruppe  G^  der  dualen  Schie- 
bungen. 

Die  (xfi  Spiegelungen  an  apla- 
naren  Kettencongruenzen. 


»V.. 


r.  11 


'^•^ 


L  M4.    Reciproke  Figuren. 

.1      juiplexen  ist  offenbar  zu  einem  grossen  Theil  in 
^v^itc  der  bilinearen  Normalfonuen^  oder  der  ebenen 

.  jUiCeiL  —  Wir  gehen  nur  auf  die  regulären  bilinearen 

::.iiier  ein.  (S.  S.  420). 


Fifjuren  in  der  radial-projectiven  Geometrie, 

Lei;  man  das  Parallelenbüschel  als  Raumelement,  so  er- 
.  c  Ueeiprocitatsbeziehungen,  die  uns  wiederholt  begegnet 
us4;<»r  Form.  Jeder  beliebige  Ort  eigentlicher  Strahlen  lässt 
.,.  iiö  eine  oder  andere  Weise  als  Ort  von  Parallelenbüscheln 
«c«ü^  uttd  die  so  erklärten  Figuren  gehören  unter  aüen  Umstanden 
.««<.i.^  als  reciprok  zusammen,  ebenso  wie  die  Parallelenbüschel 
'>v,  Keciproke  analytische  Oerter  von  Parallelenbüscheln  haben 
Nv..><^i:>en»tändlich  stets  die  nämliche  Dimensionenzahl,  während  die 
..<^u>H:henden  Strahlenörter  verschiedene  Dimensionenzahlen  haben 
vv^uuon.  Es  ergiebt  sich  aber  auch  eine  ganz  neue  Art  von  Figuren: 
Iho  iu  einem  Complex  von  Parallelenbüscheln  enthaltenen  Strahlen 
>\  eitlen  nur  unter  besonderen  Umständen  nicht  den  ganzen  Strahlen- 
t  Hum  erfüllen. 

Die  Fülle  von  interessanten  Problemen,  die  hier  entstehen,  können 
wir  kaum  streifen:  Wir  beschränken  uns  auf  einige  wenige  summa- 
rische Bemerkungen  über  die  Darstellung  von  Strahlenörtem,  die  zur 
Vorbereitung  der  folgenden  speciellen  Betrachtungen  dienen  sollen. 

Ein  von  einem  Parallelenbüschel  verschiedenes  analytisches  Strahtefi- 
band f  Ort  von  oo*  eigentlichen  Strahlen,  ist  entweder  Cylinder  (S.  300)  oder 
uieht.  Im  ersten  Falle  kann  das  Band  als  Enveloppe  eines  „JSandes*'  von  oc* 
Parallelenbüscheln  aufgefasst  werden,  denen  oo^  andere  reciprok  sind. 
Die  letzten  definiren  im  Strahlenraume  eine  cylindrische  Congruem. 
(^Vgl.  S.  305.)  Im  zweiten  und  allgemeinen  Falle  kann  das  Strahlen- 
band  betrachtet  werden  als  Congruenz,  als  Ort  von  oo'  Parallelen* 
büscheln,  deren  jedes  einzelne  (mindestens)  einen  seiner  Strahlen  enthält. 
Die  oo^  reciproken  Büschel  definiren  einen  zum  Band  „reciproken'^ 
Strahlencomplex,  Ort  der  durch  die  Strahlen  des  Bandes  (ersten 
Blattes)  definirten  Normalennetze  (zweiten  Blattes). 

Die  eigentlichen  Strahlen  einer  von  einem  Parallelenbündel  ver- 
schiedenen analytischen  Strahlencangniene  lassen  sich  entweder  zu  einem 
Band  von  cx)^  Parallelenbüscheln  zusammenfassen,  oder  zu  cx>^  Cylin- 
dem,  die  nicht  Parallelenbüschel  sind,  oder  endlich,  es  tritt  keine 
dieser  beiden  Besonderheiten  ein. 

Im  ersten  Falle  gehört  dazu  ein  zweites  Band  von  oq^  Parallelen- 
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büscheln;  die  im  AUgemeinea  wieder  eine  solche  StrahlencongnienZy 
reciprok  der  ersten^  definiren.  Wenn  aber  die  vorgelegte  Congruenz 
cjlindrisch  ist,  so  reducirt  sich  die  zweite  Strahlencongruenz  auf  ein 
Parallelenbündel. 

Im  zweiten  Falle  kann  man  nach  dem  über  die  Gjlinder  Gesagten 
der  Strahlencongruenz  eine  Congruenz  von  oo^  Parallelenbüscheln 
zuordnen.  Die  Strahlen'  der  oo^  reciproken  Büschel  sind  orthogonal 
zu  consecutiyen  parallelen  Strahlen  der  gegebenen  Strahlencongruenz. 
Sie  definiren  einen  Strahlencomplex  von  besonderer  Beschaffenheit. 

Im  dritten  Falle  definirt  die  Strahlencongruenz  einen  (sehr  spe- 
ciellen)  Gomplex  von  oo^  Parallelenbüscheln,  deren  jedes  (mindestens) 
einen  ihrer  Strahlen  enthält.  Dieser  Gomplex,  und  ebenso  sein  reci- 
proker,  erfüllt  den  ganzen  Strahlenraum  (oder  einen  vierfach  ausge- 
dehnten Theil  davon). 

Die  eigentlichen  Strahlen  eines  analytischen  Strahlencomplexes 
lassen  sich  entweder  auf  oo^  Parallelenbündel,  oder  auf  oo*  Parallelen- 
büschel, oder  auf  oo^  Gylinder  vertheilen,  die  nicht  Parallelenbüschel 
sind.  Die  Gomplexe  der  ersten  Art  sind  zugleich  Gomplexe  von  Pa- 
rallelenbüscheln, die  zu  je  oo^  auf  oo^  Bündel  verth'eilt  sind.  Die 
reciproken  Gomplexe  erfüllen  den  ganzen  Strahlenraum;  ihre  Büschel 
sind  zu  (x>^  auf  oo^  Netze  vertheiit.  Die  Gomplexe  der  zweiten  Art 
sind  Gongruenzen  von  Parallelenbüscheln.  Die  reciproke  Gongruenz 
von  Parallelelenbüscheln  definirt  in  solchem  Falle  einen  neuen  Strahlen- 
complex, der  zu  dem  ersten  reciprok  ist,  ihn  auf  gleiche  Weise  be- 
stimmt, wenn  er  nicht  ein  Strahlencomplex  der  zuerst  genannten  Fa- 
milie ist,  wenn  also  seine  Strahlen  nicht  zu  Bündeln  angeordnet  wer- 
den können.  Im  dritten  Falle  lassen  sich  die  cx>^  Gomplexcylinder  als 
Enveloppen  von  Bändern  von  Parallelenbüscheln  auffassen;  man  erhält 
wiederum  einen  mit  dem  Strahlencomplex  invariant  verbundenen 
Gomplex  von  Parallelenbüscheln.  Die  reciproken  Parallelenbüschel  er- 
füllen wiederum  den  ganzen  Strahlenraum. 

Betrachten  wir  jetzt  umgekehrt  Bänder,  Gongruenzen  und  Gomplexe 
von  Parallelenbüscheln  als  die  gegebenen  Figuren. 

Zwei  reciproke  analytische  Bänder  von  Parallelenbüscheln  definiren 
zwei  Strahlencongruenzen.  Diese  sind  entweder  beide  Parallelenbündel; 
oder  es  ist  die  eine  ein  Parallelenbündel,  und  die  andere  cylindrisch, 
oder  ein  Normalennetz  eines  eigentlichen  Strahls,  oder  endlich,  wenn 
keiner  dieser  Fälle  eintritt,  beide  Gongruenzen  sind  zu  einander  reciprok: 
Jede  kann  dann  erklärt  werden  als  Ort  der  Parallelenbüschel,  die  zu 
denen  der  anderen  Strahlencongruenz  reciprok  sind. 

Ist  von  zwei  reciproken  analytischen  Congruemm  von  Parallelen- 
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büscheln  die  eine  ein  Bündel  und  die  andere  das  zugehörige  Netz,  so 
definirt  die  erste  ein  Bündel  paralleler  Strahlen^  die  zweite  einen  pla- 
naren  Gomplex  (im  anderen  Blatt). 

Lassen  sich  die  Büschel  der  einen  Congruenz  auf  oo^  Bündel  und 
die  der  anderen  auf  oo^  Netze  vertheilen,  so  umhüllen  je  oo^  zusammen- 
gehörige Büschel  der  ersten  Congruenz  einen  Cylinder,  und  diese 
Cylinder  erfüllen  eine  zu  der  Congruenz  von  Parallelenbüscheln  gehörige 
Strahlencongruenz;  oder  es  umhüllen  je  oo^  zusammengehörige  Büschel 
der  ersten  Congruenz  einen  einzelnen  Strahl  (oder  deren  mehrere), 
und  die  Congruenz  gehört  zu  einem  Strahlenband.  Die  reciproke  Con- 
gruenz gehört  in  beiden  Fällen  zu  einem  Strahlencomplex  (s.  oben). 

Sind  die  Büschel  der  ersten  Congruenz  auf  oo^  Bündel  und  also 
die  der  reciproken  auf  oo^  Netze  vertheilt,  so  hat  man  entweder  den 
Fall  vor  sich,  der  zu  dem  zuvor  behandelten  reciprok  ist,  oder  es 
lassen  sich  auch  die  Büschel  der  ersten  Congruenz  auf  oo*  Netze,  und 
also  die  der  zweiten  auf  oo^  Bündel  vertheilen.  Die  Punktstrahlen 
der  reciproken  Büschel  beider  Congruenzen  definiren  dann  eine  Trans- 
formation im  Feld  aller  Punktstrahlen.  Beide  Congruenzen  definiren 
reciproke  Strahlencomplexe  von  besonderer  Beschaffenheit  (s.  oben). 

Lassen  sich  von  zwei  reciproken  analytischen  Coniplexen  von 
Parallelenbüscheln  die  des  einen  auf  cx)^  Bündel  und  also  die  des 
anderen  auf  oo^  Netze  vertheilen,  so  gehört  zu  dem  ersten  ein  von 
Parallelenbündeln  beschriebener  Strahlencomplex  (s.  oben).  Im  anderen 
Falle  kann  es  eintreten,  dass  die  <x>^  Büschel  beider  Complexe  sich 
auf  <x>^  Bänder  paralleler  Parallelenbüschel  vertheilen  lassen,  so  dass 
von  beiden  Complexen  der  ganze  Strahlenraum  (oder  ein  Theil  davon) 
erfüllt  wird.  Die  genannten  drei  Fälle  haben  das  Gemeinsame,  dass 
die  Gleichungen  der  Complexe  frei  sind  von  der  Veranderlichen  Ä  {<S)j 
und  alle  Transformationen  der  Gruppe  G^  zulassen.  Wir  wollen,  wie 
bereits  gesagt,  diese  besonderen  Complexe  von  Parallelenbüscheln  als 
singtdär^  die  übrigen  als  regulär  bezeichnen.  (S.  409.)  Bei  einem  jeden 
regulären  Complex  umhüllen  dann  die  in  einem  Bündel  gelegenen 
Büschel  beider  reciproker  Complexe  entweder  die  Cylinder  eines  Strah- 
lencomplexes,  oder  die  Strahlen  einer  Strahlencongruenz  (s.  oben). 

Die  eingeführte  neue  Art  von  geometrischen  Oertem  steht  also 
zu  den  sonst  von  uns  betrachteten  Figuren  in  einer  principiell  sehr 
einfachen  Beziehung: 

Mit  jeder  analytischen  StraJüencongruenjg ,  deren  Strahlen  nicht  auf 
Cylinder  vertheilt  werden  können^  und  mit  jed^m  analytischen  Strahkn- 
complex,  dessen  Strahlen  nicht  auf  ParaUelenbüschel   verfheM  u&rden 
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können,  ist  ein  regulärer  Complex  von  Pa/raUdenbiischeln  invariant  ver- 
bunden. Die  StraJüencongruenz  oder  der  Strahlencomplex  kann  als  Um- 
hiiUungsgd)ilde  des  Complexes  von  Parallelenbüscheln  aufgefasst  werden. 

Umgekehrt  definirt  jeder  reguläre  analytische  Complex  von  ParaUe- 
lenbüschdn  einen  Strahlencomplex  oder  eine  Strählencongruenss,  Das  Gleiche 
gilt  von  dem  reciproken  Complex  von  Paralldenbüscheln:  Auch  dieser 
ist  regulär.  Die  genannten  von  cx>*  oder  cx>^  Strahlen  gebildeten  Figuren 
sind  also  paarweise  redprok. 

Femer  erkennt  man  ohne  Mühe: 

Stehen  eine  analytische  StraJdencongruene  und  ein  SircMencomplex 
in  der  genannten  Redprodtätsbeziehung^  so  wird  der  Complex  von  den 
gemeinsamen  Normalen  zwischen  consecutiven  Congruenjsstrahlen  allgemeiner 
Lage  und  von  deren  Grendagen  gdnldet. 

Man  vergleiche  hierzu  den  auf  S.  384  angeführten  Hamilton 'sehen 
Satz. 

Für  unseren  besonderen  Gegenstand  kommt  der  noch  speciellere 
Fall  in  Betracht,  wo  man  statt  des  zur  Congruenz  reciproken  Com- 
plexes ebenfalls  eine  Congruenz  erhalt.  Man  folgert  aus  früher  Gesag- 
tem unmittelbar  den  ersten  Theil  des  Satzes: 

Stehen  zwei  a/nalytische  StraMencongruenzen  in  der  genannten 
Redprodtätsbezieh/ung^  sind  sie  also  UmMüungsgebUde  redproker  Complexe 
von  Parallelenbüscheln  y  so  sind  sie  redproke  aplanare  Kettencongruenzen, 
Die  zugehörigen  Complexe  von  Paraüdenbüschdn  aber  sind  reguläre  büi- 
necvre  Complexe,    (S..409.) 

Der  zweite  Theil  der  Behauptung  wird  alsbald  nachgewiesen  werden. 

Es  versteht  sich^  dass  die  vorausgehenden  Betrachtungen  sich  auf 
eine  Umgebung  solcher  Stellen  der  betrachteten  geometrischen  Oerter 
beziehen,  in  denen  diese  sich  regulär  verhalten;  es  ist  natürlich  nicht 
ausgeschlossen,  und  ist  sogar  die  Regel,  dass  z.  B.  einem  irreducibelen 
algebraischen  Ort  von  Strahlen,  wenn  man  ihn  von  vorn  herein  in 
seiner  ganzen  Erstreckung  betrachtet^  ein  reducibeler  Ort  von  Paralle- 
lenbüscheln zugeordnet  wird. 

Einfachste  Mannigfaltigkeiten  von  Parallelenbüscheln. 

Das  zuvor  über  die  Abbildung  des  Parallelbüschelcontinuums  auf 
den  Normalkegel  Wl^  Gesagte  kann  so  vervollständigt  werden: 
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oo^  eigentliche  Parallelenbüschel 
eines  Bündels  (oo*). 

cx>*  eigentliche  Parallelenbüschel 
eines  Netzes   (oo*). 

oo^  parallele  eigentliche  Paralle- 
lenbüschel   (oo'). 


oo*  „eigexitliche"  (vom  Scheitel 
verschiedene)  Punkte  einer  Ebene 
erster  Art  auf  dem  Kegel  SK^  (<»*). 

oo*  eigentliche  Punkte  einer 
Ebene  zweiter  Art  auf  dem  Kegel 

a»4  (oo^. 

oo^  eigentliche  Punkte  einer  Er- 
zeugenden von  SW4     (<5o'). 


Die  genannten  drei  Arten  ^  Parallelenbüschel  zusammenzufassen, 
bezeichnen  alle  Systeme  der  Impnmitivüät  in  dem  den  Transforma- 
tionen von  G^^  unterworfenen  Parallelbüschelcontinuum. 


00*  Parallelenbüschel  durch  den- 
selben  eigentlichen   Strahl    (oo'^). 


OO' 


Parallelenbüschel  eines  ei- 
gentlichen Normalennetzes     (00*). 


00^  Punkte   einer   Geraden   all- 


gemeiner  Lage    auf    einer   Ebene 
erster  Art     (00*). 

<x>^  Punkte  einer  Geraden  all- 
gemeiner Lage  auf  einer  Ebene 
zweiter  Art     (00*). 

Die  Geraden  specieller  Lage  auf  äJJ^  sind  die  bereits  genannten 
(x>^  Geraden  durch  den  Scheitel,  die  zu  Bildern  im  Strahlenraume  die 
00^  Bander  paralleler  Parallelenbüschel  haben,  und  sowohl  auf  Ebenen 
erster  Ajrt  als  auch  auf  Ebenen  zweiter  Art  liegen. 

Ueberdecken  wir  SDI^  mit  zwei  Blattern  I,  11,  und  unterscheiden 
wir  die  Geraden  auf  Ebenen  zweiter  .Art  von  denen  auf  Ebenen  erster 
Art  durch  einen  Accent,  so  lässt  sich  die  letzte  Gegenüberstellung  so 
fassen: 


Eigentlicher  Strahl  X  im  ersten  r  Gerade  M{ 
Blatt.  I  Gerade  n%; 

Eigentlicher  Strahl  U  im  zweiten  |  Gerade  /9i/ 
Blatt.  1  Gerade  n^ 


m  Blatte  L 
m  Blatte  IL 
m  Blatte  7. 
m  Blatte  IL 


Die  hiermit  gefundene  Beziehung  der  Strahlen  X,  U  zu  Geraden 
9%!,  91^'  von  specieller  Lage  im  ebenen  Baume  9tg  ist  vollkommen 
analog  zu  der  Beziehung  derselben  Strahlen  zu  sechsfach  ausgedehnten 
Räumen  R^,  R^'  eines  Raumes  Bgy  die  wir  im  vorigen  Paragraphen 
erörtert  hatten  (ä.  insbesondere  S.  398).  Und  es  ist  auch  nicht  schwer, 
den  Grund  dieser  Beziehung  einzusehen.  Es  wird  nämlich  in  B^  der 
unendlich  ferne  jß^,  dessen  Punkte  als  Bilder  der  infinitesimalen  Col- 
lineationen  einer  Ebene  betrachtet  werden  können,  von  (®i7,  $17) 
derart  transformirt^  dass  eine  Normalmannigfaltigkeit  M,  in  Ruhe 
bleibt;  und  (ß^^^  $^7)   ist  durch  diese  Eigenschaft  definirt.    Da  die 
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achtgliedrige  Grappe  von  M^,   wie  man  sich  unschwer  übei'zeagt^  zu 
sich  selbst  correlativ  ist,  so  folgt: 

Die  prcjecHve  Gruppe  (®x7,  ^n)  eines  Raumes  Jftg,  die  durch 
Einführung  der  aplano/ren  Kettencongruenz  als  Raumelement  definirt 
wurde,  ist  correlativ  m  der  Gruppe  {@n,  §17)  des  Normalkegels  Wl^, 
dessen  Punkte  nach  Obigem  eindeutig  umkehrbar  den  PardUdenbüscheln 
des  ersten  ConHnuums  entsprechen. 

Die  hervorgehobene  Analogie  ist  eine  besondere  Folge  dieser  wich- 
tigen Thatsache:  Dnrch  die  fragliche  Correlation  werden  noth wendig 
die  2  •  cx>*  Räume  iJ^,  JB/  den  2  •  00*  Geraden  ^,  SR^'  zugeordnet.  Es 
ergeben  sich  nun  aber  sogleich  noch  mehrere  bemerkenswerthe  Folge- 
rungen. Den  Punkten  des  Normalkegels  9K4  des  Stg  müssen  im  Räume 
R^  00^  Räume  Rj  entsprechen,  und  diese  Mannigfaltigkeit  muss  eben- 
falls, durch  unmittelbare  Zuordnung  ihrer  Elemente  zu  den  Parallelen- 
bfischeln,  zum  Uebergang  aus  dem  Rg  in  den  Strahlenraum  benutzt 
werden  können.  Femer  folgt,  dass  die  ebenen  9lj  in  Stg,  die  den 
Scheitel  von  äR^  nicht  enthalten,  übergehen  in  die  eigentlichen  Punkte 
Ton  i2g.  Das  heisst  aber,  dass  die  regulären  bilinearen  Complexe  von 
Parallelenbüscheln  (S.  409)  identisch  sein  müssen  mit  den  Gomplexen, 
die  zu  aplanaren  Eettencongruenzen  gehören.     (S.  413.) 

Wir  werden  diese  Schlüsse  durch  wirkliche  Ausführung  der  nöthigen 
Rechnungen  bestätigen,  und  werden  auch  den  zuletzt  hervorgehobenen 
Satz  noch  priU^iser  fassen.  Zunächst  fahren  wir  fort  in  der  Betrach- 
tung specieller  Schaaren  von  ParallelenbüscheLn  und  ihrer  Bilder  auf  SK^. 

Der  planare  Strahlencomplex, 

Der  planare  Strahlencomplex  (SK 1 3E)  =  0  ist  Ort  von  00^  Paral- 
lelenbündeln, und  daher  nicht  Congruenz,  sondern  Complex  von  Pa- 
rallelenbüscheln 

(17)  (a|Ä)-o. 

Der  reciproke  Complex  (zweiten  Blattes)   von  Parallelenbüscheln 

(18)  (« I  gr)  =  0 

umfasst  den  ganzen  Strahlenraum,  und  unendlich  oft  noch  die  Strahlen 
des  Parallelenbündels 

(19)  Vi,:n,:Vi,=%:%:%. 

Die  TJntei^ruppe  von  @ij,  deren  Transformationen  den  Complex 
(17)  des  Blattes  I  in  Ruhe  lassen,  ist  identisch  mit  der  Untergruppe^ 
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deren  Transformationen  die  Ebene  (19)  zweiter  Art  des  Blattes  I  in 
Buhe  lassen. 

Bringt  man  die  Gleichungen  (17),  (18)  auf  die  Form  Si  =  0, 
W^==Oy  so  erkennt  man  unschwer  die  Richtigkeit  der  folgenden  Zu- 
sammenstellung (ygl.  S.  337,  349): 

Complex  von  Parallelenbüscheln,  I 


die   einen    planaren    Strahlencom- 
plex  (des  ersten  Blattes)  erfüllen. 

Der     reciproke     Complex     (des 
zweiten  Blattes). 


Normalkegel  dritter  Ordnung 
W^'  eines  ebenen  9(5,  dessen  Leitr 
ebene  eine  Ebene  zweiter  Art  von 
9J{^  ist  (gelegen  im  Blatt  i). 

Normalkegel  SR,  dritter  Ord- 
nung (des  Blattes  Zf),  dessen  Leit- 
ebene eine  Ebene  erster  Art  Ton 
2R4  ist. 

Natürlich  sind  die  00^  weiteren  Ebenen  von  SDlj'(3R3)  Ebenen 
erster  (zweiter)  Art  von  SDl^. 

Irgend  zwei  Kegel  SK,  und  SK,'  (desselben  Blattes),  deren  es  je 
00*  giebt,  bilden  zusammen  einen  vollständigen  Durchschnitt  von  9R,. 

In  §  31  hatten  wir  gefunden,  dass  die  (x>^  Strahlen  eines  pknaren 
Gomplexes  den  Punkten  eines  Normalkegels  3.  Ordnung  eines  ebenen 
üfg  eindeutig-umkehrbar  und  stetig  zugeordnet  werden  können.  Ver- 
gleicht man  dieses  Ergebniss  mit  dem  soeben  erhaltenen,  so  gelangt 
man  zu  einer  sehr  merkwürdigen  Folgerung,  deren  Begründung  im 
Einzelnen  wir  übrigens  dem  Leser  überlassen  müssen. 

Die  Strahlen  eines  jeden  planaren  Complexes  (im  ersten  notörlic/ien 
Strahlenccmtinuum)  lassen  sich  eindeutig  umkehrbar  und  durchaus  stetig 
den  im  Complex  enthaltenen  Parallelenbüscheln  des  ersten  Ckmtinmms 
zuordnen.  Die  ztcölfgliedrige  Gruppe  von  radüdrcoüinearen  Vertausdmngen 
der  Strahlen  oder  ParaUelenbüschd  des  Complexes  wird  dadurch  isomorph 
auf  sie  selbst  bezogen. 

Dabei  entsprechen  einander  u.  A.  folgende  Gebilde: 

Der   singulare    Punktstrahl   des 
Complexes. 

Die  00*  Punktstrahlen. 


Die  00^  Punktketten  allgemeiner 
Lage. 


Das  singulare  ParallelenbüscheL 

Das  im  Complex  enthaltene  Netz 
von  Parallelenbüscheln. 

Die  (X)'  Normalennetze  eigentr 
lieber  Strahlen  im  Complex,  auf- 
gefasdt  als  Bänder  von  Parallelen- 
I  büscheln. 


im  planaren  Strahlencomplez. 
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Die  (x>*  Punktketten  durch  den 
singulären  Punktstrahl. 


Die  cx)*  Parallelenbüschel,  die  den 
singulären  Punktstrahl  enthalten. 


Die  oo*  Parallelenbüschel  allge- 
meiner Lage  im  Complex. 


Die  durch  den  singulären  Punkt- 
strahl definirten  <x>^  Bänder  paral- 
leler Parallelenbüschel.  (Gestreifte 
Bündel) 

Die  (x>*  Bänder  paralleler  Pa- 
rallelenbüschel im  Complex  oder 
die  oo^  gestreiften  Parallelenbündel 
des  Complexes. 

Die  cx>'  eigentlichen  Complex- 
strahlen,  aufgefasst  als  Bänder 
von  Parallelenbüscheln. 


Die  besprochene  Beziehung  ist  also  wechselseitig:  Ordnet  man  zwei 
verschiedene  planare  Complexe  einander  zUy  so  entsprechen  den  Strahlen 
des  ersten  Complexes  die  Parallelenbüschel  des  zweiten,  und  den  Parah 
lelenbüscheln  des  ersten  die  Strahlen  des  zweiten  Complexes. 

Einem  eigentlichen  Strahl  und  einem  hindurchgehenden  Parallelen- 
büschel werden  zugeordnet  ein  eigentliches  Parallelenbüschel  und  ein  da- 
rauf gelegener  Sirahl. 

Wegen  des  bewirkten  Isomorphismus  der  beiden  zwölfgliedrigen 
Gruppen  giebt  es  oo^^  Abbildungen  der  bezeichneten  Art.  Eine  von 
ihnen,  die  den  Complex  Xi  =  0,  ^^  =  0  überfuhrt  in  denselben  Com- 
plex Si'=0,  3£i'=0,  findet  ihren  analytischen  Ausdruck  in  den 
Formeln : 


(20) 

—  Si*«,      3£2'3£3'=Ä,*2  =  — Ä3^8» 


Durch  die  erörterte  Abbildimg  werden  einander  femer  u.  A,  zu- 
geordnet : 

Die  oo^  Strahlenketten  im  pla-  \       Die     oo^     planaren    Eettencon- 
naren  Complex.  j  gruenzen  im  Complex. 

Complexcylinder.  \      Complexcglinder. 

Den  Strahlen  und  Parallelenbüscheln  eines  im  Complex  gelegenen 
Bündels  werden  die  Büschel  und  Strahlen  eines  anderen  yermöge  einer 
Berührungstransformation,  nämlich  correlativ,  zugeordnet. 

Study,  Geometrie  der  Dynamen.  27 
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Die  betrachteten  Transformationen  sind  der  Geometrie  im  pkna- 
ren  Complex  eigenthümlich^  und  können  nicht  auf  den  Strahlenraum 
überhaupt  ausgedehnt  werden.  Da  die  Imprimitivitat  der  Parallelen- 
büschel verschieden  ist  von  der  der  Strahlen ,  so  giebt  es  keinen  Iso- 
morphismus der  Gruppen  G^^  oder  G^^  zu  ihnen  selbst^  bei  dem  den 
Strahlen  die  Parallelenbüschel  entsprachen« 

Der  reguläre  quadratische  Strahlencomplex. 

Für  die  Singularitatencongruenz  (ersten  Blattes)  eines  quadrati- 
schen Complexes  (des  zweiten  Blattes)  U^*  +  U^  =«  0  haben  wir  in 
§  31  unter  Nr.  (24)  eine  Parameterdarstellung  angegeben.  Man  kann 
daher  leicht  die  tangirenden  Parallelenbüschel  dieser  von  oo^  Gylindem 
gebildeten  Congruenz  bestimmen.     Sie  haben  die  Coordinaten: 

(21)  a  =  -V,     ^  =  ^'       ^^'''      ^^'^ 

^     ^  '        *i  =  <yi,        *2  =  ^8;        *8  =  — ^s- 

Also  haben  die  oo'  Parallelenbüschel  des  Complexes  selbst  die  Coor- 
dinaten 

m     "-•.',  ,:_or  4-::,  ^.-..: 

Dazu  gehört  das  singulare  Parallelenbüschel  0^  =  6^=^  0,  das 
innerhalb  des  Complexes  durch  dessen  Punktkette  vertreten  wird. 
Durch  Elimination  der  Parameter  0^:0^:  0^  erhält  man  die  Gleichungen 
dieser  Congruenz  von  Parallelenbüscheln: 

(23)         ^1  =  0,      tfifg  — i/i«!Pi  =  0,       7SH^  +  H^^W^  =  0. 

Es  ergiebt  sich  folgende  Gegenüberstellung: 


Singularitatencongruenz  eines  re- 
gulären quadratischen  Complexes. 

Regulärer  quadratischer  Strah- 
lencomplex^  als  Congruenz  von  Pa- 
rallelenbüscheln betrachtet. 


Normalfläche  4.  Ordnung,  die 
auf  einem  Normalkegel  Wt^'  jsweiter 
Art  (S.  416)  liegt. 

Normalfläche  4.  Ordnung,  die 
auf  einem  Normalkegel  äR,  erster 
Art  liegt. 


Der  Inbegriff  der  ParaUelenbüschd  in  einem  regulären  quaebror 
tischen  Complex  ist  Träger  eines  temären  Gdnetes, 

Kettencomplex  und  Strahlenhette. 
Die  eigentlichen  Strahlen  des  Kettencomplexes  Uji  =  0,  mit  Aus- 
schluss der  zum  singulären  Strahl  parallelen,  werden  dargestellt  durch 
die  Formeln 


in  quadratischen  Complexen. 
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(24) 


l^ln'    «'!'*     '    ^I''    '         (^»  =  -.  +  0:0), 


während  das  im  Gomplex  eniJialtene  Parallelenbündel  dai^esteUt  wird 
durch  die  Formeln 


(24a) 


^0  ^2  > 


(V  +  0). 


(25) 


75  =  0, 


(25  b) 


7S  =  0, 


(Ygl.  §  31,  Nr.  9.)    (24)  liefert  eine  Gongmenz  von  Parallelenbfischeln 

!Fj  ^  0  ,     ?•,  =  r, ,     Vj  =       T, , 
zu  denen  als  Grenzlagen  noch  die  <x>^  Büschel 

Hl  =  Tj' ,     i/,  «=  0  ,    Hg  =  0       , 

!Fj  =  o  ,   !Pi  =  t„   g»-,  =  -T, 

ZU  rechnen  sind.  (24  a)  liefert  eine  andere  Congruenz  (ein  Bündel) 
ifj  =  Ifj  =  0.    Die  zu  (25)  reciproke  Congruenz 

(26)  a  =  0,    Äi  =  0 

umfasst  die  00'  Parallelenbüschel,  die  Strahlen  der  zum  Eettencomplex 
reciproken  Kette  3£i  =  0,  3£ii  ==  Sj^  =  SEj,  =  0  enthalten^  und  definirt 
diese  Kette. 

Es  findet  also  beim  Uebergang  vom  regulären  quadratischen  Strah- 
lencomplex  zum  Kettencomplex  ein  Zerfallen  der  zugehörigen  Con- 
gruenz von  Parallelenbüschebi  und  ihres  Bildes  auf  dem  Normalkegel 
3W^  statt.  —  Wir  können  gegenüberstellen: 


Parallelenbündel  im  Ketten- 
plex. 

Congruenz  der  zu  Strahlen  der 
reciproken  Kette  orthogonalen 
ParaUelenbüscheL 


Congruenz  der  Parallelenbüschel^ 
die  Strahlen  einer  Kette  enthalten. 


Ebene  erster  Art  auf  dem  Kegel 

3R4. 

Normalregelfläche  dritter  Ord- 

nungy  deren  Leitlinie  auf  der  ge- 
nannten   Ebene    erster   Art    von 
\m^  liegt. 

Normalregelfläche  dritter  Ord- 
nung^ deren  Leitlinie  auf  einer 
Ebene  zweiter  Art  von  SK^  liegt. 

Die  beiden  letzten^  den  Kettencomplex  und  die  reciproke  Kette 
definirenden  Congruenzen  tragen  also  nicht  temäre  Gebiete. 

Wir  betrachten  nunmehr  als  letztes  und  in  unserem  Zusammen- 
hange wichtigstes  Beispiel  für  die  Darstellung  geometrischer  Figuren 
durch  Parallelenbüschel: 

27* 
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Die  aplanare  Kettencongruene. 

Irgend  eine  aplanare  Eettencongruenz  mit  den  Coordinaten  (Ji^^  sei 
dargestellt  durch  die  Gleichungen  (7)  des  §  30,  die  wir  im  vorigen 
Paragraphen  so  abgekürzt  hatten  [q^j^j  X]  =  0.  Drücken  wir  nun  aus, 
dass  ein  Parallelenbüschel  (i2;  Sj  O)  irgend  einen  Gongruenzstrahl  mit 
den  Coordinaten  di^  =  S^y  X**  entMlt,  (SB|3E)ß  —  (XOS)  =  Ö,  so 
muss  sich  dieses  System  von  drei  linearen  Gleichungen  auf  eine  einzige 
reduciren.  In  der  That  zeigt  eine  kurze  Bechnung,  dass  sich  Yon  der 
linken  Seite  der  angeführten  Gleichung  der  nicht  identisch  verschwin- 
dende Factor  (fß  \  X)  abtrennen  lässt.     So  ergiebt  sich: 

Das  ParaUdenbüschd  (i2;  S,  0)  enthält  einen  Strahl  der  apUmaren 
Kettencongrueng  (g,.^)  unter  der  Bedingung 

(27)  Ä-2;g,,i»,Ä*  =  0. 

Wir  schreiben  hierfür  abkürzend  [q^^,  ß}  =0,  und  können  dann, 
analog  den  Gleichungen  (15)... (18)  des  vorigen  Paragraphen,  im  Gkmzen 
vier  Gleichungen  dieser  Form  bilden: 

(27)     {qu,ü}=0,  (28)     {-?«,»}  =0, 

(29)     {r„,?f}=0,  (30)     {-r«,Ä}=0. 

Die  durch  diese  Gleichungen  ausgedrückten  Beziehungen  lassen 
sich  folgendermassen  in  Worte  fassen: 

Jeder  reguläre  bilineare  Complex  von  Paralldenbiischeln  besteht  aus 
oo^  Büscheln^  die  je  einen  Strahl  einer  aplanaren  Kettencongruene  ent- 
halten, und  ebenso  aus  den  (x>^  Büscheln,  die  zu  je  einem  Strahl  einer 
(der  reciproken)  Kettencongruenz  orthogonal  sind.  Der  reciproke  Complex 
hat  die  umgekehrte  Beziehung  zu  denselben  Congruenzen. 

Durch  discordante  radiale  Collineationen,  und  insbesondere  durch  eine 
völlig  bestimmte  Schiebung,  lassen  sich  die  Gleichungen  reciproker 
regulärer  bilinearer  Complexe  in  die  einfache  Form 

Ä  =  0,     ZS  =  0 

setzen:  Bild  eines  regulären  bilinearen  Complexes  auf  3R4  ist  ein  be- 
liebiger ebener  Schnitt  von  SR^,  der  den  Scheitel  dieses  Kegels  nicht 
enthält,  also  eine  Normalmannigfaltigkeit  ä)!,  (S.  407). 

Deutet  man  die  Coordinaten  g^  einer  apUmaren  Kettencongruem  als 
Cartesische  Coordinaten  in  einem  Baume  JRg,  so  w^den  dadurch  den  00' 
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aplanaren  Kettencongruenzen^  die  je  einen  Strähl  eines  (eigentlichen)  Pa- 
rcMenbiischds  (i$2;  Sy  O)  enthalten,  mgeordnet  die  Punkte  eines  ebenen 
Rjy  dessen  homogene  (ObereähUge)  Coordinaten  diese  sind: 

(31)  -Ä,   0,Äi        (i,*  =  l,2,3). 

Der  Inbegriff  dieser  Bäume  Rf  bildet  eine  Mannigfcdtigkeit  M4,  die 
nach  Erweiterung  durch  den  unendlich  fernen  Rf  des  R^  eindeutig-um- 
iehrbar  abgebildet  werden  kann  auf  einen  Normalkegel  ^^,  und  zwar 
durch  eine  corrdative  Transformation. 

Stellt  man  die  Gleichungen  (27)... (30)  mit  den  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  Formeln,  insbesondere  mit  den  Gleichungen  (15) 
...(18)  zusammen,  so  ergiebt  sich  weiter: 

Ueberdeckt  man  den  Raum  R^  mit  zwei  Blättern  I,  II ,  so  wird 
dadurch  auch  M4  doppelt  überdeckt  und  es  entstellen  zwei  Scharren  von 
00*  Räuinen  iRj,  uRj.  Jeder  dieser  Räume  ist  auf  zwei  verschiedene 
Arten  gestreift:  jRj  z.  B,  kann  beschrieben  werden  von  2  •  00*  ebenen 
Räumen  iR^  und  jR^' .  Die  Figuren  beider  Blätter  lassen  sich  femer 
paaren  durch  die  involutorische  Collineation 

(32)  r«  +  2^,  =  0 

oder 

(33)  ?f  +  Ä-0,    if,=  «„     %^S,. 

Gepaarte  Räume:  jRj,  uRj  werden  dadurch  redproken  Parallelen- 
büscheln (Ä;  S9  ^),  (ö*;  Hf  ^)  zugeordnet;  und  gleichzeitig  werden  die 
auf  iRj  und  jjRj  gelegenen  Schaaren  von  (x>*  spedeUen  Mannigfaltigkeiten 
in  folgender  Weise  zugeordnet  den  eigenÜiehen  Strahlen  3E,  U,  die  die 
redproken  Büschel  erfüllen: 

(34)  [X;  /iJe,  iiRel]    [U;  //i?6,  /B/]. 

Unterunrft  man  die  beiden  Blätter  I,  II  gepaarten  (discordanten) 
Transformationen  der  Gruppe  ©17 ,  so  werden  die  genannten  Beziehungen 
nicht  zerstört  Gldchzdtig  entstehen  durch  Einführung  der  Parallelenbüscliel 
als  RatMnelemente  die  discordanten  Transformationen  der  Gruppe  Gy^. 

Diese  Sätze  enthalten  die  im  vorigen  Paragraphen  in  Aussicht 
genommene  Ergänzung  zu  den  dort  begründeten  Beziehungen.  Es  ist 
namentlich  nunmehr  deutlich  geworden,  dass  neben  den  Strahlen  X,  U 
auch  die  Parallelenbüschel  der  radial-projectiven  Geometrie  aufgefasst 
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werden  können  als  Analoga  jsu  den  Ebenen  der  Euklidischen  Geometrie, 
die  den  absoltUen  Kegelschnitt  berühren. 

Zugleich  aber  können  wir  nunmehr  noch  einen  tieferen  EitMick  in 
das  Wesen  der  besprochenen  Änalogieen  selbst  gewinnen.  Es  beruht 
das  darauf,  dass  wir  jetzt  bei  der  Abbildung  auf  Punkte  des  Raumes 
22g  die  aplanaren  Eettencongruenzen  durch  reguläre  bilineare  Complexe 
von  Parallelenbüscheln  ersetzen  können,  diese  aber  mit  den  singu- 
lären  zusammen  ein  abgeschlossenes  Continuum  bilden,  das  von  dem 
projectiven  Punktcontinuum  in  jRg  nicht  wesentlich  verschieden  ist 
Die  analytischen  durchaus-eindeutigen  und  stetigen  Transformationen 
in  diesem  Continuum  bilden  die  allgemeine  projective  Gruppe  @^  in 
i2g.  Verlangt  man,  dass  der  Inbegriff  der  singulären  bilinearen  Com- 
plexe  in  Buhe  bleiben  soll,  so  reducirt  sich  diese  Gruppe  auf  die  @.« 
aUer  af&nen  Transformationen  im  iZg.  Unter  den  genannten  speciellen 
Gomplexen  befinden  sich  nun  insbesondere  cx>^,  zerfallende,  die  den 
oo'  Linienelementen  im  Feld  aller  Punktstrahlen  eindeutig  zugeordnet 
sind.  Sollen  auch  diese  nur  unter  einander  vertauscht  werden,  so 
reducirt  sich  die  Gruppe  ©7,  weiter  auf  die  erörterte  Gruppe  ©17. 

Das  Continuum  der  oc^  genannten  ganz  speciellen  Complexe  kann 
daher  angesehen  werden  als  ein  Ämüogon  zum  Continuum  der  00^ 
Punkte  des  absoluten  Kegelschnittes  in  der  Euklidischen  Geometrie^  so- 
fern nämlich,  wie  hier  überall,  die  Gruppe  der  Aehnlichkeitstransfor- 
mationen  (oder  Bewegungen)  als  prcjective  Gruppe  aufgefasst  wird. 

Ein  ebener  Rj  in  R^,  der  Bild  eines  eigentlichen  Parallelenbüschels 
ist,  schneidet  die  im  unendlich  Femen  gelegene  Normalmannigfaltig- 
keit M3  (S.  407),  deren  Punkte  die  Bilder  der  genannten  speciellen 
Complexe  sind,  in  zwei  Normalregelflächen  3.  Ordnung,  deren  jede  die 
Leitlinie  der  anderen  enthält  (Vgl.  S.  337).  Der  Rj  berührt  also  die 
M3  längs  zwei  einander  schneidender  gerader  Linien  (deren  durch  jeden 
Punkt  von  M,  ein  Paar  bestimmt  ist);  und  zwar  ist  die  Lf^^e  des  JB, 
gegen  M3  hierdurch  charakterisirt. 

Ferner  enthält  irgend  einer  der  besonderen  ebenen  R^  oder  jR^' 
im  betrachteten  jß^,  die  Bilder  eigentlicher  Strahlen  sind,  eine  der 
beiden  genannten  Normalregelflächen  3.  0.  (deren  es  2  •  cx>'  verschie- 
dene auf  M3  giebt)  ganz.  Die  andere  Flache  durchdringt  er  in  ihrer 
eigenen  Leitlinie,  und  er  berührt  sie  in  der  Leitlinie  der  ersten  Fläche. 
Also  auch  ein  solcher  ebener  Raum  R^  oder  R^'  hat  eine  ganz  spe- 
cielle  Lage  gegen  die  M3,  die  als  eine  Berührung  von  besonderer  Art 
zu  bezeichnen  ist,  und  übrigens  ebenso  charakteristisch  ist  f&r  die 
2  •  cx>^  Räume  R^,  R^\  wie  die  zuerst  besprochene  Lagenbeziehung  für 
die  cx>^  Räume  Rj, 
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Eine  Begründung  dieser  Behauptungen,  die  wir  dem  Leser  über- 
lassen müssen,  lasst  sich  erbringen,  wenn  man  die  M,  in. folgender 
Weise  durch  2  . 3  homogene  Parameter  darstellt: 

(35)  2-0,    g„  =  a,-^,     {(«|^)  =  0}.- 

Offenbar  hcU  man  in  dm  cmgeführten  Sätzen  verschiedene  Analoga 
zu  der  Aussage:  y^Eine  Ebene,  die  hei  den  Aehfdichkeitstransformationen 
nur  cx>^  verschiedene  Lagen  einnimmt,  berührt  den  absoluten  Kegel- 
schnitt.'' 

In  der  Theorie  der  affinen  Transformationen  liegt  es  ebenfalls  nahe, 
Parallelenbüschel  als  Baumelemente  einzuführen.  Es  hat  Interesse,  diese 
Figuren  mit  den  im  Texte  ebenso  benannten  Figuren  der  radial-projectiven 
Geometrie  zu  vergleichen. 

Schneiden  sich  eine  eigentliche  Gerade  X  und  eine  uneigentliche  Gerade 
'S,',  so  kann  man  aus  deren  Plücker'schen  Coordinaten  sieben  durch  die 
Belation 

(36)  9i5i  +  92 12  +  ^sS«  =  0 

verbundene  und  in  zwei   homogene  Systeme  q>^  und  $j^  gegliederte  Grössen 
ableiten  imd  als  Coordinaten  des  zugehörigen  Parallelenbüschels  betrachten: 


9o  =  — 


3^M     ^1     ^1 

*W      *81      *12 


§1  *01  >       9l  *28  » 

(37)  g,  =  X02  >      92  =  3^81 , 

l8  =  3Eo3.    9«  =  3Ei;,     '"  II  ^»^    *o«    ^» 

Lässt  man  auch  das  zunächst  ausgeschlossene  gleichzeitige  Verschwin- 
den von  9i,  9>29  98  ^^9  ^^  entsteht  ein  abgeschlossenes  Continuum  von  00^ 
„eigentlichen^^  imd  00'  „uneigentHchen''  Parallelenbüscheln:  Die  Grössen 
0,  ^i,  $29  $8  ^^^  ^^^  homogenen  Coordinaten  des  Scheitels,  die  Grössen 
9o9  9i9  92  9  98  ^®  homogenen  Coordinaten  der  Ebene  des  Büschels. 

Deutet  man  die  Producte  g>^^^  als  homogene  Punktcoordinaten,  so  wird 
das  hiermit  erklärte  vierdimensionale  algebraische  Gebilde  eindeutig-umkehr- 
bar abgebildet  auf  einem  Punktraum  M^  mit  projectiver  Gruppe  g^^ .  Diese 
Mannigfaltigkeit  M^  hat  verwickeitere  algebraische  Eigenschaften  als  der 
Kegel  9R4  des  Textes.  (M^  verläuft  in  einem  Baum  von  zehn  Dimensionen 
und  hat  die  Ordnung  zehn*),  M^  wird  von  00^  Geraden  R^  und  von  00' 
Ebenen  B^  beschrieben,  enthält  aber  ausserdem  noch  eine  mcht  zu  diesen 
gehörige  Ebene,  u.  s.  w.) 

Zwischen  den  Pimkten  von  M^  und  denen  von  SD^^,  oder  also  zwischen 
beiden  Arten  von  „Parallelenbüschelu^^  besteht  eine  Zuordnung,  die  gegen- 
seitig-eindeutig  ist,  so  la/nge  (||$)  und  {S\S)  nicht  verschwinden,  und  auch 
die  Orössen  tp^,  q>^,  g>^  sowie  O^,  O^,  O^  nicht  gleichzeitig  den  Werth  NM 
haben:  Schliesst  man  diese  singulären  SteUen  der  Abbildung  entsprechenden 

*)  Diese  Zahl  hat  der  Verfasser  nur  mit  Hülfe  des  „Princips  von  der  Erhal- 
tung der  Anzahl**  bestimmt.  Sie  ist  also  bis  auf  Weiteres  hypothetischer  Natur 
(vgl.  S.  878). 
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Fälle  aus,  so  kann  die  Zuordnung  zwischen  den  Coordinaten  einander  über- 
deckender (oder  identischer)  Parallelenbüschel  beider  Arten  durch  das  eine 
oder  andeire  der  beiden  Gleichungssysteme  ausgedrückt  werden: 

(38)  Ä  =  — (||S)-9»o»     Si  =  lA,     <Pi  =  l29«  — &92»     u.  s.  w. 

(39)  g>o  =  '^»     9>i  =  S8a>3  — Sia>2  u.  8.  f.,  5jt  =  S4.  — 

Auf  verschiedene  sich  hier  anschliessende  Probleme  —  Betrachtungen 
über  andere  (endliche  oder  unendliche)  Gruppen,  als  deren  Baumelement 
das  Paralielenbüschel  aufgefasst  werden  kann  —  können  wir,  da  sie  unse- 
rem sonstigen  Stoff  zu  ferne  liegen,  leider  gar  nicht  eingehen. 


§35. 

Veraohiedenartige  Brgftnunngeii. 

Bei  den  Ueberlegongen  der  §§  33  und  34  haben  wir  mit  Absicht 
den  Rechnungsapparat  möglichst  eingeschränkt,  um  die  begrifflichen 
Beziehungen  desto  reiner  hervortreten  zu  lassen.  Es  würde  aber  doch 
eine  fühlbare  Lücke  bleiben,  wollten  wir  die  Gleichungen  der  Gruppen 
®i7  7  §17  (oder  @i'j ,  $17),  von  denen  die  Rede  war,  nicht  wirklich 
aufstellen.    Wir  nehmen  daher  nunmehr  eine  Ergänzung  dieser  Art  vor. 

Darstellung  der  radialen  Collineationen  in  Coordinaten 
von  Parallelenhüscheln  und  von  aplanaren  Kettencongruensen. 

Um  zu  sehen,  wie  sich  die  Coordinaten  eines  Parallelenbüschels 
(Ä;  jS,  0)  oder  (U;  H,  W)  bei  irgend  einer  radialen  Collineation  ver- 
halten, ist  es  zweckmässig,  die  bisher  benutzten  expliciten  und  daher 
umsiSndlichen  Formeln  durch  concisere  zu  ersetzen. 

Deuten  wir  vorübergehend  durch  einen  den  Symbolen  S  und  U 
beigesetzten  Stern  an,  dass  in  den  zu  bildenden  Ausdrücken  die  Indices 
Ol,  02,  03  ersetzt  werden  sollen  durch  23,  31,  12,  und  setzen  wir 
fest,  dass  die  symbolischen  Producte  ^t-ST^  =  W^*'  =  ...  die  Bedeu- 
tung a^  und  die  Producte  D^  %^  =  D/  21/  =  •  •  •  die  Bedeutung  a^^ 
(S.  237,  Nr.  5)  haben  sollen,  so  lassen  sich  mit  Hülfe  von  willkür- 
lichen Grössen  S8,-,  ^^  die  Gleichungen  der  radialen  Collineationen  in 
Coordinaten  erster  Art  so  zusammenfassen: 


I. 


I 


II. 


(1) 

($B|X')  =  («|^)(a|X), 

(U'|?))  =  l(^r?))(««'U), 

(U' I  ?))  =  (^£i'g)KSi«'ii) +  *•*(**'?))  («a'U*) . 
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Die  Zeichen  I^  II  bedeuten  die  beiden  Schichten  des  irregu^ren 
Strahlencontinuams,  so  dass  die  Formeln  I  nnd  II  contragredient  sind; 

(2)  V  =  i(^^'r)(2t8l'r')  =  |«„| 

ist  als  von  Null  verschieden  auzanehmen.  —  Aus  (1)  erhält  man  ohne 
Mühe  die  entsprechenden  Transformationsgleichungen  der  Strahlencooiv 
dinaten  zweiter  Art;  sie  lauten  fflr  beide  Blätter  des  ersten  natür- 
lichen Strahlencontinuums: 


I. 


(3a) 

(3j|X')  =  (»l^)(ai3e), 

(ri9)  =  (*0'D)(«13e)(ri3E)  +  i-i(*r2))(a«'2), 
(U'|D)=i(?^'2))(3iru), 
n.  {  (SB  I  u')  —  (« !  ^)  (^'?"D"')(««'U)  («"«'"U)  + 

+  *-V-(S|?)(?l|U). 

Wir  fOhren  jetzt  zunächst  den  Uebergang  zu  Parallolbüschel- 
coordinaten  mit  Hfilfe  Ton  deren  Definitionsgleichungen  §  34  Nr.  (5) 
aus.  Bei  der  anzustellenden  Rechnung  berücksichtige  man  die  leicht 
abzuleitende  Gongruenz 

(«l3)(^^'£i")(«'8l"aB)  =  — l(«"l3)(^^'Cl")(St«'2B)  mod.  (33313). 

Man  kommt  dann  zunächst  zu  den  Formeln 

I  (SB|Ä')=(«I*)(«|Ä),   (*'ID)=*-i(^r2l)(««'*), 
^\  a'=Ä«.vß  +  *-(«|Ä)(?^'D") («'«"*), 

(«'  1 21)  =  HWW  (a«'^),  (« 1 9^')  =  *  •  V  •  (SB  I  ^)  (« I  y) , 

?f '  =  jfc« .  V»  •  »  —  Ä •  V •  (« I  ?F)  (^^'D")  («' r'H) , 


n. 


die  sich  nach  dem  über  die  Homogeneität  der  Parallelbüschelcoordinaten 
Gesagten  in  die  einfachere  Form 

(4a) 

j  I  (« I ÄO  =  (» I  ?)  (« I S),  (*'  I  g))  =  i {^'W  (««'*), 

■  1  ß'  =  *  •  V  •  Ä  +  (« I Ä)  (^^'D")  («'«"0»), 

„  I  (i^'l9)  =  i(**'2l)(«a'H),  (SBm==(»l*)(«l^), 

^-  \  ?f'— *.V  •??  —  (« |!P)(5ß?'B")(«'?l"H) 

bringen  lassen. 

Führen  wir  schliesslich  noch  eine  neue  Bezeichnung  ein  vermöge  ' 
der  simultan  auszuführenden  Substitutionen 
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(5) 


V .  (SB  I  m)  (6 1 3)  =  (Sl  1 3)  (^^'D'O  («'«"»)  mod.  (SB  i  3) , 


I. 


n. 


I. 


IL 


(3B|D)(«|3)  =  -(2B|^)(8l|m)(e|3)mod.(SB|^)(«|3), 

so  nehmen  die  Gleichungen  (3  a)  und  (4  a)  die  mit  ihnen  äquivalenten 
Formen  an: 

(3b) 

(Sß|X')  =  (»!¥)  («IX), 

(rigl)  =  (¥rS)(«|9i)(«13£)(ß:|X)+Ä.i(^¥'?))(«ri), 

(U'|?))  =  i(?¥'2))(2l«'U), 

i^\U') — v.(asi^)(«eu)(U|3i)  +  A-v.(Sj|¥)(«|U); 

(4  b) 

(»IÄO  =  (»l*)(«|Ä),  (*l?))  =  i(^r?))(arcp), 

(HM?))  =  i(**'g))(«a'H),   (S3|^)  =  (»i¥)(a|5'), 
?y'  =  v.  {Ä.  ?y  — (H|?ft)(e|!F)} . 

Die  Gleichungen  (3  a)  oder  (3  b)  stellen  also  die  radialen  CoUinea' 
tionen  in  Strahlencoordinaten  zweiter  Art  dar.  Dieselben  GoUineaäonefi 
werden  durch  die  Formdn  (4  a)  oder  (4  b)  in  ParalMbüschelcoordinaten 
aiisgedrückt. 

Die  in  den  Formeln  (a)  auftretende  bilineare  Form  (SB  |  D)  (Ä 1 3) 
ist  bestimmt  bis  auf  ein  willkürliches  Vielfaches  von  (S  |  ^)  (?l  j  3)) 
ebenso  die  in  (b)  auftretende  Form  (äB  1 9%)  (6 1 3)  bestimmt  bis  auf 
ein  Vielfaches  von  (SB  1 3)-  ^^^  Zusammenhang  zwischen  den  Para- 
metern cia  =  ^i^k}  "<*  =  ^»®*  ^^^  Gleichungen  (a)  und  den  Para- 
metern a^j^  =  ^jSTjfc,  c^;t  =  9i|Sjfc  der  Gleichungen  (b)  ist  gegeben  durch 
die  Gongruenzen  (5). 

Um  zu  sehen,  wie  die  aplanaren  Kettencongruenzen  ersten  und 
zweiten  Blattes  von  den  discordanten  radialen  Collineationen  unter 
einander  vertauscht  werden,  mögen  wir  etwa  eine  solche  Congruenz 
zunächst  als  einen  bilinearen  Complex  von  Parallelenbüscheln  auffassen. 
Diese  Complexe  können  wir  uns  aus  den  Gomplexen  ü  =  0,  ö*  =  0  durch 
duale  Schiebungen  entstanden  denken;  wir  wollen  daher  ihre  Glei- 
chungen so  bezeichnen: 


(6) 


(I)  ß-(*|3i)((5|Ä)  =0 

(II)  ??  +  (ff|i)(l|!P)  =0 


{(S|?R)  =  0!, 
{((5|^)  =  0}. 


Wir  führen  also  für  die  Goordinaten  q^^  imd  r^^  der  Kettencon- 
gruenzen ersten  und  zweiten  Blattes  die  symbolischen  Beziehungen  ein 


a) 


(I) 
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Qik  =  %^ky       ^ik  =  —  ^Mk' 

(Vgl.  §  34,  Nr.  27,  29.)  Die  bilinearen  Gomplexe  (6)  und  die  zugehö- 
rigen Kettencongruenzen  werden  dann  reciprok,  wenn  identisch 

(7)  (2B|^)(e|3)=(a3|i)(S|3). 

Durch  Ausführung  discordanter  radialer  Gollineationen  müssen  die 
Gleichungen  (6)  in  solche  von  gleicher  Form  übergehen.  Daraus 
ergeben  sich  die  gesuchten  Transformationsformeln,  die  bei  der  hier 
gewählten  Bezeichnung  nothwendig  übereinstimmend  ausfallen  für  beide 
Arten  von  bilinearen  Formen  in  den  Ausdrücken  (6): 

V .  (833 1 91')  (6'  1 3)  =  Ä  •  i(a  1 9i)  ((£«'«")  (SB  |  ^)  (^'^"3)  + 
+  (««'«")  (SB  I  ^)  (^'D"3)  -  i  (««'«")  iW^")  •  (3B 1 3) , 

(8b) 

V .  (SB  1 310  (6'  1 3)  =  ft  •  1  (31 1 8i)  (6«'3l")  (SB  |  qj)  (WTS)  + 
+  i  (« 1 3t)  ((£3l'3l")  (3B  i  m  (^'  ^"3) . 

Diese  Gleichungen  tmd  die  gleichlautenden  TransformcUionsfarmdn 

(II)  für  die  bilinea/ren  Formen  (28  |  SR)  (S 1 3)  steilen  also  die  radialen 
CöUineationen  in  Coordinaten  aplanarer  Kettencongruenzen  dar. 

Dass  man  die  Gruppe  ©^^  yor  sich  hat,  die  durch  den  bezeichne- 
ten Erweiterungsprocess  aus  der  Adjungirten  der  allgemeinen  projec- 
tiven  Gruppe  einer  Ebene  entsteht,  setzen  die  Gleichungen  (8)  un- 
mittelbar in  Evidenz. 

Das  letzte  Glied  in  (8)  ist  eine  (übrigens  beliebige)  temäre  Nor- 
malform, deren  Goefficienten  ebenfalls  an  Stelle  der  Parameter  a^^  ein- 
geführt werden  können. 

Aus  den  angeführten  Gleichungen  entstehen  die  der  radialen  Cor- 
rdalioneny  wenn  man  die  absolute  Oorrelation  hinzufügt,  die  alle  Figu- 
ren in  Ruhe  lässt,  und  lediglich  beide  Blätter  /,  II  vertauscht, 

(9)        X  =  U;    Ä  =  ??,  Ä  =  If,  «=5^;    %(k ^i^*- 

Femer  werden  aus  den  Transformationen  (4)  und  (8)  der  Gruppe 
®i7  (oder  ©17)  die  der  Gruppe  ©i^,  ^^^  (oder  ©^7,  §^7)  erhalten, 
wenn  man  die  involutorische  Transformation  hinzufügt,  die  reciproke 
aplanare  Kettencongruenzen  und  Parallelenbüschel  mit  einander  ver- 
tauscht: 

(10)        Ä  +  ?j=-o,  Ä— ?p;  H=«;  S,e,  =  S,S,. 
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Die  Transformationen  (8)  sind,  wie  gesagt^  analog  zu  den  Aehn- 
lichkeitstransformationen  im  Euklidischen  Räume,  wenn  man  als  deren 
Objecte,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  die  Punkte  betrachtet.  Die  Pa- 
rameterdarstellung der  Gruppe  (S^q,  die  man  erhält ,  wenn  man  in  den 
Formeln  (8a)  Ä  =  l  und  ^(%^'W){^^'£l'')  =  0  setzt  (vgl.  S.  240, 
Nr.  12),  ist  das  Analogen  zu  der  in  §  21  abgehandelten  Parameterdar- 
stellung der  Euklidischen  Bewegungen.  Auch  die  Formeln  für  die 
Zusammensetzung  der  Parameter  mehrerer  nach  einander  ausgeführter 
Transformationen  haben  eine  analoge  einfache  Structur.  Diese  Ope- 
ration kann  mit  Hülfe  eines  Systems  complexer  Grössen  erfolgen^  die 
man  etwa  als  ,^6inonionen^'  würde  bezeichnen  können.  In  Strahlen- 
coordinaten  erster  Art  können  die  dtuilen  Collineationen  natürlich 
dargestellt  werden  durch  Gleichungen  des  einfachen  Typus 

(11)        (7X')  =  (-4X)(FP),    iü'Y)=^^{ÄA'ü)iPP'Y). 

Die  Gesammtheit  der  natürlichen  Continua  von 

Parallelenbüscheln. 

Von  zahlreichen  Anwendungen  der  soeben  entwickelten  Formeln 
führen  wir  nur  eine  einzige  an. 

Die  Gleichungen  (4)  zeigen^  dass  die  im  vorigen  Par^raphen  ge- 
fundenen linearen  Systeme  (der  Stufen  Ni,ni,n)  S.  409)  von  Parallel- 
büschelcomplexen  die  einzigen  gegenüber  Transformationen  von  G^ 
invaria/nten  linearen  Systeme  sind.  Hieraus  aber  schliesst  man  ohne 
Mühe  (vgl.  S.  278): 

Jedem  System  von  drei  ga/neen  Zahlen  l,  m,  n  (Z>0,  w^O,  »>0) 
entspricht  eine  (von  projectiven  Umformungen  abgesehen)  eingige  Lösung 
der  Aufgabe:  Eine  Punktfnannigfaltiglceit  9R^  zu  finden,  deren  Punkte 
allgemeiner  Lage  derart  den  oo^  eigentlichen  ParaUelenbüschdn  zugeordnä 
sind,  dass  durch  diese  ÄhbUdung  die  dualen  (und  da/nn  auch  die  radialen) 
CoUineaUonen  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden. 

Jede  solche  Punktmannigfaltigkeit  ist,  wie  sich  einsehen  lässt, 
rational  und  im  Allgemeinen  eindeutig -umkehrbar  auf  die  cx)^  Paral> 
lelenbüschel  bezogen.  Betrachtet  man  aber  die  genannten  Mannigfal- 
keiten  in  ihrer  ganzen  Erstreckung,  so  treten  singulare  Stellen  dieser 
Abbildungen  auf:  Man  erkennt^  dass  es  vier  verschiedene  Familien  von 
Mannigfaltigkeiten  äR^  giebt,  deren  jede  sich  in  dieser  Hinsicht  anders 
verhält^  deren  Individuen  aber  sich  gleichartig  verhalten  (vgl.  die  ganz 
analogen  Betrachtungen  S.  278.. .279).    Wir  drücken  dies  so  aus: 
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Es  giebt  vier  (in  Bezug  auf  die  Gruppe  O^^  oder  G^^  natürliche 
ConHnua  von  ParaUdenbüschdn, 

Die  zugehörigen  Mannigfaltigkeiten  SD^^  unterscheiden  sich  wie  folgt: 
A,  m^^O,    n  =  0,  Bj.  m  >  0,    n  =  0, 

C.  w>0,    n>0,  B^,  m  =  Oy    w  >  0. 

Das  erste  A  dieser  Gontinua  ist  das  von  uns  bereits  betrachtete. 
Es  wird  am  einfachsten  repräsentirt  durch  den  der  Annahme  1=1 
entsprechenden  Normalkegel  eines  Gebietes  neunter  Stufe.  Zu  den 
eigentlichen  Parallelenbüscheln  tritt  ein  einziges  ^^uneigentliches'^  oder 
singuläres  Büschel.  Im  Gontinuum  B^  werden  die  eigentlichen  Paral- 
lelenbüschel ergänzt  durch  oo^  ^^uneigentliche  Büschel''^  nämlich  durch 
die  cx>*  Punktketten  (gleichen  Blattes)^  deren  jedes  einem  bestimmten 
Parallelen&ündeJ  angehört.  Im  Gontinuum  B^  werden  sie  ergänzt  oder 
können  sie  ergänzt  werden  durch  die  <x>^  Punktstrahlen  (gleichen 
Blattes),  deren  jeder  in  einem  bestimmten  Netz  von  ParaUelenbüscheln 
enthalten  ist.  Das  Gontinuum  C  endlich  entsteht^  wenn  man  zu  den 
<x>^  eigentlichen  ParaUelenbüscheln ,  die  man  sich  zu  oo^  parallelen 
Bändern  geordnet  denken  mag^  die  cx>^  örenzstrahlen^  oder  die  Linien- 
elemente der  unendlich  fernen  Ebene  (immer  im  selben  Blatt)  hin- 
zufügt.   (Vgl.  S.  267  u.  ff.) 

Bei  Yertauschung  reciproker  Parallelenbüschel  (Nr.  10)  bleiben 
die  Gontinua  A  und  C  in  Ruhe,  B^  und  B^  werden  in  einander  über- 
geführt Die  durch  die  Mannigfaltigkeiten  äJl^  definirten  projectiven 
Gruppen  sind  in  den  Fällen  B^  und  B^  continuirlich  und  isomorph  zu 
&y^j  in  den  Fällen  A  und  C  gemischt,  imd  isomorph  zu  (®i7,  $17). 

Durch  Einführung  neuer  überzähliger  Goordinaten  (nämlich  von 
Produeten  S^-  S^  an  Stelle  von  S^  u.  s.  w.)  gelingt  es,  alle  vier  Gon- 
tinua erschöpfend  darzustellen  und  die  in  ihnen  enthaltenen  alge- 
braischen Gomplexe  auf  einfache  Weise  durch  Gleichungen  auszu- 
drücken*). 

Die  absolute  Strahlencongruenz  als  Band  von 

Parallelenbüscheln. 

Die  Parallelenbüschel  in  dieser  Congruenz  werden  dargestellt  durch 
die  zu  (0 1  ^)  =3  0  iiinzutretenden  Gleichungen 

(12)  a  =  o,  (Ä|Ä)  =  o,   («|«)  =  o, 


*)  Ganz  analoge  Betrachtungen  findet  man  durchgeführt   Leipz.  Ber.  1901, 
S.  363—870. 
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oder  etwa  durch  die  beiden  ersten  von  diesen  Gleichungen  zusammen 
mit  der  Forderung^  dass  die  Matrix 

^S'  ^S^  ^B^ 

Ai    Ag    As 

*i   *a   *8 

verschwinden  soll.  Die  absolute  Gongruenz  und  jede  zu  ihr  radial- 
projectiye  conische  Gongruenz  (also  jede  conische  Congruenz  des  auf 
S.  293  bezeichneten  von  10  Parametern  abhängigen  allgemeinen  Typus) 
enthalt  also  nur  eigentliche  Parallelenbüschel. 

Den  öleichungen  (12)  lässt  sich  der  auch  auf  andere  Weise  un- 
schwer zu  begründende  Satz  entnehmen: 

Die  absolute  SiraMencongntene  ist,  als  Ba/nd  von  ParaüdenMsehdn 
betracJUet,  partieUer  Durchschnitt  hüinearer  Complexe  von  Paraüden- 
büscheln,  Sie  ist  nämlich  Basis  eines  linearen  Systems  vierter  Stufe, 
das  von  aUen  solchen  Complexen  gdnMet  wird,  die  ssu  sich  sdbst  reci^ 
prok  sind. 

In  diesem  Band  von  cx>^  Parallelenbüscheln  durchdringen  sich  also 
insbesondere  die  cx>^  regulären  bilinearen  Gomplexe^  die  Strahlenbündel 
zu  ümhüllungsgebilden  haben  (S.  413). 

Femer  natürlich  auch  alle  oo^  Gongruenzen  yon  Parallenbüscheln, 
die  Durchschnitte  solcher  bilinearer  Gomplexe  sind^  und  die,  als  Oerter 
von  Strahlen  aufgeüasst^  im  reellen  Grebiete  identisch  sind  mit  den 
Secantencomplexen  eigentlicher  Strahlen  (oder  gerader  Linien). 

Bild  des  Bandes  auf  dem  Normalkegel  ^^  ist  eine  rationale  (sog. 
Normal-)Gurve  4.  0.  eines  Gebietes  5.  Stufe^  eine  von  cx>^^  gegenüber 
Transformationen  von  (©17,  §17)  äquivalenten  Curven*). 

Synektische  Congruenzen  als  Bänder  von  Parallelenbüscheln. 

Eine  nahe  liegende  Frage  wird  beantwortet  durch  den  folgenden 
unschwer  zu  beweisenden  Satz: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  daßir^  dass  ein  anor- 
hfiisches  Band  von  ParaUdenMscheln,  als  Ort  von  Strahlen  betrachtet^ 


*)  Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  noch  erwähnen,  dass  die  Theorie  der 
absoluten  Gongruenz  zu  einem  System  von  Strahlencoordinaten  föhrt,  die  den  in 
der  Flächentheorie  benutzten  sogenannten  symmetrischen  Coordinaten  der  Punkte 
einer  Kugel  verwandt,  für  manche  Anwendungen  von  grosser  Bedeutung  sind. 
Hier  können  sie  indessen  bei  Seite  gelassen  werden.  —  Der  folgende  Absatz  kami 
unbeschadet  des  Zusammenhangs  überschlagen  werden. 
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eine  syndcHsche  Congruenz  ist,  besteht  darin,  dass  die  PunktskaMen  der 
oo^  ParaUelenbüschel ,  mit  den  absoluten  Polaren  der  PwnktstraMen  der  <x>^ 
reciproken  Büschel  0u  Liniendementen  fsusammengefassty  einen  Verein 
bilden,  der  nicht  gerade  ist,  d,  h.  nicht  aus  den  lAnienelementen  einer 
Punkäcette  (eines  uneigenüichen  Stahls)  besteht 

Dieser  Satz  hat  in  unserem  Zusammenhange  deshalb  ein  gewisses 
Interesse,  weil  sich  daraus  einige  bemerkenswerthe  Eigenschaften  der 
von  uns  betrachteten  speciellen  Gomplexe  ergeben: 

Die  Paa'aUdenbiischd  irgend  einer  synekHschen  CongruenZy  die  in 
einem  plcmaren  Complex  liegt,  enthaUen  sämmtlich  den  singulären  PunM- 
strahl  des  Complexes,  Jede  solche  Congruenz  ist  also  eine,  übrigens  be- 
liärige,  cylindrische  Congruene  im  Complex  (im  besonderen  Faüe  ein 
Normcdennetz). 

Der  reguläre  quadraMsche  Strahlencomplex  enthält  Jceine  anderen 
sgnektischen  Congruemen ,  als  die  oo^  ihm  an  gehörigen  cylindrischen 
Kettencongruenzen. 

Die  einzigen  synekUschen  Congruenzen  im  KeUencomplex  sind  die 
(x>^  Normalennetze  der  Strahlen  der  reciproken  Kette. 

Die  diesen  Sätzen  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  lassen  übrigens 
noch  allgemeinere  Anwendungen  zu. 

Involutorische  radiale  Projectivitäten. 

Mehrere  der  von  uns  betrachteten  Figuren  stehen  mit  involuto- 
rischen  radialen  Projectivitäten  im  Zusammenhang.  Wir  werfen  daher 
einen  Blick  auf  diese  auch  sollst  wichtige  Glasse  von  Transformationen. 
Ihre  erschöpfende  Bestimmung  bietet  gar  keine  Schwierigkeit:  Wir 
geben  daher  nur  ganz  kurz  solche  Beziehungen  an,  die  hier  einiges 
Interesse  haben. 

Involutorische  duale  Collineationen  giebt  es  oo\  Jede  lässt 
im  ersten  (wie  im  zweiten)  Blatt  des  Strahlenraumes  einen  eigentlichen 
Strahl^  und  alle  Strahlen  des  Normalennetzes  eines  eigentlichen  Strahls 
in  Buhe,  der  den  ersten  nicht  rechtwinklig  kreuzt  oder  schneidet;  jede 
ist  durch  diese  beiden  Figuren^  also  durch  einen  eigentlichen  Strahl 
des  ersten  Blattes  und  einen  eigentlichen  Strahl  des  zweiten  Blattes 
YoUkommen  bestimmt.  Sie  ist;  wie  man  sagen  kann,  dudlrperspectiv. 
Beide  Sti*ahlen  können  durch  discordante  radiale  Collineationen  zum 
Zusammenfallen  gebracht  werden:    Jede  involutorische  duale  GoUinea- 
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tion  ist  innerhalb  G^^  gleichberechtigt  mit  der  Spiegelung  an  einem 
Strahl,  oder  mit  einer  Umwendong. 

Die  inyolntorischen  dualen  Collineationen  interessiren  uns  hier 
höchstens  insofern,  als  alle  dualen  Collineationen  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzt werden  können.  — 

Es  giebt  zwei  verschiedene  Schaa/ren  von  je  cxfi  involutorischen  dwden 
AnticöUineationen  (,yAntinvolutionen^% 

Eine  solche  kann  nämlich  alle  Punktstrahlen  einzeln  in  Ruhe 
lassen;  sie  ist  dann  eine  der  bereits  betrachteten  Spiegelungen  an 
aplanaren  Kettencongruenzen.  Als  einfachster  Typus  dient  die  Spiege- 
lung  an  einem  reellen  Punkt.  Die  Transformationen  der  zweiten  Schaar 
vertauschen  die  Punktstrahlen  selbst  inyolutorisch.  Die  Spiegelung  an 
einer  reellen  Ebene,  betrachtet  als  Zuordnung  zwischen  Strahlen  d^- 
s^>en  Blattes,  ist  eine  solche  duale  Anticollineation,  und  jede  involu- 
torische Transformation  der  zweiten  Schaar  ist  zu  dieser  besonderen 
dual-collinear  (mit  ihr  innerhalb  G^^  gleichberechtigt). 

Jeäe  involutorische  Anticollineation,  die  die  PunktstraJden  invöhUo- 
tisch  paart,  lässt  in  beiden  BläMem  aUe  Strahlen  zweier  reciproker  pkh 
na/trer  Kettencongruenzen,  und  aUe  Strahlen  der  sie  begleitenden  Paralle- 
lenbündel einzdn  in  Ruhe.  Umgekehrt  bestimmt  jede  solche  Figur  eine 
Schaar  von  cx>^  (gleichberechtigten)  Pacuren  discordanier  dualer  Anir 
involfdionen  *). 

Wir  kommen  auf  diese  Thatsachen  sogleich  zurück. 

Es  giebt  <x>^  involutorische  ducde  Correlationen  („Polaritäten'^), 
deren  jede  als  ,ySpiegdung^'  an  eivier  irreducibden  conischen  Congruenz^ 
oder  besser  an  einem  Paar  reciproker  conischer  Congruenzen  bezeichnet 
werden  kann. 

Jede  kann  in  Goordinaten  erster  Ai*t  dargestellt  werden  durch 
die  gleich  Null  gesetzte  Polare  (AX)  (A  T)  einer  dualen  quadratischen 
Form  {AXy  [S^(AA'A"y  =^0\]  wie  die  zugehörigen  conischen 
Congruenzen  ist  jede  zu  jeder  dual-projectiv.  Zur  absoluten  Congruenz 
gehört  die  absolute  Correlation  (XY)  =  0  oder 

(13)  U'  =  Z,    Z'  =  CT, 

die   über   einander  liegende  Strahlen  beider  Blätter  vertauscht  —  Im 
reellen   Gebiete    giebt  es   noch   einen    zweiten  Typus    involutorischer 


*)  Es  bat  also  keinen  Sinn,  von  einer  „Spiegelung  an  einer  pUmaren  Eetten- 
congruenz**  zu  reden. 
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radialer  Correlationen^  die  dem  bereits  bezeichneten  zweiten  Typus 
conischer  Gongnienzen  entsprechen  (S.  294).  Hierhin  gehört  die  Spie- 
gelung an  einem  reellen  Strahl,  betrachtet  als  Zuordnung  von  Strahlen 
verschiedener  Blatter.  Die  mit  einer  involutorischen  dualen  Gorrelation 
verbundenen  reciproken  conischen  Congruenzen  sind  Oerter  aller  eigent- 
lichen Strahlen,  die  die  ihnen  zugeordneten  rechtwinklig  schneiden. 

Endlich  giebt  es  cx>^  involutorische  dwüe  AnticorrdaMonen  („dwüe 
Antipolaritäten'^), 

Auch  diese  bilden,  im  complexen  Gebiete,  ein  Gontinuum,  und 
jede  ist  zu  jeder  dual-projectiv.  Ort  der  eigentlichen  SiraMen^  die  die 
ihnen  eugeordneten  senkrecht  schneiden,  ist  ein  irreducibeler  conischer  Com- 
pUx.  Jeder  von  diesen  ist  also  mit  <x>^  involulorischen  Anticorrelationen 
verbunden.     Ein   reeller   conischer    Gomplex   wird   gebildet    von   allen 

Strahlen,  die  mit  einer  reellen  Ebene  den  Winkel  -^  bilden;  die  Spie- 
gelung an  dieser  Ebene,  betrachtet  als  Zuordnung  von  Strahlen  ver- 
schiedener Blatter',  ist  eine  der  zugehörigen  oo*  involutorischen  Anti- 
collineationen,  die  alle  gegenüber  der  reellen  Gruppe  G^^  gleichberech- 
tigt sind.  Eine  zweite  Familie  reeller  dualer  Anticorrelationen  ist  mit 
der  zweiten  Art  reeller  conischer  Gomplexe  (S.  359)  verbunden,  zu 
denen  der  accessorische  Gomplex  gehört.  Auf  diesen  letzten  bezieht  sich 
der  Satz: 

Fasst  man  die  oo'  Spiegelungen  an  Punkten  als  Zuordnungen  von 
Strahlen  verschiedener  Blätter  auf,  d.  h.  seiet  man  sie  mit  der  absoluten 
Corrdation  zusammen,  so  hat  man  damit  alle  dualen  involutorischen 
Anticorrelationen  gefunden,  die  mit  dem  accessorischen  Complex  verhm- 
den  sind. 

Es  hat  sich  also  ei^eben,  dass  alle  Typen  involutorischer  radialer 
Projectivitäten  bereits  in  der  Theorie  der  Euklidischen  Bewegungen 
und  ümlegungen  auftreten;  und  es  besteht,  nach  dem  hier  oder  auch 
schon  nach  dem  in  §  26  Gesagten,  der  Satz,  dass  jede  duale  Golli- 
neation  oder  Gorrelation,  die  mit  der  absoluten  Gorrelation  vertausch- 
bar ist,  eine  der  oc^  XJmwendungen  sein  muss,  und  dass  jede  duale 
Anticollineation  oder  Anticorrelation  gleicher  Eigenschaft  mit  einer 
der  oo*  Spiegelungen  an  Punkten  oder  mit  einer  der  oo*  Spiegelungen 
an  Ebenen  zusammenfallt. 

Als  ein  weiteres  Beispiel  für  üeberlegungen  dieser  Art  heben  wir 
noch  den  folgenden  Satz  hervor. 

Wenn  ein  quadratischer  nicht-conischer  Strahlencompiex  bei  der 
Spiegelung  an  einer  aplanaren  Kettencongruenz  in  Buhe  bleibt,  so  ist  der 

study,  Geometrie  der  Dynamen.  28 
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Complex  ein  Kettencomplex^  und  die  Congruenz  ist  irgend  eine  der  oo' 
in  ihm  enthaltenen  aplcmaren  Kettencongrtieneen.  — 


Pseudopolaritäten  und  quadratische  Strahlen complexe. 

Die  behandelten  Fragen  lassen  sich  natürlich  bedeutend  yerall- 
gemeinem.  Wir  begnügen  uns  indessen  damit,  noch  einige  sogenannte 
ausgeartete  Transformationen  zu  betrachten ,  die  gewissermassen  eben- 
falls inyolutorisch  sind. 

Stellen  wir  zunächst  irgend  eine  duale  Anticollineation  zwischen 
eigentlichen  Strahlen  dar  durch  eine  bilineare  Gleichung  der  Form 

(14)       {AX){BY)  =  o,    {i(«rr')(a3a3'a3")  +  o}, 

indem  wir  durch  den  über  das  Zeichen  Y  gesetzten  Strich  andeuten^ 
dass  die  Grössen  ^^^  -f*  ^ss  ^7  ^*  ^'  ^*7  ^i^^^zt  werden  sollen  durch  die 
conjugirten  ^^  —  ^^s  ^ '  ^-  ^-  ^*  ^^^  Gleichung  sagt  dann  aus,  dass 
der  Strahl  Y  den  Strahl  U'  senkrecht  schneidet,  der  dem  Strahl  X 
zugeordnet  wird  Verlangen  wir  also,  dass  die  durch  (14)  dargestellte 
Anticollineation  inyolutorisch  wird,  sa  heisst  das,  dass  (14)  dasselbe 
aussagt,  wie  die  durch  Vertauschung  yon  X  und  Y  entstehende 
Gleichung 

(15)  {AY){BX)  =  0. 

Man  kann  nun  aber  diese  Forderung  auch  stellen,  wenn  man  die  bei 
(14)  zugefügte  Ungleichung  fallen  lässt,  wenn  man  also  nicht-umkehr- 
bare, sogenannte  ausgeartete  Transformationen,  in  den  Bereich  der  Be- 
trachtung zieht.  Es  zeigt  sich  dann,  dass  die  Forderung  der  Aequi- 
yalenz  der  Gleichungen  (14)  und  (15)  durch  zwei  yerschiedene  Schaaren 
yon  Zuordnungen  erfüllt  werden  kann,  deren  jede  yon  acht  wesent- 
lichen Parametern  abhangt.  Die  Gleichung  (14)  ist  nämlich  äquiya- 
lent  mit  einem  Gleichungspaar  der  Form 

^     ^  ^«HXoi?)o*-^««(3Eo1?)o*-3Eoi?)o**)  =  0, 

worin  der  den  Zeichen  X,  ^  beigefügte  Stern  andeutet,  dass  H^  durch 
SEjjj  (u.  s.  w.)  ersetzt  werden  soll: 

Vertauschen  wir  jetzt  36  und  ^,  und  yerlangen  wir  die  Aequiyalenz 
beider  so  erhaltenen  Paare  yon  Gleichungen,  so  erkennen  wir,  dass 
sowohl  die  Werthsysteme 
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<17)  aij  =  a4,.,      a.t  =  - 

als  auch  die  Werthsysteme 

(18)  0«  =  —  ««;     «<*  =  «*/ 

dieser  Forderung  genügen,  und  in  allgemeinster  Weise  die  Werth- 
systeme, die  sich  aus  diesen  bei  Aenderung  der  Matrix  ||aj;tll  ^^  ^^^ 
Vielfaches  der  Matrix   ||  a^^  |j  ergeben. 

Die  Werthsysteme  der  Form  (17)  liefern  die  bereits  betrachteten 
involu torischen  dualen  Anticollineationen,  und  ausserdem  ausgeartete 
Grenzfalle  von  solphen.  Die  Werthsysteme  der  Form  (18)  aber  liefern 
eine  neue  Art  „involutorischer^  Zuordnungen.  Wir  wollen  diese,  also 
die  Zuordnungen  der  durch  die  Relationen  (18)  naher  bestimmten  Formen 

t^'=(^Z)B  oder 

/jgx     1^01  =  ^11  3^01  +  %t  3£oa  +  Ö^IS  3^08  ? 

1*2S  =  «11  Xqi  -f-  Äij  Äqj  +  Äjs  ÄQj  «11  XgS  %2  *3i  «13  X^^  , 

(u.  s.  f.),  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Grössen  o^j,  «ji,  «^  nicht 
sämmtlich  verschwinden,  kurz  Pseudopolaritäten  nennen. 

Drücken  wir  nun  aus,  dass  bei  einer  ausgearteten  Anticorrelation 
dieser  besonderen  Art  der  Strahl  X  auf  dem  ihm  zugeordneten  Strahl 
U"^  senkrecht  steht,  oder  lassen  wir,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in 
den  Gleichungen  (16)  die  Strahlen  de  und  D  zusammenfallen,  so  ergiebt 
sich  der  Strahlencomplex 

(20)  Za^tX^X^  —  2«^,  •  3Eii  —  2a8i  •  dl^  —  20^^ .  S53  =  0 . 

Der  Gleichung  dieses  Gomplexes  aber  können  umgekehrt  sammt- 
liche  in  den  Gleichungen  (19)  auftretende  Coefficienten  entnommen 
werden.    Es  ist  also  der  Satz  bewiesen: 

Ort  aller  eigentlichen  SiraMen,  die  die  ihnen  durch  eine  Pseudo- 
Polarität  ^gewiesenen  senkrecht  schneiden,  ist  ein  regtUärer  quadratischer 
oder  ein  Kettencomplex.  Umgekehrt  ist  mit  jeder  solchen  Figur  eine  ein- 
zige Pseudopolarität  verbunden. 

Auf  eine  nähere  Untersuchung  der  Pseudopolaritäten  können  wir 
uns  nicht  einlassen;  wir  wollen  aber  doch  zwei  specielle  Sätze  hervor- 
heben, die  uns  bemerkenswerth  zu  sein  scheinen. 

Die  mit  dem  Rotationscomplex  Ui^  +  Un  =  0  verbundene  Pseu- 
dopolarität hat  in  Goordinaten  zweiter  Art  die  Gleichungen 

(21)  ^''^^'  3E,'=-U„     3e,'=U„ 

3£ii=  —  Uli,    3£2«  =  2UiU2,    X33  =  2U8Ui* 

28* 
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Hieraus  schliesst  man: 

Die  mit  einem  regulären  quadratischen  StraMencomfiex  verbundene 
Pseudqpolarität  ordnet  jedem  eigentlichen  StraJd,  der  nicht  dem  aus- 
gezeichneten ParaUdenbündel  angehört,  einen  Strahl  des  Singularitäten- 
complexes  des  quadratischen  Complexes  zu,  jedem  der  ausgeschlossenen 
Stahlen  aber  einen  unbestimmten  Strahl.  Alle  StraJüen  der  zuerst  ge- 
nannten Art,  denen  derselbe  Strahl  zugeordnet  wird,  bilden  ein  ParaUden- 
büschel.  Jedem  im  quadratischen  Complex  selbst  enthaltenen  ParaUden- 
büschet  unrd  auf  diese  Weise  zugeordnet  der  Strahl  der  Singularitäten- 
congruenz  des  Complexes,  der  zu  dem  Pa/rallelenbüschel  gehört. 

(Man  vergleiche  die  Formeln  (21)  mit  denen  Nr.  (24)  in  §  31.) 
Zum  Eettencomplex  Vl^^  =  0  gehört  die  Pseüdopolarität 

/22\  3£i'  =  0,  3£,'  =  —  Uj ,    Xj'  =  Uj , 

Die  mit  einem  KeMencomplex  verbundene  Pseudqpolarität  ordnet  jedem 
eigentlichen  Strahl,  der  nicht  dem  im  Complex  enthaltenen  Parallelen^ 
bündel  angehört,  einen  Strahl  der  Singularitätencongruenz  des  Complexes, 
also  des  Normalennetzes  zu,  dem  die  reciproke  Kette  angehört.  Die  Strahlen, 
die  zu  demselben  Strahl  des  Normalennetzes  führen,  bilden  im  Allgemeinen 
eine  cylindrische  Kettencongruenz  (S.  353);  im  Besonderen  aber  wird 
jedem  im  Complex  enthaltenen  Normdiennetz  dessen  Hauptaxe,  der  zu- 
gehörige Strahl  der  recipröken  Kette,  zugeordnet. 

Radial'projective  Erzeugung  der  planaren  Kettencongruenzen. 

Betrachten  wir  einen  reellen  eigentlichen  Strahl  H,  der  mit  einer 

Ebene  einen  mod.  jc   von  Null   und   --  verschiedenen  Winkel   bildet^ 

und  dessen  Spiegelbild  H'  in  Bezug  auf  die  Ebene^  so  erscheint  jeder 
in  der  Ebene  selbst  gel^ene  eigentliche  Strahl  als  gemeinsame  Nor- 
male zweier  Strahlen,  die  den  Netzen  H,  X'  angehören,  und  diese  Nor- 
malennetze sind  dadurch  dual-antiprojectiv  auf  einander  bezogen.  Ver- 
bindet man  hiermit  den  angeführten  Satz,  dass  alle  involutorisehen 
dualen  Anticollineationen  zweiter  Art  mit  einander  äquivalent  sind,  so 
kommt  man,  durch  üeberlegungen,  die  wir  nicht  mehr  im  Einzelnen 
wiedergeben  wollen,  zu  folgenden  Sätzen: 

„Sind  X,  X'  zugeordnete  eigentliche  Strahlen  in  einer  der  <x>^  in- 
volutorisehen dualen  Anticollineationen,  die  mit  einer  planaren  Ketten- 
congruenz verbunden  sind,  und  gehört  X  (und  folglich  auch  X')  weder 
dem  die  Congruenz  begleitenden  Parallelenbündel,  noch  dem  die  Con- 
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gruenz  enthaltenden  planaren  Gomplez  an^  so  werden  die  Congruenz- 
sfcrahlen  aus  3E  und  dl'  durch  dual-antiprojective  Normalennetze  pro- 
jicirt.** 

^Jede  planare  Eettencongruenz  wird  zusammen  mit  dem  sie  be- 
gleitenden Parallelenbündel  auf  <x>^  Arten  durch  zwei  antiprojective 
Normalennetze  erzeugt,  als  Ort  der  gemeinsamen  Normalen  einander 
zugeordneter  Strahlen/^ 

yj)ie  Hauptaxe  X  des  ersten  Netzes  kann,  abgesehen  von  der  ge- 
nannten Beschränkung,  willkürlich  angenommen  werden.  Die  Haupt- 
axe de'  des  zweiten  Netzes  ist  dann  unbestimmt  in  einem  Parallelen- 
büschel,  das  folgendermaassen  construirt  wird: 

Der  zu  X  orthogonale  Strahl  U  der  reciproken  Gongruenz  wird 
senkrecht  getroffen  erstens  von  den  Strahlen  eines  Parallelenbüschels, 
das  X  enthalt;  zweitens  yon  den  Strahlen  eines  der  gegebenen  Gon- 
gruenz angehörigen  Parallelenbüschels;  drittens  Ton  den  Strahlen  eines 
Büschels,  das  in  dem  die  Gongruenz  begleitenden  Parallelenbündel  liegt. 
Das  gesuchte  Parallelenbüschel  liegt  in  demselben  Netz,  wie  die  drei 
construirteD,  und  wird  von  dem  ersten  Büschel  harmonisch  getrennt 
durch  das  zweite  und  dritte.^^ 

Hierzu  gehört  als  ümkehrung: 

Wenn  zwei  Normalennetze  nicht  paralleler  eigentlicher  Strahlen  der- 
art dual-a/ntiprojecHv  OMf  einander  bezogen  sind,  dass  sie  einen  Strahl 
entsprechend  gemein  haben,  so  erzeugen  sie  eine  planare  Kettencongruenz, 
D.  h, ,  die  gemeinsamen  Normalen  zugeordneter  eigentlicher  nicht  paraJr 
Ider  Strahlen  und  ihre  Grenzlagen  erfüllen  eine  solche  Gongruenz.  Die 
gemeinsamen  Normalen  der  zugeordneten  parallelen  Strahlen  erfüllen 
d>enso  das  die  Gongruenz  hegleitende  Pa/raUdenbündel. 

Die  Axen  der  beiden  erzeugenden  Netze  können  in  dem  sie  ver- 
bindenden Normalennetz  parallel  yerschoben  werden. 

Wir  überlassen  den  unschwer  zu  führenden  Beweis  dem  Leser, 
und  bemerken  nur  noch,  dass  eine  ähnliche  Erzeugungsweise  der  apla- 
naren  Eettencongruenz  nicht  existirt.  Entsprechen  sich  die  Strahlen 
X  und  X'  in  der  Spiegelung  an  einer  aplanaren  Eettencongruenz,  so 
werden  zwar  ebenfalls  die  Gongruenzstrahlen  aus  X  und  X'  durch 
antiprojective  Normalennetze  projicirt.  Aber  in  diesem  Falle  sind  ent- 
sprechende Strahlen  beider  Netze  stets  parallel;  sie  erzeugen  daher 
nicht  eine  Gongruenz,  sondern  einen  Strahlencomplex;  zwei  antipro- 
jective Netze  in  der  genannten  besonderen  Lage  gehören  in  gleicher 
Weise  zu  oo^  aplanaren  Eettencongruenzen.  — 

Haben  zwei  dual- antiprojective  Normalennetze  nicht  paralleler 
Strahlen  eine  solche  Lage,  dass  die  Strahlen  zweier  zugeordneter  Paral- 
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lelenbüschel  parallel  sind,  ein  entsprechend-gemeinsamer  Strahl  aber 
nicht  vorhanden  ist,  so  erzeugen  sie  ebenfalls  eine  planare  Eettencon- 
gruenz.  Als  Nebenerzeugniss  stellt  sich  dann  statt  des  Parallelenbün- 
dels eine  cylindrische  EettencoDgruenz  ein. 


Singularitätencongruenzen  quadratischer  Complexe 
und  aplanare  Kettencongruemen  in  perspectiver  Lage, 

Man  erkennt  unschwer,  dass  die  Rotationscongruenz  §  31 ,  Nr.  24 
perspectiv  liegt  zu  dem  Strahlenbündel 

(23)    U,  =  <Ti,    ll,  =  2<r„    U,=  -2<T„    rk,  =  ll„  =  U„  =  0, 

d.  h.  dass  (durch  proportionale  Parameterwerthe)  zugeordnete  Strahlen 
beider  Gongruenzen  einander  senkrecht  schneiden.  Die  reciproke  der 
Eettencongruenz  (23)  (dasselbe  Strahlenbündel)  hat  mit  der  Singnla- 
ritätencongruenz  eine  Kette  gemein.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  nun 
umkehren.  Man  kann  unschwer  aUe  Singularitatencongruenzen  finden, 
die  zu  einem  Strahlenbündel  perspectiv  liegen,  und  es  ergiebt  sich  dann: 

Die  notJiwendige  und  hinreichende  Bedingung  daßlr,  dass  sunschen 
der  SingtUaritätencongrueng  eines  regulären  quadratischen  StraMencafn- 
plexes  u/nd  einer  aplanaren  Kettencongruem  perspective  Lage  stattfindet^ 
besteht  dar-in,  da$s  die  Beciprdke  der  Kettencongruem  mit  der  Singula- 
ritätencongruen0  eine  Kette  gemein  hat  Unter  dieser  Varaussetmng  also 
können  die  temären  Gebiete  beider  Gongruenzen  projectiv  (und  mithin 
ausnahmslos  eindeutig)  einander  so  zugeordnet  werden,  dass  entsprediende 
Strahlen  einander  senkrecht  schneiden. 

Unmittelbar  ergiebt  sich  hieraus: 

Zu  jeder  Singularitätencongruenz  eines  regulären  quadraMschen  Com- 
plexes  liegen  oo^  aplanare  Kettencongruenzen  perspectiv,  und  ebenso  zu 
jeder  aplanaren  Kettencongruenz  cx)^  Singularitatencongruenzen. 

Da  entsprechende  Strahlen  zweier  gleichartiger  Gongruenzen,  die 
auf  diese  Weise  auch  auf  einander  projectiv  bezogen  sind,  nicht  noth- 
wendig  parallel  sein  müssen,  so  ergiebt  sich  weiter: 

Jede  Singtdaritätencongruenz  eines  regulären  quadraMschen  StraMen- 
complexes  kann  auf  oo^®  Arten  durch  projectiv  auf  einander  bezogene  aplor 
nare  Kettencongruenzen  erzeugt  werden,  und  ebenso  jede  aplanare  Ketten- 
congruenz auf  <x>^^.  Arten  durch  prcjectiv-bezogene  SinguUmtäUncon- 
gruenzen. 
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D.  h.  construirt  man  die  gemeinsame  Normale  zwischen  zwei  nicht 
parallelen  entsprechenden  Strahlen  z.  B.  zweier  solcher  Singolarita- 
tencongruenzen^  die  zur  Erzeugung  brauchbar  sind^  so  erhält  man  bei 
Variation  der  zugeordneten  Strahlen  mit  Hülfe  des  Processes  der  ana- 
lytischen Fortsetzung  alle  Strahlen  der  Kettencongruenz.  — 

Die  angeführten  Sätze  enthalten  ein  sehr  merhmirdiges  Beispiel 
für  radial-projective  Erzeugungen  von  Strahlenörtem:  Es  erscheint 
wünschenswerth^  die  gefundenen  Figuren  noch  genauer  zu  untersuchen, 
und  namentlich  die  erschöpfende  und  präcise  Form  der  beiden  Umkeh- 
mngen  des  letzten  Satzes  festzustellen.  Zwei  projectiy-bezogene  Con- 
gruenzen  der  einen  Art,  die  eine  Oongruenz  der  anderen  Art  erzeugen, 
hängen  nicht  von  24,  sondern  nur  von  18  Gonstanten  ab;  es  bestehen 
zwischen  diesen  Gongruenzen  Beziehungen,  die  theils  durch  Gleichungen, 
theils  durch  Ungleichungen  sich  ausdrücken  lassen. 

Wir  übergehen  verwandte  Sätze  über  dual-projective  Erzeugungen 
conischer  Gongruenzen,  da  diese  zu  unserem  eigentlichen  Gegenstande 
nur  entferntere  Beziehungen  haben*). 

Wir  haben  nunmehr  von  der  radial-projectiven  Geometrie  soviel  vor- 
getragen, als  ohne  allzugrossen  Zwang  im  Rahmen  einer  „Geometrie  der 
Djnamen^^  Platz  zu  finden  schien.  Das  ist  freilich  nur  Bruchstück  eines 
Bruchstücks;  doch  dürfen  wir  vielleicht  hoffen,  die  Behandlung  der  hier  auf- 
tretenden grundsätzlichen  Fragen  so  weit  gefördert  zu  haben,  dass  ein 
sicheres  Vorwärtsschreiten  auf  gebahntem  Wege  möglich  sein  wird.  Den 
Schluss  unserer  Untersuchung  soll  nunmehr  eine  genauere  Betrachtung  der 
bisher  in  den  Hintergrund  gestellten  metrischen  Eigenschaften  der  Figuren 
büden,  die  wir  aus  linearen  Mannigfaltigkeiten  von  Gewinden  oder  auch 
von  Djnamen  abgeleitet  und  als  ein-  und  mehrdimensionale  Ketten  bezeich- 
net haben.  Bevor  wir  aber  dazu  übergehen,  wünschen  wir  noch  eine  Reihe 
von  Bemerkungen  über  die  radial-projective  Geometrie  selbst  zu  machen, 
die  im  Texte  nicht  wohl  Platz  finden  konnten,  theils  wegen  ihres  histori- 
schen Inhaltes,  theils  deshalb,  weü  wir  an  die  Vorkenntnisse  unserer  Leser 
zu  weitgehende  Anforderungen  nicht  stellen  wollten.  — 

Sätze,  die  im  Grunde  der  radial-projectiven  Geometrie  angehören,  finden 
sich,  in  übrigens  geringer  Zahl,  und  in  mehr  oder  (meistens)  minder  cor- 
recter  Fassung,  verstreut  in  der  Litteratur.  Sie  sind  aber  in  das  Gewand 
der  projectiven  Geometrie  gekleidet,  und  in  ihrem  Wesen  nicht  erkannt 
worden.  Eine  Ausnahme  hiervon  bildet,  bis  zu  einem  gewissen  Grade,  eine 
Arbeit  eines  dänischen  Geometers,  des  Herrn  Johannes  Petersen**). 
Sieht  man  von  der  nahezu  werthlosen  auf  S.  208  besprochenen  Arbeit  ab, 
so  werden  hier  zuerst  —  wie  es  scheint  —  radial-projective  Eigenschaften 


*)  Vgl.  darüber  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung, 
1902,  S.  114. 

**)  Nowoeau  principe  jxmr  etudes  de  geomdtrie  des  droites.  Verhandlungen 
der  Dänischen  Academie  der  Wissenschaften,  Kopenhagen,  1898.  S.  283—344. 
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geometrischer  Figuren  systematisch  betrachtet.  Indessen  ist  der  Inhalt 
dieser  verdienstvollen  Schrift  noch  mit  einer  Beihe  von  Unklarheiten  be- 
haftet, die  uns  veranlasst  haben,  von  einem  Citiren  von  Einzelheiten  ab- 
zusehen, da  das  zu  nutzlosen  kritischen  Erörterungen  geführt  haben  würde. 
Namentlich  fehlen  die  präcisen  Grundbegriffe:  Strahl,  Panktstrahl,  radiale 
und  duale  Collineation*). 

Da  der  Verfasser  von  dieser  Arbeit  erst  zu  einer  Zeit  Kenntniss  er- 
halten hat,  wo  seine  eigenen  Untersuchungen  den  im  Vorhergehenden  dar- 
gelegten Stand  bereits  im  Wesentlichen  erreicht  hatten**),  so  hat  er  bei 
Ausbildimg  der  radial-projectiven  Geometrie  eine  directe  Anregung  von  anderer 
Seite  nicht  erfEihren.  Dagegen  sind  ihm,  namentlich  in  einem  älteren  Sta- 
dium seiner  eigenen  Untersuchungen,  Arbeiten  von  wesentlichem  Nutzen  ge- 
wesen, die  sich  auf  einen  anderen  Zweig  der  Geometrie  beziehen,  nämlich  auf 
die  gewöhnliche  prqjective  Geometrie  im  imaginären  Gebiet,  imd  auf  die  Geo- 
metrie in  zwei  getrennten  prqjecHven  JPunktconUnuis^  insbesondere  solchen  von 
zwei  Dimensionen.  Dieser  Stoff  erfreut  sich  bereits  einer  ziemlich  ausgedehnten 
Litteratur  —  es  gehören  dahin,  oder  können  dazu  in  Beziehung  gesetzt 
werden,  Arbeiten  von  Hesse,  Glebsch,  B.  Sturm,  Bosanes,  Pasch 
und  Anderen  —  von  besonderem  Werthe  aber  ist  dem  Verfasser  Kenntniss 
von  Arbeiten  des  Herrn  C.  Segre  gewesen***),  dem  dieser  Gegenstand  eine 
grundsätzliche  Förderung  verdankt. 

Die  Möglichkeit  z.  B.,  Untersuchungen  über  die  projective  ebene  Geo- 
metrie für  die  Liniengeometrie  zu  verwerthen,  beruht  darauf,  dass  man  die 
reellen  und  imaginären  Punkte  eines  temären  Gebietes  durchaus- eindeutig 
den  reellen  im  Inneren  des  sogenannten  hyperbolischen  Baumes  verlaufenden 
Geraden  zuordnen  kann,  sobald  man  das  von  diesen  gebildete  Continauni 
dadurch  abschliesst,  dass  man  die  Punkte  der  zugehörigen  absoluten  Fläche 
hinzufügt.  Die  Gruppe  der  oo^*  reellen  imd  imaginären  CoUineationen 
in  der  Ebene  definirt  dann  eine  isomorphe  Gruppe  von  Vertauschungen  der 
genannten  Linienstücke  (und  Punkte)  oder  „Strahlen'^,  eine  Gruppe,  die  die 
Bewegungen  im  Nicht-Euklidischen  Baume  umfasst ;  jeder  bekannte  Satz  der 
imaginären  ebenen  Geometrie  liefert  ohne  Weiteres  einen  liniengeometrischen 
Satz,  der  sich  auf  reelle  „Strahlen^'  bezieht.  Der  benutzte  Begriff  „Strahl^ 
aber  ist  von  dem  gewöhnlichen  Begriff  der  Geraden  völlig  verschieden,  und 
ebenso  die  zugehörige  Strahlengeometrie  von  der  Liniengeometrie  Plücker^s, 


*)  Herr  Petersen  selbst  hat  in  einem  Briefe  an  den  Verfasser  das  Vor- 
handensein solcher  Dunkelheiten  in  liebenswürdigster  Weise  anerkannt. 

**)  Man  vergleiche  einen  aaf  der  Naturforscherversammlnng  zu  Hamburg 
(Sept.  1901)  gehaltenen  Vortrag:  Ein  neuer  Zweig  der  Geometrie^  Jahresber.  der 
Deutschen  Mathematiker- Vereinig^g,  1902,  S.  97 — 123. 

***)  G.  Segre,  ün  nuovo  campo  di  ricerche  geometriche.  Atfci  di  Torino  1890; 
insgesammt  vier  Aufsätze.  8uüe  varieta  che  rappresentano  U  coppie  di  punti  di  diu 
piane  o  spazi,  Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  1891.  Le  rappre- 
sentazioni  recdi  delle  forme  complesse  e  gli  enti  iperalgebrici.  Math.  Ann.  Bd.  40, 
1892,  S.  418.  (Nicht  so  weit  geht  eine  Arbeit  verwandten  Inhalts  von  C.  Juel : 
Einige  CrrundgehUde  der  projectiven  Geometrie.    Acta  Math.  Bd.  14,  1890.) 

Die  invariantentheoretische  Seite  des  Stoffes  behandelt  eine  Dissertation 
von  Benedetti,  SuUa  teoria  deüe  forme  iperalgebriche,  Pisa  1899. 
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was  besonders  scharf  bei  Einführung'  imaginärer  „Strahlen^'  hervortritt. 
Gleichzeitig  ergiebt  sich,  wie  hier  nicht  weiter  auseinandergesetzt  werden 
kann,  ein  Zusammenhang  dieser  Strahlengeometrie  mit  der  Geometrie  der 
Gewinde,  Zu  ähnlichen  oder  bei  allgemeinster  Auffassung  identischen  Resul- 
taten kommt  man,  wenn  man  von  der  projectiven  Geometrie  in  zwei  Ebenen 
ausgeht. 

Es  liegt  nun  nahe,  mit  der  so  begründeten  Strahlengeometrie*)  einen 
Grenzübergang  vorzimehmen,  indem  man  aus  dem  „Nicht-Euklidischen  Baum'^ 
einen  Euklidischen  hervorgehen  lässt.  Auf  diese  Weise  sind  eine  ganze 
Reihe  der  hier  aufgestellten  Sätze  gefunden  worden.  Insbesondere  ergab 
sich  auch  die  Möglichkeit,  die  von  Herrn  Segre  eingeführte  Terminologie 
in  ziemlichem  Umfang  auf  den  neuen  Gegenstand  zu  übertragen.  Wir  haben 
das  Vorhandensein  derartiger  Beziehungen  bereits  in  der  Einleitung  zu  unse- 
rem in.  Abschnitt  (S.  229)  hervorgehoben.  Hinzufügen  aber  woUen  wir  nun- 
mehr, dass  das  Bild,  das  man  sich  auf  dem  beschriebenen  Wege  von  der  radial- 
projectiven  Geometrie  im  EukUdiscken  Baume  mit  nicht  allzugrosser  Mühe 
machen  kann,  weder  hinreichend  scharf  umschrieben  noch  vollständig  ist. 
Die  Handhabung  des  bezeichneten  Grenzübergangs,  desselben,  den  wir  bereits 
im  I.  Abschnitt  verwerthet  hatten,  ist  nicht  mühelos;  man  findet  auf  diese 
Art,  ohne  besondere  Anstrengung,  in  der  Regel  nur  Sätze,  die  „im  Allge- 
meinen" richtig  sind,  und  deren  präcise  Form  erst  noch  festgestellt  werden 
muss.  Die  Mannigfaltigkeit  der  versc^edenen  Classen  „äquivalenter"  Figuren 
ist  im  Grenzfall  beinahe  immer  grösser  imd  die  grundsätzlichen  Schwierig- 
keiten z.  B.,  mit  denen  wir  uns  in  §  27  haben  herumschlagen  müssen, 
treten  überhaupt  erst  im  Grenzfall  auf.  Eine  directe  Begründung  und  ge- 
sonderte Behandlxmg  der  radial-projectiven  Geometrie  im  Euklidischen 
Räume,  wie  wir  sie  ausgeführt  haben,  ist  kemenfäUs  zu  entbehren  —  schon 
deshalb,  weil  von  den  radialen  Projectivitäten  nur  die  dualen  Projectivi- 
täten  und  Antiprojectivitäten  im  Nicht-Euklidischen  Räume  Analoga  haben. 

Wir  müssen  es  uns  versagen,  diese  Grenzübergänge,  über  die  sich  eine 
lange  Abhandlung  schreiben  liesse,  imd  deren  Brauchbarkeit  sich  weit  über 
die  hier  behandelten  Gegenstände  hinaus  erstreckt,  einer  näheren  Betrach- 
tung zu  unterziehen.  So  können  wir  nur  beiläufig  erwähnen,  dass  die  Theorie 
der  von  uns  als  synekäsch  bezeichneten  Gongruenzen  im  engsten  Zusammen- 
hange steht  mit  der  Theorie  der  ebenen  Curven,  der  Theorie  der  conformen 
Abbüdung,  und  der  Theorie  der  von  Bianchi  untersuchten  Flächen  von  der 
Krümmung  NüU  im  Nicht-Euklidischen  Räume;  dass  eine  ähnliche  Beziehung 
stattfindet  zwischen  unseren  quadratischen  Strahlencomplexen  und  den  temären 
sogenannten  Hermite'schen  Formen'^  dass  z.  B.  die  Aufgabe  „Einen  Eetten- 
complez  aus  sieben  seiner  Strahlen  zu  bestimmen",  einen  Grenzfall  bildet 
von  der  anscheinend  recht  verschiedenartigen  Aufgabe,  die  unter  dem  Namen 
Problem  der  FrcjecHvUäten  bekannt  ist.    Doch  wollen  wir  noch  einen  Punkt 


*)  S.  des  Verfassers  Aufsatz:  lieber  Nicht- Euklidische  und  Liniengeometrie^ 
Festschrift  der  Greifswalder  Philosophischen  Facultät,  1900.  Mit  einem  Nachtrag 
abgedruckt  im  Jahresber.  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  1902;  femer: 
Job.  Petersen,  GiomÜ/rie  des  droites  dans  Vespace  non  euclidien.  (Verh.  der 
Dan.  Ak.  1900,  S.  805.)  Die  zuerst  genannte  Arbeit  geht  wesentlich  weiter,  ent- 
hält aber  keine  Beweise. 
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wenigstens  kurz  besprechen,  der  uns  von  besonderer  Bedeutung  zu  sein 
scheint. 

Man  ka/nn  der  durchgeführten  Untersuchwng  eine  Bdhe  von  Änaioffieen 
entnehmen  zwischen  Sätzen y  in  denen  der  Begriff  ,JStrahV'  und  solchen,  in 
denen  der  Begriff  „Pardllelenbüschel''  vorkommt 

Zunächst  haben  beide  Figuren  die  gleiche  Constantenzahl  vier.  Durch 
jeden  eigentlichen  Strahl  gehen  cx>^  Parallelenbüschel,  und  jedes  eigentliche 
Parallelenbüschel  enthält  oo^  Strahlen.  Jede  der  oo*^  Ketten  besteht  aus 
oo^  Strahlen,  und  jede  der  cx>^  planaren  Kettencongruenzen  aus  oo^  Paral- 
lelenbüscheln. Durch  jede  Kette  gehen  oo^  planare  Kettencongruenzen,  in 
jeder  planaren  Kettencongruenz  liegen  cx>^  Ketten.  Es  giebt  oo®  reguläre 
quadratische  Strahlencomplexe,  die  Oerter  von  je  oc'  Strahlen,  (x>^  Paral- 
lelenbüscheln und  oo^  planaren  Kettencongruenzen  sind;  und  es  giebt  cx>^ 
aplanare  Kettencongruenzen,  die  Oerter  von  je  cx>'  Parallelenbüscheln,  cx)* 
Strahlen  und  cx>^  Ketten  sind.  Es  lassen  sich  femer  z.  B.  folgende  Sätze 
einander  gegenüberstellen,  deren  zweiten  wir  im  Texte  nicht  besonders 
erwähnt  haben: 


Es  giebt  einen  einzigen  quadra- 
tischen Strahlencomplex,  der  acht  Strah- 
len allgemeiner  Lage*)  enthält. 


Es  giebt  eine  einzige  aplanare 
Kettencongruenz,  die  in  acht  eigent- 
lichen ParaUelenhüscheln  allgemeiner 
Lage*)  je  einen  Strand  hat 

Wiewohl  nun  diese  formalen  Analogieen,  ähnlich  wie  die  in  unseren 
früheren  Abschnitten  besprochenen,  nicht  in  alle  Einzelheiten  verfolgt  werden 
können,  so  liegt  doch  auch  hier  viel  mehr  als  eine  äusserliche,  sozusagen 
zuföllige  Uebereinstimmung  vor.  —  Zur  Erklärung  betrachten  wir  einen 
sogenannten  elliptischen  Raum  von  der  Krümmung  Eins.  Wir  bezeichnen 
dann,  indem  wir  uns  der  Kürze  halber  auf  reelle  Figuren  beschränken,  ein 
Paar  von  Geraden,  oder  Strahlen,  die  in  dem  zugehörigen  absoluten  Polar- 
system einander  entsprechen,  als  Linienkreuz  oder  wohl  besser  als  Strahlfn- 
kreuz.  Die  Gesammtheit  dieser  Strahlenkreuze  lässt  sich  dann,  wie  der  Ver- 
fasser a.  a.  0.  näher  auseinandergesetzt  hat,  eindeutig  und  überall-stetig 
auf  die  Punktepaare  zweier  Ebenen  abbilden,  und  ebenso  auf  die  Paare  von 
Geraden  in  diesen  Ebenen,  derart,  dass  in  jeder  Ebene  im  Bild  desselben 
Strahlenkreuzes  Punkt  und  Gerade  erscheben,  die  einander  wieder  in  einem 
gewissen  Polarsystem  entsprechen.  Durch  coUineare  Transformationen  beider 
Ebenen  kann  man  dann  eine  halb-einfache  Gruppe  Qiq  „dual-collinearer^ 
Transformationen  der  Strahlenkreuze  definiren,  von  der  die  doppelt  gesetz- 
ten und  auf  zwei  Blätter  vertheilten  Strahlenkreuze  „contragredient"  ver- 
tauscht werden,  so   dass  orthogonales   Schneiden  von  Strahlenkreuzen  ver- 


*)  Es  müssen  in  dem  Satze  links  die  acht  Strahlen  unabhängig  sein  in 
Bezug  auf  quadratische  Complexe  (S.  361),  im  Satze  rechts  die  acht  Büschel  „nn- 
abhängig*^  in  Bezug  auf  bilineare  Complexe  von  Parallelenbüscheln  und  so  be- 
schaffen, dass  das  singulare  Büschel  von  ihnen  imabhängig  ist.  Die  analytisches 
Kriterien  hierfür  und  die  Lösung  der  im  Texte  bezeichneten  Aufgaben  lassen  sich 
ohne  Weiteres  mit  Hülfe  der  Strahlencoordinaten  zweiter  Art  und  der  Parallelen- 
büschelcoordinaten  herstellen;  während  bisherigen  Methoden  die  Aufgabe  rechts 
wenigstens  kaum  zugänglich  sein  dürfbe. 
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schiedener  Blätter  (entsprechend  der  vereinigten  Lage  ihrer  Bilder)  erhalten 
bleibt  In  die  Theorie  dieser  Gruppe  G^^  nun  (die,  wie  man  unschwer 
erkennt,  zu  einer  sogenannten  gemischten  Gruppe  mit  acht  Schaaren  von 
Transformationen  erweitert  werden  kann)  lassen  sich  als  Baumelemente 
gewisse  Figuren  einführen,  die  unserem  ParäUdenbüschd  analog  sind,  imd 
aJs  Bänder  linksseitig-  oder  rechtsseitig'parataJcHsc^er  Strahlenkreuze  bezeichnet 
werden  können.  Bilder  der  einen  Art  dieser  in  2  •  oo^  Exemplaren  vor- 
handenen paarweise  „reciproken^^  Figuren  sind  die  Punkte  der  ersten  Bild- 
ebene verbunden  mit  den  Geraden  der  zweiten,  Bilder  der  anderen  Art  die 
Geraden  der  ersten  Ebene  verbunden  mit  den  Punkten  der  zweiten.  Die 
genannten  Figuren  selbst  aber  bestehen  aus  Erzeugenden  gewisser  oo^ 
Flächen  zweiten  Grades,  sogenannter  Clifford'scher  Flächen,  die  zugleich 
Minimalfläcken  sind,  und  aus  den  Strahlen  oder  Strahlenkreuzen  durch  eine 

Düatation  mit  dem  Radius  -7-  (also  durch  eine  specielle  Berühnmgstransfar- 

mation)  hervorgehen.  Man  erkennt  unschwer,  dass  sich  zwischen  den  00^ 
Strahlenkreuzen  und  z.  B.  den  00^  linksseitig -parataktischen  Strahlenbän- 
dem  eine  durchaus-eindeutige  analytische  Zuordbung  herstellen  lässt,  und 
dass  dadurch  die  Gruppe  G^^  isomorph  auf  sie  selbst  bezogen  wird. 

In  der  ducU-prcjediven  Geometrie  im  Nlcht-EuMidischen  Baume  positiver 
Krümmtmg  existirt  also  ein  Uebertragwng^incvp  ^  wonach  man  aus  jedem 
Satz,  in  dem  der  Begriff  Strahlenkreuz  vorkommt,  (mindestens)  einen  anderen 
ableiten  kann^  in  dem  der  Begriff  linksseitig-  (oder  rechtsseitig-)  parataMi- 
sches  8trahlerä>and  erscheint. 

Gehen  wir  nun  zimi  Euklidischen  Baume  über,  so  tritt  an  Stelle  des 
Strahlenkreuzes  das  Lioienkreuz  oder  besser  noch  der  Strahl,  an  Stelle  des 
parataktischen  Bandes  das  Parallelenbüschel;  das  zugehörige  üeberiragungs- 
princip,  sammt  dem  genannten  Isomorphismus  aber  hört  zu  existiren  auf. 
Damit  gehen  indessen  die  Spuren  seines  einstigen  Vorhandenseins  nicht 
sämmüich  verloren:  Es  erklären  sich  daraus  die  angeführten  Änalogieen.  Zu 
diesen  Trümmern  einer  den  ganzen  Strahlenraum  umfassenden  Beziehung 
gekört  z.  B.  die  auf  S.  416  nachgewiesene  Beziehung  zwischen  den  Strahlen 
und  Parallelenbüscheln  im  planaren  Complex,  die  vom  Verfasser  ursprüng- 
lich gerade  auf  diesem  Wege  gefunden  worden  ist. 

Wir  glauben,  dass  derartige  Betrachtungen,  die  ja  natürlich  noch 
weiter  verfolgt  werden  müssen,  nicht  entbehrt  werden  können,  wenn  nicht 
eine  wesenÜidhe  Seite  der  Sache  fehlen  soll.  Ausserdem  können  sie  an- 
regend wirken,  wenigstens  auf  den,  der  nicht  blos  dieses  oder  jenes  Spe- 
cialgebiet wie  etwas  für  sich  Existirendes  zu  bearbeiten  sucht,  sondern  sich 
Rechenschaft  ablegen  will  von  dem  mannigfach  verschlungenen  Zusammen- 
hang der  Erscheinungen,  den  die  mathematische  Wissenschaft  Überall  er- 
kennen lässt.  Auch  dürfte  wohl  keine  Meinungsverschiedenheit  darüber 
möglich  sein,  dass  Der  seinen  Fachgenossen  einen  schlechten  Dienst  erweist, 
der  ihnen  die  Kenntniss  der  von  ihm  selbst  betretenen  Forschungswege  — 
sie  mögen  beschaffen  sein  wie  auch  immer  —  vorzuenthalten  sucht.  Aus 
allen  diesen  Gründen  ist  uns  eine  wenn  auch  fragmentarische  Erörterung 
einer  Untersuchungsmethode  angemessen  erschienen,  die  auch  sonst  noch  mit 
ähnlichem  Erfolg  vielfach  verwendet  werden  kann. 
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§36. 
Fortsetamng  der  Classifloation  der  linearen  Systeme  von  Gewinden. 

Die  von  uns  yorgenommene  Untersuchung  über  ein-  und  mehr- 
dimensionale Ketten  stützt  sich  auf  die  ausgeführte  Classification  dieser 
Figuren  in  Bezug  auf  die  Gruppen  Gj^,  G^^.  Es  ist  offenbar  yollig 
unmöglich^  auch  nur  die  wesentlichsten  Eigenschaften  z.  B.  der  apla- 
naren  und  der  planaren  Eettencongruenzen  in  einem  einzigen  Ausdruck 
zusammenzufassen^  oder  selbst  die  Theorie  des  „allgemeinen'^  Falles  als 
vorbildlich  für  die  Theorie  des  ,^peciellen"  Falles  anzusehen.  Wollen  wir 
nun  dazu  übergehen^  metrische,  der  EMidisdien  Geometrie  angehorige 
Eigenschaften  dieser  Gebilde  zu  betrachten,  so  werden  wir  aus  Gründen 
derselben  Art  zunächst  eine  weitergehende  Classification  vorzunehmen 
haben.  Indem  wir  der  Kürze  halber  weitere  zwischen  G^^  und  die 
Gruppe  der  Bewegungen  einzuschaltende  Untergruppen  von  G^^  bei 
Seite  lassen,  werden  wir  sogleich  nur  solche  Figuren  in  eine  Classe 
stellen,  als  äquivalent  betrachten,  die  durch  Euklidische  Bewegungen 
zur  Deckung  gebracht  werden  können,  also  im  üblichen  Sinne  des 
Wortes  congmente  Figuren. 

Das  hiermit  bezeichnete  Problem  ist  umfangreicher  als  die  in 
§  29  gelöste  Aufgabe:  Wir  lassen  deshalb  nunmehr  eine  Einschrän- 
kung eintreten,  indem  wir  vorläufig  nur  reelle  Figuren,  und  durchiceg 
nur  Aequivalenz  in  Bezug  auf  reeUe  Bewegungen  betrachten,  wie  wir 
es  in  den  beiden  ersten  Abschnitten  überall  gethan  hatten.  Damit 
werden  nur  solche  Fälle  ausgeschlossen,  denen  von  vom  herein  ein 
geringeres  Interesse  zukommt,  als  denen,  die  wir  wirklich  behandeln 
werden.    Die  anzuwendende  Methode  reicht  übrigens  für  alle  Fälle  aus. 

Wir  nehmen  nunmehr  die  in  §  29  abgebrocheiie  Untersuchung 
wieder  auf,  um  sie,  unter  Benutzung  des  dort  eingeführten  Systems 
von  Bezeichnungen,  in  der  angedeuteten  Richtung  weiterzuführen.  Jede 
der  aufgeführten  Classen  reeller  linearer  Systeme  von  Gewinden  werden 
wir  also  jetzt  in  eine  endliche  oder  unendliche  Zahl  neuer  Classen 
zerlegen. 

Ein  wesentliches  Hülfsmittel  der  Classification  wird  für  uns  sein 
die  Aufsuchung  der  mit  irgend  einem  Paar  reciproker  Systeme  von 
Gewinden  verbundenen  HauptstrcMen.  So  werden  mr  allgemein  Strahkn 
nennen,  die  Haupiaxen  sind  für  reelle  eigentliche  Gewinde  heider  zu 
einander  reciproken  Systeme.  Sie  werden  zugleich  HauptsiraMen  der 
zugehörigen  Paare  von  Ketten  genannt,  sofern  diese  (wie  auf  8.  327 
näher  angegeben)  in  einem  ausgesprochenen  Reciprocitätsverhaltniss  zu 
einander  stehen. 
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I,  V.     Systeme  erster  und  fünfter  Stuf-e.    (S.  S.  313.) 

a)  oo^  Glassen.  Aequivalent  gegenüber  Bewegungen  sind  alle 
eigentlichen  Gewinde^  die  denselben  Parameter  p  haben ^  and  deren 
jedes  also  durch  eine  geeignete  Bewegung  auf  die  canonische  Form 

la)  {l+i>e,    0,    0} 

gebracht  werden  kann,  umgekehrt  sind  Gewinde^  die  zu  verschiedenen 
Werthen  von  p  gehören,  niemals  äquivalent.  Nehmen  wir  die  Classi- 
fication jedoch  mit  Bezug  auf  die  Gruppe  der  Aehnlichkeitstransfor- 
mationen  vor,  so  sind  nur  zwei  Classen  (p=j=0,  p  =  0)  zu  unterschei- 
den.    Für  das  reciproke  Gewebe  ergiebt  sich  die  canonische  Basis 


Va) 


1       pe,         0      , 

0 

0      ,     1-pf, 

0 

0      ,         0 

/                                                                                        4 

,    1  — ps 

0      ,         s 

0 

0      ,         0 

,          e 

In  diesem  Falle  ist  also,  trivialer  Weise,  die  Hauptaxe  0  des  Ge- 
windes la)  HauptsiraM  für  dieses  Gewinde  und  das  reciproke  Gewebe, 
und  Symmetrieaxe  beider  Gebilde. 

b)  Eine  Classe,  wie  zuvor  (S.  314),  „Hauptstrahlen''  existiren  selbst- 
verständlich nicht. 

II,  IV.     Systeme  zweiter  und  vierter  Stufe.     (S.  314.) 

a)  oo^  Classen.  Durch  Bewegungen  lässt  sich  das  allgemeine 
Büschel  von  Gewinden  auf  die  Basis  bringen 

0,  0  ,     l  +  (p_r)£ 

und  das  reciproke  G^ebüsch  auf  die  Basis 


IIa) 


IVa) 


pa 


0 
0 


0 


0 
0 


0 

0  ,    l_(p_r)£ 

Gegenfiber  Aehnlichkeitstransformationen  ergeben  sich  nur  oo* 
Classen,  und  ähnliche  Bedactionen  treten  znm  Theil  bei  den  weiter  zu 
behandelnden  Figuren  ein,  wo  wir  die  Aehnlichkeitstransformationen 
nicht  besonders  berflcksichtigen  werden. 
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Die  yerBchiedenen  Weiihen  von  p  entsprechenden  Systeme  yon 
Gewinden  in  IIa)  oder  IVa)  gehören  zu  demselben  Ort  der  Hanpt- 
axen;  es  giebt  daher  cx>^  Classen  yon  Sirahlenketten^  die  durch  die  yer- 
schiedenen  Werthe  yon  r*  charakterisirt  sind.  Ist  r  =f=  0,  so  ist  die  Kette 
ein  Cylindroid  (erster  Typtis,  a,  yon  Büscheln  und  Gebüschen  der  Art  a); 
die  Eette  enthält  dann  zwei  reelle^  einander  senkrecht  schneidende  Haupi- 
straMen^  die  zugleich  dem  reciproken  Eettencomplex  angehören.  Ist 
r  =  0  {zweiter  Typus,  ß),  so  entsteht  ein  ebenes  Strahlenbüschel.  In 
ihm  ist  jeder  Strahl  Hauptstrahl,  nämlich  auch  Strahl  des  reciproken 
Kettencomplexes.  In  beiden  Fällen  (a,  ß)  sind  die  Hauptstrahlen  Sytn- 
meirieaxen  der  betrachteten  Figuren. 

b)  (x>^  Classen.     Ganonische  Basis: 
Hb) 


IV  b) 


' 

0,      \+p£,      0    ) 

0,         q£     ,     £    ] 

\-p 

0 
0 

,       0     ,           0          1 

c,         0      ,              0 

,1          p£,              3(1          ps) 

,              0         ,                     £ 

Es  sind  zwei  Hauptfalle  zu  unterscheiden.  Ist  g  4=  0  {erster  Typus, 
a\  so  giebt  es  keinen  Hauptstrahl;  ist  g  =  0  {zweiter  Typus,  ß\  so  ist 
jeder  Strahl  des  ParaUelenbüschels  Hb)  Hauptstrahl  für  das  betrachtete 
Gewindebüschel  und  sein  reciprokes  Gebüsch^  und  zugleich  Sjmmetrie- 
axe  dieser  Figuren. 

c)  Eine  Classe.     (S.  315.) 
Es  giebt  keinen  Hauptstrahl. 

d)  Eine  Classe.  „Hauptstrahlen''  giebt  es  natürlich  auch  in  diesem 
Falle  nicht. 

m,  m.     Systeme  dritter  Stufe.  (S.  316.) 

Die  hierher  gehörigen  Systeme  machen  etwas  yerwickeltere  Be- 
trachtungen nöthig. 

a)  Wir  knüpfen  an  die  in  §  39  unter  Nr.  (5)  aufgeführte  DarsteUnng 
der  aplanaren  Eettencongruenzen  an^  und  fragen  nach  den  Strahlen, 
die  eine  solche  Congruenz  mit  ihrer  reciproken  gemein  hat.  Daraus 
werden  sich  rechtwinklige  Strahlentripel  ergeben,  die  wir  dann  als  Co- 
ordinatenaxen  einführen  können.  Damit  findet  sich  zugleich  die  gesachte 
Classification  der  aplanaren  Systeme  dritter  Stufe  yon  Grewinden.  Die- 
selben   Gleichungen    stellen    nämlich,    wenn    man    SE,,  u.  s.  £.    durch 


der  linearen  Systeme  von  Gewinden.  447 

SEjs  4~  ^3^01  ^'  ^'  ^'  ^i^^tzt^  ^nd  <^^  <U6  Grössen  X^^^  als  yemnderliche 
öewindecoordinaten  betrachtet^  offenbar  auch  die  cx>^  aplanaren  Ge- 
windebündel dar. 

Die  Bestimmung  der  Strahlen,  die  die  aplanare  Eettengruenz  (^^i^) 
mit  ihrer  reciproken  ( —  q^^  gemein  hat,  hängt  nun  ab  von  der  Lösung 
der  sechs  Gleichungen 

/|N  *»«  ^^  (?11     1"  /)*01  ?12*02  ?1S*08  >  u    s    w 

3^8  =  (2u  —  f*)  3^01  +  &l3So2  +  &l3fo8  7 

Hier  geht  aus  jedem  Lösungssystem  31^^,  X  ein  anderes,  aber  denselben 
Strahl  de  darstellendes  Lösungssystem  hervor,  wenn  man  X  und  ft  um  dieselbe 
Constante  c  vermehrt,  und  zugleich  3£,s  u.  s.  f.  durch  3£,8  —  ^  3£oi  u.  s.  w. 
ersetzt.  Man  darf  also  von  vom  herein  ii  =^=:  —  X  setzen;  damit  wird 
dann  die  Aufgabe  zurückgeführt  auf  die  Lösung  eines  Systems  von 
Gleichungen  von  wohlbekannter  Form: 

0=       («11  +  ^)      3Eoi  +  1(^12  +  fti)  Xo2  +  i  (ftl  +  ffis)  3^03  , 

(2)  0  =  |(3i2  +  gJXoi  +       (322  +  ^)     3^02  +  K&S  +  9^32)3^0«. 

0  =  i(&l+grij)3Eoi  +  l(&8  +  &2)3Eo2+      (3^83  +  ^)      3^08. 

Hat  die  cubische  Gleichung 

«11  +  ^      ,     i(3ti  +  Qii)y     i(&i+?i8) 

i(?12  +  «2l)>  &2  +  ^        y      i(ft8+ft2) 

l(&l+ft8);      i(ft8  +  &2);  «38+^ 


(3)  0  = 


drei  verschiedene  Wurzeln,  so  sind  diese  nothwendig  reell  Es  giebt 
dann  nur  drei,  stets  reelle,  Lösungen  unserer  Aufgabe,  und  die  frag- 
lichen drei  Strahlen  bilden  ein  Axenkreuz,  dessen  Strahlen  sich  recht- 
winklig schneiden,  da  die  zu  zweien  unter  ihnen  gehörige  gemeinsame 
Normale  ebenfalls  eine  Lösung  sein  muss.  Wir  bezeichnen  die  vor- 
gelegte Congruenz  und  ihre  reciproke,  sowie  jedes  der  zugehörigen 
Bündel  von  Gewinden,  in  diesem  Falle  als  0um  ersten  Typus  (a)  gekorig. 
Hat  zweitens  die  cubische  Gleichung  (3)  eine  einfache  und  eine  doppelte 
Wurzel,  so  entspricht  der  ersten  eine  isolirte  Lösung,  der  zweiten  eine 
Schaar  von  cx>^  Lösungen  unserer  Aufgabe,  und  diese  letzten  bilden 
ein  ebenes  Strahlenbüschel.  {Zweiter  Typus,  /J,  von  aplanaren  Ketten- 
congruenzen  und  zugehörigen  Gewindebüscheln.)  Im  Falle  einer  drei- 
fachen Wurzel  endlich  giebt  es  oo^  Lösungen,  die  nothwendig  ein 
Strahlenbündel  mit  eigentlichem  Scheitel  bilden:  Die  Congruenz  fallt 
mit  ihrer  reciproken  zusammen.  {Dritter  Typus,  y.) 

Jn  allen  drei  Fällen  existirt  wenigstens  ein  reelles  System  rechir 


(5)        nia) 
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winkliger  Goordinaten,  deren  Axen  Lösungen  der  Aufgabe  sind;  und  bei 
deren  Einführung  daher  alle  nicht  in  der  Diagonale  von  (3)  stehen- 
den Grössen  q.j^  verschwinden.  Zu  den  cx>^  Paaren  von  reciproken 
Gewinde-Bündeln ;  die  mit  unserer  Gongruenz  und  ihrer  reciproken 
verknüpft  sind^  gehört  mithin^  wenn  e^,  e^^  e^  drei  der  Bedingung 

(4)  %  +  e«  +  ^  =  0 

genügende  Grössen  bedeuten^  je  eine  Doppelbasis  der  Form 

(i  +  (p-^)^,  0         ,  0 

0        ,   i  +  Op-^)f,  0 

0         ,  0         ,    i  +  (i>-^)« 

und  diese  ist  durch  Bewegungen  nicht  mehr  zu  vereinfachen. 

Wir  mögen  etwa  die  oberen  Vorzeichen  als  der  vorgelegten  Gon- 
gruenz entsprechend  betrachten  (q^^  =  e,.  —  p).  Die  unteren  Zeichen 
entsprechen  dann  der  reciproken  Gongruenz.  Die  verschiedenen  Werthe 
von  p  geben  die  zugehörigen  2  •  c»^  Bündel  von  Gewinden.  Die  auf- 
gestellten  drei  Typen  sind  nun  wie  folgt  zu  unterscheiden  : 

(ß)  ^1 4=  ^  4=  ^s  {^  Glassen). 

(ß)  «1  4=  ^?  ^  =  ^8       {^^  Glassen). 

(y)  ^1  =  Cg  =  ftj  =  0     (oo*  Glassen). 

Mit  Hülfe  des  eingeführten  Begriffs  der  Hauptstrahlen  (S.  444) 
können  wir  hier  schon  die  drei  Typen  von  aplanaren  Eettencon- 
gruenzen  und  Gewindebündeln  wie  folgt  kennzeichnen: 

Eine  jede  reelle  apUma/re  KeUencongruenz  des  ersten  Tt/pus  (a)  hat 
drei  (stets  reelle)  HcmptstraMen,  die  ein  rechttvinküges  Ajvenkrem  bUden. 

Jede  reelle  aplanare  Kettencongruenz  des  zweiten  Typus  (ß)  ent^ 
hält  ein  von  H(wptstrahlen  gebildetes  ebenes  SiraUenbüschd,  und  ausser- 
dem einen  isölirten  HauptstraM,  die  Hauptaxe  des  Büschels. 

Jede  reelle  apiana/re  Kettencongruenz  des  dritten  Typus  (y)  endlich 
besteht  ganz  aus  HcmptstraMen, 

In  aUen  drei  Fallen  sind  die  HauptsiraMen  Symmetrieaocen  für 
jede  der  beiden  reciproken  Congruenzen,  und  für  jedes  der  zusammen- 
geiwrigen  Gewindebündd.  Sie  schneiden  sich  in  einem  eigentlichen  Punkte 
0,  dem  yyMittdpunktf^  der  Kettencongruenzen  und  zugehörigen  Crewinde- 
bündel,  und  dieser  bestimmt  eine  Spiegekmgy  die  die  reciproken  Bündel 
und  Kettencongruenzen  mit  einander  vertoMScht. 

Dieselbe  Eigenschaft  haben  dann  natürlich  auch  die  Spiegelungen 
an  den  Verbindungsebenen  von  je  zwei  Hauptstrahlen. 
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b)  Ein  planares  Bündel  von  Gewinden  enthalt,  wie  wir  gesehen 
haben;  stets  ein  und  nur  ein  uneigentliches  Gewinde.  Von  diesem 
Gewinde  ist  im  Allgemeinen  yerschieden  das  uneigentliche  Gewinde, 
das  dem  reciproken  Bündel  angehört.  Die  Nebenaxen  (Hauptaxen) 
beider  Gewinde  schneiden  (kreuzen  oder  schneiden)  einander  niemals 
rechtwinklig.  Wir  wählen,  in  beiden  Bündeln,  diese  Gewinde  als  Ele- 
mente der  Basis. 

Man  kann  nun,  nach  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung, 
das  Coordinatensystem  so  legen,  dass  die  unendlich  fernen  Axen 
^0  =  ^  =  0  und  ic^j  =  a?5  =  0  die  Winkel  jener  Nebenaxen  halbiren. 
Die  Basis  des  einen  Bündels  nimmt  dann  die  Form  an 


ß         ,  0        ,  gfi 

»81  +  «81  «;      «82  +  «82  «;      «88  +  «88  «    J 


(3  +  +1), 


während  die  Basis  des  reciproken  Bündels  ein  Element  {c,  0,  — qa] 
enthalten  muss.  Da  demnach  die  Hauptaxen  der  Gewinde  des  ersten 
Bündels  sämmtlich  rechte  Winkel  bilden  mit  den  Strahlen  des  Paralle- 
lenbündels 

{  1  +  Afi,   /i«,   —q  +  v£  I  , 

so  folgt  Oji  =  qa^^y  a^^  =  qa^^ .  Wenigstens  eine  der  beiden  Grössen 
^89  «88  ^^^  ^^^  ^\xSL  verschieden,  da  die  Determinante  aus  den  Ele- 
menten obiger  Basis  einen  von  Null  verschiedenen  vectoriellen  Be- 
standtheil  haben  muss  (S.  316).  Sei  etwa  a^^  ^=  0,  so  ergiebt  sich 
eine   vereinfachte  Basis  der  Form: 


e, 

"        , 

qe 

0, 

l  +  a„e, 

«»s« 

«, 

«M«       , 

1  +   «SS« 

(6) 


eine  Basis  des    reciproken   Bündels   wird   dann    erhalten,    wenn   man 
gr,  a^j^  durch  —  g,  —  a^^,.  ersetzt. 

Jetzt  suchen  wir  die ,  beiden  Congruenzen  gemeinsamen  Strahlen, 
was  zu  den  Gleichungen 

*oi  ^^  2*08  y     *oi  ""^       9.  *08 ; 

^1  =  «22*02  "T  «82*08  ;       *81     I     ^^*02  '^         «22*02  «28*08> 

*12  ^^  2*23  "1     «28*02     I     «88*08^       *12  T"  ^^*0d  ""^ 
^^  2(*28     1     2^*0l)  «82*02  «88*08 

fahrt. 

Study,  Geometrie  der  Dynamen.  29 
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Wir  bezeiclinen  unsere  Gewindebündel  und  Congruenzen  als  zum 
ersten  Typus  gehörig^  wenn  (cc)  q^O.  Es  giebt  dann  einen  einzigen 
gemeinsamen  eigentlichen  Strahl  beider  Congruenzen, 


2q 


2 


h 


indem  wir  in  diesen  die  sc^-Axe  verlegen,  eine  geeignete  Schiebung 
längs  dieser  Axe  vornehmen,  und  schliesslich  Basis  und  Bezeichnungen 
passend  wählen,  erhalten  wir  für  die  reciproken  Bündel  die  canonische 
Darstellung: 


niba) 


s 

,          0       , 

2« 

0 

-    l+i>c, 

0 

q(l+pe) 

.       0     , 

l+p*l 

«            , 

,       0     , 

qs 

0 

,    1       Pe, 

0 

2(1      P«)) 

0      , 

1  — ps  . 

(2  +  ±l,0). 


Zur  Herstellung  dieser  Doppelbasis  bedarf  man,  wie  gesagt,  ausser 
rationalen  Operationen,  der  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung. 
Sei  zweitens  $  «=  0,  so  fallen  die  zu  den  reciproken  Congruenzen 
gehörigen  Parallelenbündel  zusammen,  und  die  Basis  lässt  sich  auf 
rationale  Weise  in  die  Form  (6)  setzen.^  Die  wie  oben  au&ustellenden 
Gleichungen  (7)  ziehen  jetzt  die  Gleichungen 

nach  sich. 

Hat  die  quadratische  Gleichung 

««  +  >i,  "-^4^ 


(8) 


(9) 


2 


2 


««8  +  ^ 


=  0 


zwei  verschiedene  Wurzeln  (jnceiter  Tifpus,  ß,  von  planaren  Gewinde- 
bündeln und  Congruenzen),  so  entspricht  jeder  von  diesen  eine  Schaar 
von  oo^  Lösungen  unserer  Aufgabe,  die  ein  Parallelenbüschel  bilden. 
Beide  Büschel  sind  nothwendig  reell,  und  durchsetzen  einander  recht- 
winkUg.  Durch  eine  Bewegung  kann  man  erreichen,  dass  die  :E^-Axe 
und  die  x^-Axe  selbst  diesen  Büscheln  angehören;  so  entsteht  schliess- 
lich eine  Doppelbasis  der  Form: 
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mb/j) 


«; 

0 

0 

0, 

l  +  (j?+-r)s, 

0 

0, 

0 

l  +  {p-r)e 

(r  +  0). 


Also  anch  in  diesem  Falle  ist  die  Auflösung  einer  quadratischen  Glei- 
chung zur  Herstellung  der  canonischen  Basis  erforderlich. 

Hat  endlich  die  quadratische  Gleichung  (9)  zwei  zusammenfallende 
Wurzeln  {dritter  Typus^  y,  von  planaren  Gewindebündeln  und  Con- 
gruenzen),  so  ergiebt  sich,  lediglich  durch  rationale  Operationen,  für 
beide  Bündel  von  Gewinden  die  uns  bereits  bekannte  Form  der  Basis 


fi,         0      ,         0 
niby)       0,     l+i>fi,  0 

0,         0      ,     l±_ps 

Wir  erhalten  also  in  den  drei  Fällen  («)  c»*,  (j3)  c»*,  (y)  co^ 
Glassen  von  Gewindebündeln. 

Ein  genaueres  Studium  der  planaren  Eettencongruenzen  werden  wir 
in  §  39  vornehmen.  Hier  schon  heben  wir,  um  die  Unterscheidung 
der  drei  Typen  zu  erleichtem,  das  Folgende  hervor: 

Jede  reeUe  plana/re  Kettencongruenz  des  ersten  Typus  (a)  enthält 
einen  einzigen  HauptstraM,  Jede  reeUe  pUmare  KeUencongruenz  des 
zweiten  Typus  (ß)  enthält  zwei  (reelle)  von  Hauptstrahlen  gebildete 
zu  einander  redproke  Parallderümschd,  Jede  reelle  plana/re  Kettencon- 
gruenz  des  dritten  Typus   (y)   endlich  besteht   ganz  aus  Hauptstrählen, 

In  aUen  drei  Fällen  sind  die  Hauptstrahlen  Symmetrieaxen  für 
jede  der  beiden  reciproJcen  Congruenzen  und  für  alle  zugehörigen  Ge- 
windämndd. 


c)  <x>^  Glassen.  Dieser  Fall,  in  dem  die  beiden  reciproken  Bündel 
von  Gewinden  ihre  Hauptaxen  in  je  einem  Normalennetz  haben,  ent- 
spricht dem  unter  Hlba)  ausgeschlossenen  Grenzfall  $  =  +  1.  Eine 
rational  herstellbare  Doppelbasis  ist 


nie) 


Es  existirt  ein  Hauptstrahl,  zugleich  Symmetrieaxe  der  zusammen- 
gehörigen Figuren. 

d)  cx)*  Glassen.     Jedes  der  beiden  reciproken  Bündel  von  Gewin- 
den  hat   seine  Hauptaxen  in   einem  Parallelenbündel,   und   die  Rich- 

29* 


l+pc, 

0      ,0 

l—ps,    0,         0 

0      , 

i+i»«,  0 

1 

y 

0      ,     0,     1— jp« 

0      , 

s       ,0 

0,0,         s 
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taugen  dieser  beiden  Bündel  sind  niemals  zu  einander  rechtwinklig. 
Wir  nehnjen  an,  dass  diese  Richtungen  zur  Ebene  o^  s=  0  parallel 
sind^  und  dass  die  x^-^xe  und  die  :r:^-Aze  ihren  Winkel  halbiren^ 
was  nothigenfalls  durch  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  er- 
reicht werden  kann.     Man  erhalt  unschwer  die  Doppelbasis 


nid) 


0 

?« 
1  — ps 

0 

—  qs 


0, 
0, 

0, 


q{l+ps) 

0 

s 
g  (1  —  PB)  ]      ^     '    — 

0 


Ein  Hauptstrahl  existirt  nicht,  so  lange  9  =f=  0  (erster  Tiffm,  «, 
des  Falles  lUd);  ist  q^^^  0,  so  fallen  beide  Parallelenbündel  zusanunen, 
jeder  ihrer  Strahlen  ist  Hauptstrahl  {eweiter  Typus,  ß),  ausserdem  Sym- 
metrieaxe. 

e,  f)  (S.  S.  318).  Je  eine  Classe  von  Oewindebündeln.  Keine 
Hauptstrahlen. 

Nachdem  wir  nunmehr  alle  möglichen  linearen  Systeme  von  reellen 
Oewinden  aufgezahlt  und  classificirt  haben,  können  wir  dazu  über- 
gehen, metrische  Eigenschaften  dieser  Figuren  zu  beschreiben,  namUch 
solche  Eigenschaften  au&usuchen,  die  zwar  durch  Transformationen 
der  Oruppen  F^g  und  O^^  zerstört  werden  können,  nicht  aber  darch 
Euklidische  Bewegungen.  Wir  werden  hierbei,  nach  dem  Vorgänge 
von  R.  Ball,  unser  Augenmerk  hauptsächlich  richten  auf  die  von  den 
Hauptaxen  der  betrachteten  Gewinde  gebildeten  Figuren,  die  von  uns 
sogenannten  Ketten  ^  und  insbesondere  auf  die  in  diesen  Ketten  rat- 
haltenen  geometrischen  Oerter,  die  dadurch  entstehen,  dass  man  aus 
irgend  einem  linearen  System  von  Gewinden  nicht  constanten  Para- 
meters die  Gevrinde  heraushebt,  deren  Parameter  gleich  Null  oder 
überhaupt  gleich  einer  Constanten  ist.  Wir  werden  uns  im  Ganzen 
kurz  fassen,  werden  aber  die  interessantesten  jener  Gebilde,  die  Ketten- 
congruenzen,  einer  eingehenden  Betrachtung  unterziehen. 

ParametertiumnigfäUigkeiten  werden  wir  allgemein  die  Oerter  der 
Hauptaxen  aller  Gewinde  von  bestimmtem  Parameterwerth  in  einem  vor- 
gelegten linearen  System  nennen.  Man  erkennt  ohne  Weiteres,  dass 
diese  Oerter  mit  dem  Inbegriff  der  eigentlichen  Strahlen  eines  (eigent- 
lichen oder  uneigentlichen)  Gewindes,  oder  des  Durchschnittes  mehrerer 
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Gewinde  übereinstimmen^  also  aus  der  projectiyen  Geometrie  woUbe- 
kannte  Figuren  sind.  Wir  werden  diese  Oerter  der  kürzeren  Aus- 
drucksweise wegen  im  P  lücker 'sehen  Liniencontinuum  ergänzen^  und 
also  z.  B.  kurz  von  einem  Gewinde  reden ^  wo  wir  dessen  eigentliche 
(zunächst  reelle)  Gerade  meinen.  Bei  dem  Studium  dieser  Oerter 
kann  mit  Nutzen  ein  Satz  verwendet  werden,  der  eine  Er^nzung 
zu  dem  auf  S.  240  angegebenen  Satze  bildet,  und  den  wir  zunächst 
vorführen  wollen. 

Vermehrt  man  den  Parameter  eines  van  zwei  gegebenen  reellen  Ge- 
mnden  3£,  U,  unier  Erhaltung  seiner  Empta^oce,  um  eine  Grösse  -x-,  so 

£ 

unrd  der  Quotient  am  dem  relativen  Moment  und  dem  relativen  Co- 
moment  zweier  zugehöriger  Ältemanten  um  das  Doppelte  dieser  Grrösse 
vermehrt. 

In  Zeichen  (vgl,  S.  192,  Nr.  28,  29): 

no^        (3g'U)  _  (3gu)   ,   ,  .irr)  _.  (3g 3g)   ,   x 

Zunächst  hängt  dieser  Quotient,  da  er  homogen  ist  vom  Grade 
Null,  gar  nicht  von  den  Altemanten  selbst,  sondern  nur  von  den  zu- 
gehörigen Gewinden  ab.  Dann  aber  ergiebt  sich  der  Satz  ohne  Wei- 
teres, wenn  man  bedenkt,  dass  eine  Vermehrung  des  Parameters  von 

X  um  —  durch  Multiplication  von  Xa^  +  e3£,8  u.  s.  w.  mit  !-{•■  ks  be- 

wirkt  wird.  Wählt  man,  beide  Gewinde  zugleich  ändernd,  die  zu- 
gehörigen Grössen  A  und  (i  insbesondere  so,  dass  die  Parameter  der 
transformirten  Gewinde  verschwinden,  so  erhält  man  eine  geometrische 
Deutung  des  genannten  Quotienten:  Sind  X',  U'  die  Hauptaxen  der  Ge- 
winde X,  U,  und  Pje,  Pu  deren  Parameter,  so  ergiebt  sich  nach  §  17 
(Nr.  15,  33)  die  später  von  uns  zu  benutzende  Gleichung 

(11)       ||-^  =  2P,  +  2Ptt  -  dist.  (r,  U') .  tgang  (X',  U')- 

Eine  Folgerung  daraus  ist  der  mehrfach  nützliche  Satz  von 
R,  Ball: 

Sind  zwei  eigentliche  (reelle)  Gewinde  conjfjcgirt,  und  schneiden  sich 
zugleich  ihre  Hauptaxen  (in  einem  eigenüichen  oder  uneigenÜichen  Punkt), 
so  schneiden  sich  entweder  diese  unter  recJitem  Winkel,  oder  die  Gewinde 
haben  entgegengesetzt  gleiche  Parameter, 

Umgekehrt,  haben  zwei  eigentliche  Gewinde  eine  der  beiden  letzten 
Eigenschaften,  und  zugleich  eine  der  beiden  ersten  y  so  haben  sie  von 
diesen  a/uch  die  andere. 
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Wir  wenden  uns  nun  zu  der  in  Aussicht  genommenen  Unter- 
suchung. 

I,  V.    Systeme  erster  und  fünfter  Stufe, 

a)  Die  Basis  des  zu  betrachtenden  einzelnen  Gewindes  (erster 
Schicht)  sei  la).  (S.  445.)  Der  Parameter  irgend  eines  der  conju- 
girten  Gewinde  (zweiter  Schicht)  (vgl.  Va,  S.  445) 

(12)  {  Ti(l—pi),  t^(l—pe)  +  r^6,  r^(l—p£)  +  r^B  } 
ist  dann 

(13)  P, p+     ^«^*  +  ^»^» 


^i'  +  u'  +  t^* 


Setzen  wir  ihn  gleich  Null;  so  erhalten  wir  als  Ort  der  Haupt- 
axen  aller  dieser  Bedingung  genügenden  Gewinde  t^ :  r, :  t^it^i  t^  die 
sämmtlichen  eigentlichen  Geraden  des  Gewindes  la).  Aus  dem  eben 
bewiesenen  Satze  folgt  dann: 

Ist  ein  Oewebe  von  Gewinden  eu  einem  eigentlichen  (allgemeinen 
oder  ausgemieten)  Gewinde  reciproh,  so  sind  die  mgehörigen  oo*  Paror 
metercomplexe  P^  =  const.  von  einander  verschiedene  eigentliche  Gewinde, 
wnd  identisch  mit  denen,  die  zu  dem  redpr'oken  Gewinde  des  Getpebes 
coaoM  sind. 

Allgemeiner,  bezeichnen  wir  mit  X  das  einzelne  Gewinde  erster 
Schicht;  vom  Parameter  p,  und  mit  U  irgend  ein  Gewinde  eines  Ge- 
webes zweiter  Schicht^  das  reciprok  ist  zu  einem  mit  X  coaxialen  Ge- 
winde vom  Parameter  q,  so  folgt 

(14)  ^  =  P-«. 

Der  Quotient  aus  dem  relativen  Moment  und  dem  relativen  Co- 
moment  der  Gewinde  TU,  U  ändert  sich  also  nichty  wenn  man  das  Ge- 
winde U  in  seinem  Gewebe  vaHirt. 

Aehnliche  Sätze  gelten  in  mehreren  weiter  zu  betrachtenden  Fällen, 
wo  wir  sie  nicht  immer  hervorheben  werden. 

b)  Es  gilt  offenbar  der  Satz: 

Wird  ein  Gewebe  von  Gewinden  im  GrenzfaU  zu  einem  uneigetU- 
liehen  Gewinde  reciprok,  so  vereinigen  sich  die  zugehörigen  Parafneier' 
complexe  mit  eben  diesem  uneigentlichen  Gewinde. 

Augenscheinlich  ist,  da  es  sich  hier  nur  um  reelle  Figuren  han- 
delt, diese  Aussage  nur  ein  anderer  Ausdruck  dafär,  dass  sich  die 
Gewinde  des  Gewebes  auf  coaxiale  Bündel  vertheilen  lassen,  deren 
Hauptaxen  in  einem  planaren  Gomplex  liegen. 
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n,  IV)   Systeme  zweiter  und  dritter  Stufe. 

a,  a)  In  diesem  Falle  (r  4=  0)  bilden  die  Hauptaxen  der  Gewinde 
eines  Bündels 

(15)  {0,  (f2  +  ^i(P  +  ^)^f  <f9  +  ^9(l>  —  r)B] 

ein  Cylindroid.  Wir  führen  der  Yollsi^digkeit  halber  die  (zumeist 
bekannten)  Eigenschaften  dieser  Flache  auf;  die  weiterhin  zu  kennen 
nützlich  ist;  und  die  übrigens  vom  Leser  leicht  abgeleitet  werden 
können  *). 

D<is  reette  Cylindroid  enthält,  wie  schon  bemerkt;  zwei  stets  reelle 
JSäuptstraMenj  die  einander  rechtwinklig  schneiden.  Es  sind  das,  in 
der  canonischen  Form  (15),  die  ajj-Axe  (6^  »=  0)  und  die  x^-Axe 
(p^  =  0)  des  benutzten  Goordinatensystems.  Durch  sie  werden  alle 
übrigen  Strahlen  des  Cylindroids  inyolutorisch  gepaart  (<^2^8H~^8^2'=  0); 
derart;  dass  die  Hauptstrahlen  die  Winkelhalbirenden  (S.  9)  sind  für 
je  zwei  gepaarte  Strahlen,  unter  den  gepaarten  Strahlen  befinden  sich 
insbesondere  zwei;  die  einander  rechtwinklig  kreuzen,  und  die  wir 
Chrenjistrahlen  nennen  wollen  (6^  •  ^s  =^  i  !)•  Dies©  können  irgend 
zwei  einander  rechtwinklig  kreuzende  eigentliche  Strahlen  sein;  sie 
bestimmen,  wie  überhaupt  von  einander  verschiedene  gepaarte  Strahlen; 
das  Cylindroid  vollständig.  Die  beiden  Punkte;  in  denen  die  Grenz- 
strahlen die  Hauptaxe  des  Cylindroids  (die  a;^-Axe)  treffen,  sind  Grenz- 
punkte  für  die  Schnittpunkte  der  Hauptaxe  mit  reellen  Strahlen  des 
Cylindroids.  Solche  gehen  nur  durch  die  zwischen  den  Grenzpunkten  ge- 
legenen Punkte  der  HauptaxC;  und  zwar  durch  jeden  solchen  Punkt  ihrer 
zwei.  Diese  Strahlenpaare  bilden  eine  zweite  Involution  (tf^^a'  — 
—  ^s^«'  "^  ^)>  deren  Doppelelemente  die  Grenzstrahlen  sind.  Die  mit 
2r  bezeichnete  Grösse  ist  der  Abstand  des  Greuzstrahls  (1 : 1)  vom 
Grenzstrahl  (1  :  —  1);  gemessen  in  der  positiven  Richtung  der  aJj-Axe. 

Als  Ort  von  Punkten  wird  das  Cylindroid  dargestellt  durch  die 
Gleichung 

(16)  x^  {x^^  +  iCj*)  +  2rxQ  x^x^  =  Qy 
als  Ort  von  Ebenen  durch  die  Gleichung 


*)  Man  vergleiche  wegen  elementargeometrischer  Eigenschaften  des  Cylin- 
droids und  des  reciproken  Kettencomplexes  die  auf  S.  227  und  S.  1  citirten 
Werke  von  Plücker,  Ball  und  Schell;  femer  B.  Sturm,  Liniengeometrie 
(Leipzig,  1892—1896),  I,  Nr.  110  u.  ff.;  endlich  ein  Werk  des  Herrn  K.  Zindler 
über  (Plücker*8che)  Liniengeometrie,  das  demnächst  in  der  „Sammlung  Schubert^* 
erscheinen  soll.  Man  findet  dort  auch  eine  besonders  schöne  Abbildung  des 
Cylindroids. 
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(17)  Uo  («j«  +  w,')  +  2ru,  Wj  ttj  =  0 . 

Betrachtet  man  die  Goefficienten  der  dualen  Grossen  in  (15)  als 
Gewindecoordinaten,  so  hat  man,  den  verschiedenen  Werthen  yon  p 
entsprechend,  die  cx>^  zugehörigen  Büschel  von  Gewinden  yor  sich. 
Der  Parameter  des  einzelnen  Gewindes  ö^ :  ö^  im  Büschel  (p)  ist 

(18)  p^=_p  +  rV^. 

Er  liegt  zwischen  den  Grenzen  p — r  und  j)  +  r,  und  erreicht  diese  £&r 
die  beiden  Hauptstrahlen.  Zu  je  zwei  Sirahlen  des  Ct/lindroids,  die 
dwrch  die  Hauptstrahien  harmonisch  getrennt  sind,  gehören  in  jedem  snih 
gehörigen  Oemndehüschd  Gewinde  mit  gleichen  Parametern.  Die  Para- 
metermannigfaltigTceiten  der  oo^  eu  einem  Oylindroid  gehörigen  Gewinde- 
büschd  sind  aiso  StraMenpcuxre. 

Es  ist  übrigens  ein&cher  zu  sagen: 

Sie  sind  Paare  gerader  Linien.  Denn  die  Parametermannigfaltig- 
keiten sind,  wie  bemerkt,  allgemein  Durchschnitte  von  Gewinden,  und 
diese  können  auf  einfachere  Art  in  das  projective  Continuum  der 
reellen  und  imaginären  Geraden  hinein  ^fortgesetzt  werden,  als  in  das 
Continuum  der  reellen  und  imaginären  Strahlen.  Natürlich  muss  man 
dann  auch  das  Gylindroid  selbst  als  Ort  von  reellen  und  imaginären 
Geraden  betrachten,  was  aber,  wie  wir  wissen,  im  reellen  Gebiete 
keinen  Unterschied  macht. 

In  dem  Büschel  j?  «=  0  haben  die  Grenzstrahlen,  oder  also  die 
Grenz^m^en  des  Cylindroids  den  Parameter  Null,  und  je  zwei  von 
ihnen  harmonisch  getrennte  Erzeugende  der  Fläche  entsprechen  con- 
jugirten  Gewinden,  solchen  mit  entgegengesetzt  gleichen  Parametern. 

Die  zu  den  Gewinden  (15)  conjugirten  Gewinde  des  reciproken 
Gebüsches  sind 

(19)  {  trj  +  (ri— prjf,  r^  —  rj(i?  +  r) f,  t^  —  t^(jp  —  r)6}] 
der  jedesmalige  Parameter  ist 

(20)  f.— »+^g.:;y|,r- 

Der  Leser  wird  leicht  eine  zur  Gleichung  (14)  analoge  Gleichung 
bilden  und  daraus  die  entsprechende  Folgerung  ziehen.  Wir  heben 
nur  einen  besonderen  Fall  hervor: 

Die  oo*  Parametercongruenzen  irgend  eines  der  Gebüsche  van  Ge- 
mnden,  die  ihre  Hauptaxen  in  einem  reellen,  eu  einem  vorgelegten  Cfßifir 
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droid  reciproken  Kettencomplex  haben,  sind  Liniencongrueiusen  erster  Ord- 
nung und  1.  Classe. 

Ihre  BctöisUnien  (Brennlinien)  bilden  die  PcHrametemumnigfäUig' 
ketten  des  redproken  Büsdisls  von  Gewinden,  also  die  Paare  von  reeUen 
oder  conjugiririfnagvniiren  Geraden  des  Cylindroids,  die  von  den  Haupt- 
strählen (oder  fySauptgeraden*^  des  Cylindroids  harmonisch  getrennt  werden. 

Man  kann  also  die  Geraden  des  Eettencomplexes^  wenn  man 
diesen  als  ein  dem  Plücker^schen  lAniencontinuum  angehöriges  Gebilde 
betrachtet;  nicht  nur  auf  oo^  Normalennetze,  sondern  noch  auf  eine 
zweite  Art  auf  oo^  Liniennetze  (Congruenzen  1.  0.  1.  Gl.)  vertheilen 
(und;  wie  leicht  zu  zeigen,  auf  keine  andere  Weise). 

Jede  vom  singulären  Strahl  0  verschiedene  reelle  eigentliche  Gerade  U 
des  Kettencomplexes  schneidet  eine  Erzeugende  des  Cylindroids  unter 
rechtem  Winkel,  und  trifft  ausserdem  die  beiden  reellen  oder  conjugirt- 
imaginären  Geraden  einer  der  oo^  Parametermannigfaltigkeiten  auf  dem 
Cylindroid.  (Vgl.  Seite  57  unten.)  In  irgend  einem  zum  Gylindroid 
gehörigen  Büschel  von  Gewinden  haben  die  beiden  Gewinde,  die  zu 
dem  erwähnten  Geradenpaar  gehören,  wie  gesagt,  gleiche  Parameter, 
nämlich  solche,  die  entgegengesetzt  gleich  sind  dem  Parameter  des  zu 
U  gehörigen  Gewindes  des  reciproken  Gebüsches.  (Ball.) 

Die  Gleichung  des  Kettencomplexes  ist  dieselbe  in  Plücker'schen 
oder  Strahlencoordinaten  erster  Art: 


(21) 


*0S     *12 


2rXn9Xnst  =  0 


W*'(B 


Je  nach  der  Art  der  Fortsetzung  definirt  diese  Gleichung  einen 
quadratischen  Liniencomplex  oder  einen  quadratischen  Strahlencomplex. 

a,  ß)  Wird  r  =»  0,  geht  das  Cylindroid,  betrachtet  als  Kette,  in 
ein  Strahlehbüschel  über,  so  zerfällt  es  als  Ort  von  reellen  und  imagi- 
nären Punkten  und  Ebenen  in  leicht  kenntlicher  Weise.  AMe  Gewinde 
irgend  eines  zugehörigen  Büschels  haben  denselben  Parameter:  Das  Strahlen- 
oder yielmehr  Linienbüschel  ist  selbst  Parametermannigfaltigkeit.  Die 
cx)^  Parametercongruenzen  des  reciproken  Gebüsches,  ftir  das  jeder 
Strahl  des  Büschels  Hauptstrahl  ist,  existiren  nach  wie  vor,  ihre 
Basislinien  aber  gehören  natürlich  nicht  dem  Linienbüschel  an.  Es  sind 
Paare  von  conjugirt-imaginären  Minimalgeraden,  die  die  Hauptaxe  des 
Büschels  treffen  und  in  parallelen  conjugirt-imaginären  Ebenen  ver- 
lauf en,  deren  Mittelebene  die  Ebene  des  Büschels  ist.  Ausgenommen 
hiervon  ist  eine  zerfallende  Parametercongruenz  {p  =  0)y  die  aus  dem 
durch  das  gegebene  Büschel  bestimmten  Bündel  und  Feld  besteht. 

Die   hier   auftretende   besondere   Art   von  Liniennetzen   gestattet. 
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wie  das  Linienbüscliel  mit  eigentlichem  Scheitel^  eine  eingliedrige 
Gruppe  Yon  Drehungen.  Man  kann  diese  Botationsnetze,  beiläufig 
bemerkt,  auch  dadurch  definiren,  dass  man  einer  infinitesimalen  Schrau- 
bung alle  Punkte  einer  zur  Schraubenaxe  senkrechten  Ebene  unter- 
wirft, und  jede  Fortschreitungsrichtung  geradlinig  fortsetzt*). 

b,  a)  Conjugirte  Gewinde  eines  hierhergehorigen  Büschels  (q  =f=  0) 
und  des  reciproken  Gebüsches  sind 

(22)  {0,  <yi  +  (j)<yi  +  ?tf,U,    <y,«}, 

ihre  Parameter 

^1  ^t   —  «n  *4 


•  +  (l+3')r3« 


(23)  P„^P  +  qj\      P^  =  -p  +  - 

Die  (X>^  Parametercongruenzen  P^r=0  des  Gebüsches  haben  als 
Basislinien  einmal  eine  bestimmte  uneigentliche  Gerade  {0,  qSy  i], 
die  dem  Orte  der  Hauptaxen  des  Gewindebüschels  (22)  nickt  als  Grenz- 
lage zugehört,  sodann  eine  yeranderliche  Gerade  {0,  — 9t  P^  ]  des 
genannten  Ortes  selbst. 

Es  ist  zu  vermuthen,  dass  die  besonderen  Gewindebüschel,  mit 
denen  wir  es  hier  zu  thun  haben,  auf  einfache  Art  geometrisch  erzeugt 
werden  können,  dadurch  nämlich,  dass  man  ein  Gewinde  einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  perspectiver  Aehnlichkeitstransformationen  unter- 
wirft. Man  überzeugt  sich  wirklich  leicht  davon,  dass  jeder  eigent- 
liche Punkt  der  Geraden 

(24)  i»s  =  0,    pxQ  +  qXi  =  0 

eine  solche  Gruppe   bestimmt,   die   das   Gewindebüschel  (joi)    in  Buhe 
lässt:  Die  allgemeine  Transformation  der  zum  Punkte 

gehörigen  Gruppe        X^,  =  g3Eoo 

Xj'j  =  (1  —  *)  ^Xos  +  *2  3E,, , 
Xs'i  =  (1  —  Jc)pX„  +  Jeq^i, 

^)  Herr  Zindler  hat,  nach  gelegentlicher  Mittheilung,  die  Rotationscon- 
gruenz  1.  0.  1.  Ol.  ebenfalls  betrachtet.  Näheres  darüber  wird  in  dem  soeben 
citirten  Werke  zu  finden  sein.  Man  vergleiche  hierzn  und  zu  dem  Satze  auf 
Seite  194  auch  eine  Note  desselben  Verfassers:  „Eine  neue  Erzeugungsweise  des 
linearen  Complexes  durch  zweimalige  Botation'%  Jahresber.  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung, IV  (1894—96)  S.  99. 


der  linearen  Systeme  von  Gewinden.  459 

hat  die  genannte  Eigenschaft.  Die  den  yerschiedenen  Werthen  von 
p  entsprechenden  (reellen)  Geraden  (24)  bilden  den  Ort  der  Haupir 
axen  der  Gewinde  des  Büschels^  und  zwar  liegt  der  Punkt  x  jedesmal 
auf  der  Geraden  j>^  =  0  des  Parallelenbüschels.  Man  yervoUstandigt 
diese  Bemerkungen  leicht  zu  folgendem  Satz: 

Unterwirft  man  ein  nicht  ausgeartetes  reelles  Gewinde  dUen  perspec- 
tiven Ä^nlichkeitstransformationen,  deren  Centrum  ein  nickt  auf  der 
Hauptaxe  des  Gewindes  angenommener  eigentlicher  Punkt  o  ist,  so  ent- 
stehen aUe  Gewinde  eines  Büschels,  deren  Hauptaxen  in  einem  ParaUe- 
lenhüschd  ohne  Ha/wptstrcMen  liegen. 

Umgekehrt  kann  jedes  solche  Gewindebüschd  auf  oo^  Artefn  so  er- 
zeugt werden.  Die  Perspectivitätscentra  erfüllen  eine  bestimmte  Gerade 
des  Pa/raUdenbiischds,  das  den  Ort  der  Hauptaxen  bildet. 

Die  übrigen  eigentlichen  Geraden  dieses  Pa/ralMenbüschels  enüiaUen 
die  Centra  der  Äehnlichkeitstrcmsformationen,  die  den  übrigen  der  oo* 
susammengehbrigen  Büschel  von  Gewinden  auf  die  beschriebene  Art  zu- 
geordnet sind. 

Jedes  unserer  Büschel  von  Gewinden,  und  jedes  zugehörige  Ge- 
büsch, gestattet  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Schiebungen. 

b,  /J)  g  =  0.  AUe  Gewinde  des  Büschels  (22)  haben  denselben 
Parameter,  Die  Parametercongruenzen  des  reciproken  Gebüsches  sind 
Liniennetze  mit  zusammenfallenden  Basislinien,  die  in  der  unendlich 
fernen  Geraden  des  Parallelenbüschels  vereinigt  sind,  das  den  Ort  der 
Hauptaxen  des  Büschels  (22)  bildet. 

Unterwirft  man  ein  reelles  eigentliches  (allgemeines  oder  ausgeartetes) 
Gewinde  allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Schie- 
bungen  senkrecht  zu/r  Hauptaxe  des  Gewindes^  so  entsteht  ein  Büschel 
von  Gewinden,  dessen  Hauptaxen  parallel  und  sämmüich  Ha/uptstraJüen 
sind. 

Umgekehrt  kann  jedes  solche  Gewindebüschd  auf  diese  Weise  erzeugt 
werden. 

Jedes  solche  Büschel,  und  jedes  zugehörige  Gebüsch,  gestattet  eine 
ztveigliedrige  Gruppe  von  Schiebungen. 

c)  Die  Parametercongruenzen  eines  Gebüsches,  das  reciprok  ist  zu 
einem  Büschel  reeller  coaxialer  Gewinde,  vereinigen  sich  in  dem  hier 
ala  Liniencongruenz  1.  0.  1.  Gl.  zu  betrachtenden  Normalennetz  der 
Hauptaxe  des  Büschels.  Die  Figur  gestattet  eine  zweigliedrige  Gruppe 
von  Schiebungen,  überhaupt  die  (dreigliedrige)  Gruppe  aller  Aehnüch- 
keitstransformationen,  die  die  Hauptaxe  des  Büschels  in  Ruhe  lassen. 

d)  Das  eben  erwähnte  Normalennetz  artet  in  ein  Parallelenbündel 
aus.     Die  Figur   gestattet   die  Gruppe   aller  Schiebungen,   eine   diese 
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umfassende  viergliedrige  Gruppe  von  Bewegutigen,  und  eine  wiederain 
diese  einschliessende  fttnfgliedrige  Gruppe  von  Aehnlichkeistransfor- 
mationen.  — 

Wir  kommen  nun  zu  den  interessantesten  der  betrachteten  Gebilde, 
zu  den  aplanaren  und  planaren  Gewindebündeln  und  Eettencongruenzen. 
Die  Entwickelung  der  Theorie  auch  der  reellen  Figuren  der  Art  wird 
eine  eingehende  Berücksichtigung  imaginärer  Beziehungen  nöthig  machen. 
Dabei  werden  wir  uns,  wie  auch  mehrfach  schon  im  gegenwärtigen 
Paragraphen  geschehen^  der  Yorstellungsweisen  der  prqjecHven  Geometrie 
bedienen,  werden  also  nicht  mit  denen  arbeiten,  die  in  den  §§27... 35 
entwickelt  worden  sind  Einmal  nämlich  ist  überall,  wo  der  Begriff  des 
Punktes  ins  Spiel  kommt,  die  Methode  der  projectiven  Geometrie  ein- 
facher, ak  die  der  radial-projectiyen  Geometrie  entlehnte  Betrachtungs- 
weise. Sodann  ist  der  üebergang  von  den  projectiy- geometrischen 
Sätzen  zu  radial-projectiven  leichter  auszuführen  als  der  üebergang  in 
umgekehri^er  Richtung.  Schliesslich  wünschen  wir  Einseitigkeiten  zu 
vermeiden,  und  z.  B.  auch  der  Thatsache  gerecht  zu  werden,  dass  die 
Theorie  der  ins  Liniencontinuum  hinein  fortgesetzten  apknaren  Eetten- 
congruenzen der  Theorie  der  Liniencongruenzen  3.  Ordnung  2.  Classe 
untergeordnet  werden  kann  (wie  es  sich  zeigen  wird). 

Natürlich  muss  man  bei  solcher  Aenderung  des  Standpunktes, 
deren  Zweckmässigkeit  wir  bereits  auf  S.  298  angedeutet  haben,  mit 
Vorsicht  zu  Werke  gehen.  Setzt  man  z.  B.  die  reellen  aplanaren 
Eettencongruenzen  in  das  Gontinuum  der  reellen  und  imaginären  Qe- 
raden  hinein  fort,  so  darf  man  aus  einem  früher  abgeleiteten  Satz 
(S.  385)  nicht  schliessen  wollen,  dass  von  zwei  reciproken  Gongmenzen 
der  Art  jede  aus  allen  gemeinsamen  Normalen  von  Geraden  der  anderen 
bestehen  muss. 

Die  in  den  beiden  nächsten  Paragraphen  zu  behandelnden  m€tris(^en 
Eigenschaften  der  ,,aplanaren  Kettencongruenzen'*  sind  bereits  mehrfach  be- 
arbeitet worden,  namentlich  von  B.  Ball,  der  die  Beziehungen  dieser  von 
Plücker  gefundenen  Figuren  zu  Oewindebündeln  untersucht  hat,  und  von 
W.  Waelsch,  der  sie  als  „Transversalencongruenzen"  mit  Hülfe  von  FlÄchen 
zweiten  Grades  construirt*). 

Wir  werden  die  meisten  der  von  den  genannten  Autoren  angegebenen  Sfttze 
ableiten,  und  werden,  yermöge  einer  Weiterbildimg  des  bis  jetzt  noch  wenig 
entwickelten  analytischen  Apparats,  den  bekannten  viele  neue  Eigenschafton 
hinzufttgen  können.  Neu  dürfte  u.  A.  Alles  sein,  was  über  elliptische  Coor- 
dinaten  und  Anwendung  elliptischer^  Functionen  vorgetragen  werden  wird. 

•)  lieber  eine  Strähkncongruenz  heim  Hyperboloid.  Wien.  Ber.  v.  S.  Man 
1887. 
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§37. 

Aplanare  Gewindebündel  und  Eettenoongruenzen 

des  ersten  Typus. 

Wir  legen  der  Darstellung  des  aplanaren  6ewindebündels  in  allen 
Fällen  die  auf  S.  448  angegebene  canonische  Form  zu  Grunde.  Da- 
nach werden^  bei  bestimmtem  Werthe  der  Grösse  p^  die  Goordinaten 
jedes  Gewindes  im  Bündel  dargestellt  durch  die  Ausdrücke 

Aenderfc  man  p,  so  erhält  man  aUe  Gewindebündel^  die  zur  gleichen 
Eettencongruenz  gehören.  Bei  Auffassung  der  Grössen  X^^^  ^^  Strah- 
lencoordinaten  erster  Art  bedeuten  die  Formeln  (1)  die  Strahlen 
dieser  Gongruenz.  Legt  man  endlich  der  Grösse  p  einen  solchen  Werth 
bei,  dass  (XX)  =  0  wird,  so  kann  man  die  Grössen  (1)  als  Plücker- 
sehe  Liniencoordinaten  deuten;  es  ergiebt  sich  damit  die  analytische 
Darstellung  der  in  das  erweiterte  i^niencontinuum  (S.  284)  hinein  fort- 
gesetzten Eettencongruenz.  Wechselt  man  die  Vorzeichen  der  Grössen 
Pf  e^,  so  bedeutet  das  den  üebergang  zum  reciproken  Bündel  und  zur 
reeiproken  Eettencongruenz,  die  demnach  ebenso  dargestellt  werden 
durch  die  Gleichungen 

(2)  Uoi  =  ri,    Uo,  =  r2,     Uos  =  ^«> 

Uj8  =  — (JP— ^)^i>    U8i  =  —  (i>  — «2)^27     U12 (JP  — 0^8- 

Wir  betrachten  hier  nur  den  ersten  Typus  (a)  reeller  aplanarer 
Kettencongruerusen,  Diese  Gongruenzen  haben  eine  solche  Fülle  merk- 
würdiger metrischer  Eigenschaften,  dass  eine  ausführliche  Untersuchung 
des  Gegenstandes  gerechtfertigt  erscheint. 

Da  in  unserer  ganzen  Betrachtung  die  beiden  reciproken  Gon- 
gruenzen als  gleichberechtigt  auftreten,  so  können  wir,  ohne  eine  wirk- 
liche BeschitLnkung  einzuführen,  die  Annahme  machen,  dass  die  der 
Gleichung  «i  +  ßj  +  Cg  =  0  genügenden  reellen  irrationalen  Bewegungs- 
invarianten  e^  der  ersten  (1)  unserer  Gongruenzen  überdies  die  Un- 
gleichungen 

(3)  '  ^  >  «2  >  «8 
erfüllen. 

Die  reellen  und  imaginären  Congruenzlinien. 

Wir  erhalten  alle  eigentlichen  Geraden  des  Plücker'schen  Linien- 
continuums,  die  der  Gongruenz  (1),  der  y,ersien^^  unserer  beiden  reci- 
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proken  Congmenzen  angehören,  wenn  wir  den  Parameter  p  des  ein- 
zelnen Gewindebündels  gemäss  der  Bedingung 

(4)  (tf,«  +  «,»  -i-  tf,«)i>  -  (e,  6*  +  ei  ff,»  +  e, «,»)  =  0 

wählen.  Hier  ist  zunächst  ausgeschlossen  der  Werth  p  =  <x)y  den 
wir  aber  nachtraglich  auch  noch  in  die  Betrachtung  au&ehmen;  femer 
sind  ausgezeichnet  die  Werthe  von  6^i6^i  6^^  die  den  Werth  von  p 
unbestimmt  lassen. 

Congrumzlinien,  die  dem  Minimalcomplex  angehören^  sind  hiemach 
erstens  die  oo^  Tangenten  des  absoluten  Kegelschnitts,  die  deni  Weräie 
p  =:  oo  entsprechen,  aweitens  vier  Büschd  von  Minimalgeraden ,  deren 
jedes  eine  Tangente  des  absoluten  Kegelschnittes  enlhälty  und  gefunden 
wird,  wenn  man  die  Parameter  (y^  gemäss  der  Proportion 


(5)  <^i :  <^2 :  <^8 = y^—^ '  y^—^ '  y^—H 

wählt,  und  den  da/nn  unbestimmt  bleibenden  Werfh  von  p  variirt. 

Bei  der  Abbildung  der  Congruenzlinien  auf  die  Punkte  <f^i6^\  6^ 
der  unencUich  fernen  Ebene  wird  jedes  dieser  vier  imaginären  ParaUden- 
büschd  demnach  in  einen  einzigen  Puvikt,  nämlich  in  seinen  dem  absoluten 
Kegelschnitt  angehörigen  Scheitel,  smsammengezogen. 

Wir  nennen  diese  vier  imaginären  Punkte,  deren  Coordinaten  ans 
(5)  zu  entnehmen  sind,  Cuspidalpimkte  der  Congruenz,  und  die  Ebenen, 
in  denen  die  zugehörigen  Büschel  von  Minimalgeraden  liegen,  Ouspidal- 
ebenen.  Die  Cuspidalpunkte  sind  dieselben  fOr  beide  Gongruenzen;  die 
Cuspidalebenen  dagegen,  deren  Coordinaten  sind 

(6) 


=  y«8— ^  VV—^  1/^—^2  :  ye^—e^  :  VV—  ^i  :  V«i  —  ^j, 

gehen  bei  Yertauschung  der  ersten  Congruenz  mit  der  zweiten  über 
in  vier  neue  Ebenen 

(7)  Uq  :  u^  :  u^  :  u^  = 

Wir  haben  hiermit  beide  Gongruenzen  zu  abgeschlossene^  ConÜnuis 
er^nzt,  die  im  Plücke raschen  Liniencontinuum  verlaufen.  Beim  TJeber- 
gang  zum  Strahlencontinuum  wird  jedes  der  vier  Büschel  von  Mini- 
malgeraden durch  einen  Minimak^a^Z  ersetzt,  und  jede  Tangente  des 
absoluten  Kegelschnitts,  die  nicht  zu  einem  Guspidalpunkt  gehört, 
durch  einen  accessorischen  Strahl,  der  nicht  Minimalstrahl  ist    (§28). 
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Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  den  Gleichungen  (6)^  (7)  ist 
der  Satz: 

Die  2  •  i  Cuspidalebenen  heider  Congruenzen  bilden  zusammen  mit 
dem  durch  die  Hauptsirahlen  bestimmten  Coordinatentetraeder  eine  Figu/r 
von  drei  desmischen  Tetraedern, 

Darunter  versteht  man^  nach  G.  Stephanos,  eine  Figur  von  drei 
Tetraedern^  die,  als  Flachen  4.  Ordnung  angesehen,  in  einem  Büschel, 
und  als  Flächen  4.  Glasse  betrachtet,  in  einer  Schaar  liegen.  Ihre 
Seitenflächen  gehen  zu  dreien  durch  sechzehn  Gerade,  ihre  Ecken 
liegen  zu  dreien  auf  sechzehn  Geraden,  u.  s.  w.*). 

Durch  jeden  Punkt  6  der  unendlich  fernen  Ebene,  der  nicht  Gus- 
pidalpunkt  ist,  gehen  nach  dem  Vorgetragenen  femer  drei  Gerade, 
z.  B.  der  ersten  Gongruenz,  deren  zwei  Tangenten  des  absoluten  Kegel- 
schnittes sind.  Die  dritte  Gongruenzlinie  ist  eigentlich,  wenn  der 
Punkt  nicht  auf  dem  absoluten  Kegelschnitt  liegt,  und  vermittelt  die 
besprochene  im  Allgemeinen-eindeutige  Abbildung;  im  anderen  Falle 
vereinigen  sich  alle  drei  Gongruenzlinien. 

Aus  dem  Gesagten  lassen  sich  eine  Menge  von  weiteren  Folge- 
rungen ziehen.  Z.  B.  erkennt  man  ohne  Mühe,  dass  der  Schnitt  der 
Gongruenz  mit  irgend  einem  eigentUchen  Gewinde  als  Spur  in  der  un- 
endlich fernen  Ebene  eine  Curve  3.  0.  hat,  die  durch  die  vier  Guspi- 
dalpunkte  geht,  und  dass  das  System  sechster  Stufe  aller  Gewinde  auf 
diese  Art  projectiv  und  mithin  durchaus-eindeatig-umkehrbar  zugeordnet 
wird  dem  System  sechster  Stufe  aller  dieser  Gurven  3.  Ordnung. 
Wenn  demnach  eine  in  der  ersten  Gongruenz  enthaltene  algebraische 
Regelfläche,  die  keinen  aus  Minimalgeraden  bestehenden  irr^ducibelen 
Bestandtheil  enthält,  als  Spur  in  der  unendlich  fernen  Ebene  eine 
Gurve  n^  Ordnung  hat,  in  der  dem  t^  Guspidalpunkt  die  Multipli- 
citiLt  r|  zukommt^  so  ist  die  Ordnung  der  Fläche  3» — r^ — r^ — r^ — r^. 
Man  kann  hierauf  eine  Theorie  der  üi  cler  Gongruenz  enthaltenen 
R^elflächen  gründen;  wir  werden  aber  nur  einige  specielle  Anwen- 
dungen von  der  angeführten  Bemerkung  machen. 

Zunächst  ergiebt  sich,  dass  zu  jeder  unendlich  fernen  Geraden,  die 
keinen  Guspidalpunkt  entlult,  ein  Cylindroid  gehört,  das  in  der  Gon- 
gruenz liegt,  zwei  uneigentliche  Minimalgerade  enthält,  und  die  gege- 
bene unendlich  ferne  Gerade  zur  Leitlinie  (Nebenaxe)  hat.  Lässt 
man  die  gegebene  Gerade  ihre  Lage  ändern,  und  lässt  man  sie  sogleich 


*)  Man  vergleiche  die  Litteraturangaben  in  des  Verfassers  Trigonometrie 
(citirt  S.  210)  auf  S.  153,  wo  auch  eine  Abbildung  von  drei  reellen  desmischen 
Tetraedern  sich  findet,  die  gerade  die  im  Text  erwähnten  Eigenschaften  zeigt. 
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durch  zwei  der  Guspidalpunkte  gehen^  so  zerfällt  das  Cylindroid,  als 
Ort  von  Punkten  betrachtet,  in  zwei  Cuspidalebenen,  und  eine  dritte 
Ebene,  die  ein  von  Gongruenzlinien  gebildetes  Büschel  mit  eigenüichem 
Scheitel  tragt.    Alle  solchen  Büschel  werden  auf  diese  Weise  gefunden: 

Die  aplanare  Kettencongruenz  des  ersten  Typus  enthält  sechs  ver- 
schiedene Büschel  von  Geraden  (oder  Strahlen)  mit  eigenäichen  Scheiteln, 
Zwei  dieser  Büschel  sind  redt,  Sie  haben  ihre  Scheitel  <mf  dem  mitt- 
leren Hauptskahl  und  schicken  ihre  Ebenen  durch  eben  diesen  StraM, 

Die  reellen  Scheitel  und  Ebenen  der  zur  ersten  Gongruenz  ge- 
hörigen Büschel  haben  die  Gleichungen 

(8)  t*o  +  y Ci  —  ^  ]/^  —  «3  wj  =  0 ,  ye^  —  e^x^±ye^  —  e^x^  =  0', 
bei  der  zweiten  Gongruenz  erhält  man  entsprechend 


(9)     Wo  +  y^i  — e,  ye^—e^  «»  =  0,     ye^  —  e^  x^  +  ye^  —  e^  ar,  =  0. 

Wir  wollen  die  Scheitel  und  Scheitelebenen  der  Büschel  zugleich 
Scheitel  und  Scheitelebenen,  der  zugehörigen  Gongruenzen  selbst  nennen. 
Es  gilt  dann  der  weitere  Satz: 

Die  sechs  Scheitel  und  Scheitelebenen  sind  dieselben  für  beide  Cm- 
gruengen.  Durch  jeden  Scheitel  gehen  zwei  Cuspidalebenen  jeder  Can- 
gruem.  Jede  Scheitdd>ene  verbindet  einen  HauptstraU  mit  zweien  der 
Guspidalpunkte. 

AMe  Gylindroide  in  beiden  Gongruenzen  gehen  durch  die  sechs 
Scheitel,  und  aUe  berühren  die  sechs  Scheitelebenen. 

Eine  besondere  Folgei-ung  ist  femer  der  Satz: 

Sind  o\  o"  zwei  verschiedene  reelle  eigenUiche  Punkte,  und  (o\  a>"  zwd 
verschiedene  mit  beiden  Punkten  vereinigt  liegende  redle  Ebenen,  so  bestimmen 
die  beiden  Strahlenr-  (oder  IAnien-)büschd  (o\  ©")  und  (o",  (o')  dne 
aplanare  Kettencongruenz  des  ersten  Ttfpus,  als  Ort  der  reellen  StrcMen, 
die  auf  •verschiedenen  Strahlen  beider  Büschd  senkreckt  stehen,  und  ihrer 
Grrenzlagen.  Ebenso  bestimmen  die  Büschd  (p',  m')  und  (p",  o")  die 
reciproke  Gongruenz. 

Umgekehrt  kann  jede  redle  apkmare  Kettencongruenz  des  ersten 
Typus  auf  eine  einzige  Weise  so  erzeugt  werden. 

Wie  aus  dem  Folgenden  hervorgehen  wird,  liegen  die  Fusspankte 
der  gemeinsamen  Normalen  zwischen  Strahlen  der  gegebenen  Büschel 
im  Inneren  oder  an  der  Grenze  zweier  Kreisflächen,  die  so  durch  die 
erzeugte  Gongruenz  (2 -2) -deutig  auf  einander  abgebildet  werden. 
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Die  Hauptaxen  der  sechs  ebenen  Büschel  ^  die  in  der  ersten  Con- 
gruenz  enthalten  sind,  liegen  in  der  zweiten.  Wir  nennen  sie  Focal- 
axen  der  ersten  Congruenz.     Von  ihnen  gilt  der  Satz: 

Die  sechs  FoccHaxen  einer  aplana/ren  Kettencongrvensi  des  ersten  Typus 
sind  die  Schnitüinien  von  je  zweien  der  gur  sdben  Congruenz  gehörigen 
Cuspid(üd>enen. 

Die  beiden  reellen  Focalaxen  der  ersten  Gongraenz  haben  die 
Parameter 


(10)  Tj :  Tg :  Tg  =  ")/ei  —  Cg :  0  :  +  Ve^  —  e^, 

die  der  zweiten  die  Parameter 


(11)  (Ji  :  (jj :  tfg  =  Vh—^  •  0  :  +  j/eg  —  c» . 

Wir  betrachten  ferner  solche  ebene  Curven  3.  0.,  die  in  eine  Gerade 
und  einen  Kegelschnitt  durch  die  vier  Cuspidalpunkte  zerfallen.  Dann 
ergiebt  sich  zunächst: 

Die  reeUen  Geraden  einer  jeden  aplana/ren  Kettencongruenz  des 
ersten  Typus  lassen  sich  auf  eine  einzige  Weise  auf  oo*  (coaaiale)  Hyper- 
boloide vertheüen.  Auf  dieselben  Flächen  vertheüen  sich  dann  auch  die 
reellen  Geraden  der  reciprdken  Congruenz. 

Bezeichnen  wir,  aus  einem  Gbunde,  der  sogleich  deutlich  werden 
wird,  die  Flächen  2.  Grades,  die  Eeg6Isch^itte  durch  die  vier  Cuspi- 
dalpunkte zu  Bildern  (Spuren)  haben,  allgemein  als  Parameterflächen, 
so  ergiebt  sich  weiter: 

Die  auf  irgend  einer  der  oo^  Parameterflächen  gelegenen  Geraden 
einer  apianaren  Kettencongruenz  des  ersten  Typus  können  mit  jedem  der 
in  der  Coftgruenz  gelegenen  Cylindroide  durch  ein  einziges  Gewinde  ver- 
bunden werden,  D.  h,  die  genannten  Erzeugenden  der  Fläche  und  die 
Erzeugenden  des  Cylindroids  bilden  zusammen  den  vollständigen  Durch- 
schnitt der  Congruenz  mit  dem  Gewinde. 

Die  Flächen  2.  Grades,  zu  denen  wir  hier  gekommen  sind,  ver- 
dienen eine  nähere  Untersuchung. 

Die  Parameter  flächen. 

Verlangen  wir  zu  wissen,  unter  welchen  Umständen  sich  zwei  nicht 
dem  Minimalcomplex  angehörige  Gerade  beider  Gongruenzen  schneiden, 
so  erkennen  wir,  dass  diese  Forderung  auf  zu^ei  ganz  verschiedene 
Arten  befriedigt  werden  kann.     Sie  ist  nämlich  erstens  erfüllt,  wenn 

(12)  ÖlTi  +  ^gtg  +  tfjTj  =  0 . 

Stady,  Geometrie  der  Dynamen.  3U 
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Beide  Congruenzlinien  schneiden  dann  einander  unter  rechtem  Winkel. 
Halt  man  die  eine  fest,  so  durchläuft  die  andere  ein  Cylindroid  oder 
ein  ehenes  Büschel.  Die  fragliche  Bedingung  ist  aber  auch  dann  er- 
füllt, wenn 

^      ^  er,«  +  (F.«  +  V        -P-        ,;.  +  ,,.  +  ,,.        • 

Die  zu  demselben  Werthe  von  p  gehörigen  Geraden  6,  x  und  ihre 
dem  Minimalcomplex  zugehörigen  Grenzlagen  müssen  in  diesem  Falle 
offenbar  die  beiden  Sehaaren  von  Erzeugenden  einer  Flache  2.  Grades 
sein.  Diese  Geraden  bilden  aber  zugleich  den  Ort  Yon  Gewinden 
verschwindenden  oder  überhaupt  constanten  Parameters  in  irgend  einem 
der  linearen  Systeme  dritter  Stufe,  die  zu  beiden  Gongruenzen  gehören. 
In  der  That  sind  die  Parameter  der  Gewinde  (1),  (2) 


(14)     Po=p-'-^'^^y^^,    Pr P  +  ^i 


+  ««T,«   +  <^T,» 


Man  erhalt  also  die  Bedingung  (13)  des  Schneidens  der  Geraden  6^  r, 
wenn  man 

(15)  K+Pr-0 

setzt.  Wir  haben  also  die  (von  R.  Ball  so  genannten)  Parainder- 
flächen  vor  uns.  (Vgl.  die  Definition  auf  Seite  452.)  Zu  jedem  Werthe 
von  p  gehört  eine  solche  Fläche;  wir  können  daher  kurz  von  der 
„Parameterfläctie  p"  reden.  Die  Gesammtheit  der  oo^  Parameterflächen 
wird  ein  abgeschlossenes  Continuum^  wenn  man^  dem  Werthe  p  =  oo 
entsprechend^  den  absoluten  Kegelschnitt  hinzufügt. 

Es  ist  nicht  schwer  ^  die  Parameterflächen  durch  Gleichangen 
zwischen  Punkt-  oder  Ebenencoordinaten  darzustellen:  Man  findet  als 
Gleichungen  der  „Fläche  p"  die  folgenden: 

/^gx  0=(p  —  6i)  {p  —  6,)(l>—  ^)  V  + 

+  {P  —  ^)^1^  +  (P  —  «2)  V  +  (JP  —  ^s)^ü\ 

,j^x  0  =  V  +  (j'  —  «2)  (p  —  ^X  + 

+  (JP  —  «3)(l>  —  O  V  +  (P  —  ^1)(P  —  <52)  V- 

Hieraus  schliesst  man  unter  Anderem: 

Jedes  reeUe  geradlinige  Hyperboloid  (das  Iceine  BotcMonsftäche  ist), 
ist  Parameterfläche  eines  einzigen  Paars  von  reciproTcen  aplanaren  Ketteih 
congruenzen  (des  ersten  Typus). 

Die  gemeinsamen  Normalen  von  je  zwei  reellen  oder  conjogirir 
imaginären  Erzeugenden  zweiter  (erster)  Art   irgend  einer  Parameter- 
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flache  p  sind  alle  reellen  Geraden  der  ersten  (zweiten)  Eettencongruenz. 
Es  ist  aber  wohl  zu  beachten^  dass  mit  Hülfe  von  reellen  Erzeugenden 
anf  diese  Art  nar  solche  Congruenzlinien  gefunden  werden,  deren  nn- 
endlich  ferne  Punkte  nicht  innerhalb  des  Kegelschnittes 

®  ^P  —  ^iP  —  ^iP-h 

liegen,  in  dem  der  zum  Asymptotenkegel  des  Hyperboloids  p  normale 
Kegel  die  unendlich  ferne  Ebene  trifFfc. 

Ausser  Hyperboloiden,  die  durch  die  eine  oder  andere  der  Unglei- 
chungen 

(18)  ^>i>>^,    ^>P>^ 

charakterisirt  sind,  enthalt  die  Schaar  der  Parameterflächen  mit  reellem 
Polarsystem  noch  solche  ohne  reelle  Punkte,  entsprechend  den  Un- 
gleichungen 

(19)  P>ei,    ei>j?; 

sie  enthalt  femer  vier  Flächen  von  verschwindender  Discriminante,  ent- 
sprechend den  Werthen 

(20)  P=<x),   Ci,  ^,  e^. 

Die  erste  von  diesen  ist  der  absolute  Kegelschnitt,  die  drei  ande- 
ren zerfallen  als  Oerter  von  Punkten  in  je  eines  der  drei  Paare  von 
Scheitelebenen,  und  als  Oerter  von  Ebenen  in  je  eines  der  drei  Paare 
von  Scheiteln. 

Neben  den  ausgearteten  Flächen  (20)  yerdient  bemerkt  zu  werden 
die  Parameterfläche  p  =  0.  Sie  ist  unter  allen  als  Oerter  von  Punkten 
betrachteten  Parameterflächen  die  einzige,  die  conjugirt  (apolar)  ist  zu 
dem  als  Ort  von  Ebenen  betrachteten  absoluten  Kegelschnitt  Ihrem 
Asymptotenkegel  können  also  rechtwinkUge  Dreikante  eingesehrieben 
werden.  Diese  Fläche  p=^0  nimmt,  wie  sich  finden  wird,  in  unserer 
Theorie  eine  ganz  ausgezeichnete  Stellung  ein. 

Bemerkenswerth  ist  die  Yertheilung  der  Parameterflächen  im 
Kaume. 

JMe  Parameterflächen  liegen  in  einem  Nebs  coaxialer  Flächen 
2.  CtassCy  das  den  absoluten  Kegelschnitt  enthält,  Basisebenen  des  Netaes 
sind  die  2.4  Cuspidaiebenen  beider  CongrtAeneen,  die  aiso  von  aüen 
Parameterflächen  berührt  werden. 

Jede  vom  absoluten  Kegelschnitt  verschiedene  Parameterfläche 
enthält  ein  einziges  Quadrupel  von  Minimalgeraden  in  jeder  von  beiden 

30* 
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Gongruenzen,  und  die  in  den  Cuspidalebenen  beider  Congmenzen  ge- 
legenen acht  Büschel  von  Minimalgeraden  sind  durch  Yermittelnng 
des  binären  Gebietes  (p)  projectiv  auf  einander  bezogen.  Unschwer 
erkennt  man: 

Jede  reelle  oder  imaginäre,  eigenüiche  oder  tmeigenüiche  Gerade  einer 
aplanaren  Kettencongruenz  des  ersten  Typus  liegt  a/uf  einer  einzigen  Pa- 
rameterfläche. 

Dieser  Satz  verliert^  wie  mancher  andere^  seine  Gültigkeit  bei 
specielleren  Eettencongruenzen. 

Die  2 .  6  Focalaxen  der  beiden  Congruenzen,  also  die  Hauptaxen 
der  2  .6  auf  den  zerfallender^  Parameterfläcihen  gelegenen  dienen  Büsdid 
sind  gemeinsame  Focalaxen  für  aUe  Flächen  des  zuvor  genormten  Netzes, 

D.  h.,  jedes  Paar  zu  einander  orthogonaler  Ebenen  durch  irgend  eine 
dieser  zwölf  Geraden  ist  conjugirt  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Netzes. 
Hieraus  folgt: 

Aus  jedem  der  sechs  Scheitel  werden  die  Flächen  des  Netzes,  und 
insbesondere  also  auch  die  Parameter  flächen,  durch  confoccile  Kegd  pro- 
jicirt. 

Im  Falle  der  beiden  reellen  Scheitel  z.  B.  sind  die  Gleichungen 
dieser  2  •  cx)^  Eegel 

Es  sind  also  die  Erzeugenden  des  Kegels,  der  die  Parameterfiäche  p 
aus  einem  Scheitel  projicirt,  senkrecht  zu  den  Ebenen  des  Asymptoten- 
kegels der  Parameterfläche  —  p  —  e^. 

Lässt  man  p  in  den  Werth  e^  übergehen,  so  nähert  sich,  falls  e^ 
nicht  verschwindet^  der  Projectionskegel  (21)  ungeachtet  des  Zer&Uens 
der  Fläche  p  =  e^  einer  Grenzlage,  die  ein  irreducibeler  Kegel  ist. 

Die  zwölf  Focalaxen  vertheilen  sich  zu  yieren  auf  die  drei  Para- 
meterflächen j?  «=  —  2e^. 

Evident  ist  folgender  Satz: 

Die  Parameterflächen  sind  concydisch,  Sie  liegen  überdies  in  einem 
Bimdd  coaxialer  Flächen  2.  Ordnung,  das  ein  Büschel  concentrischer 
Kugeln  enthiät.  Die  sechs  Scheitdebenen  sind  gemeinsame  cydische  Ebenen 
für  alle  Flächen  des  Bündels.  Die  acht  Basispunkte  des  Bündels  sind 
zu  zweien  in  den  vier  Cuspidalpunkten  vereinigt. 

Wir  kommen  nun  zu  einem  Hauptsatz  unserer  Theorie,  der  die 
Quelle  der  wichtigsten  unter  den  folgenden  Entwickelungen  wird: 
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Je  drei  (verschiedene  oder  eusammenfallende)  Parameter- 
ßächen,  deren  Parameter*)  p=Pij  p^,  p,  durch  die  Gleichung 

(22)  Ä+A+Ä  =  0 

verbunden  sind,  liegen  in  einem  bestimmten  Büschel  von  Flächen 
2.  Ordnung^  und  jedes  dieser  oo^  Büschel  enthält  eine  der  er- 
wähnten Kugeln,  nämlich  die  Kugel 

(23)  (^Cj+CjCi  +  ei^— jpjij,— ^3jPi  — ftj)2)V+^i*  +  V  +  V  =  0. 

Die  Factoren^  mit  denen  man  die  linken  Seiten  der  Pnnktglei- 
chungen  (16)  der  drei  Flächen  ausstatten  muss^  um  die  Summe  Null 
zu  erhalten^  sind  proportional  zu  p^  — Ps7  P&  —  Pd  Pi  — jPs-   ^^  folgt: 

Die  drei  Parameter  flächen,  die  dwrch  einen  vorgeschriebenen  eigent- 
lichen Punkt  gehen,  schneiden  sich,  wenn  sie  nicht  aüe  eusammenfallen, 
in  einer  sphärischen  Curve  4.  Ordnung. 

Das  durch  den  Mittelpunkt  o  unserer  Congruenzen  bestimmte 
Büschel  concentrischer  Eugeln  hat  noch  eine  andere  im  Rahmen  unserer 
Theorie  wichtige  Beziehung  zu  den  Parameterflächen.  Es  wird  näm- 
lich gebildet  von  den  (vom  Verfasser  so  bezeichneten)  UmfassungS" 
kugeln  (director  spheres)  dieser  Flächen,  umschreibt  man  den  Pol- 
tetraedem  einer  dieser  Flächen  Eugeln,  so  sind  diese  nach  einem  be- 
kannten und  leicht  zu  beweisenden  Satze  sämmtlich  orthogonal  zu  einer 
bestimmten,  mit  der  Fläche  concentrischen  Eugel,  eben  deren  y,üm- 
fassungskugeP^  Diese  ist ,  wie  aus  ihrer  Definition  sich  ergiebt, 
identisch  mit  dem  Ort  aller  Punkte,  von  denen  aus  der  Fläche  Tripel 
zu  einander  orthogonaler  Ebenen  umschrieben  werden  können;  ihre 
Oleichung  ist  daher,  in  unserem  Falle: 

(24^    ^(j?  —  ^)0?  —  ^)  +  (j?  —  ^s){p  —  ^i)  +  (j>  —  ^i)(jP  —  ^)]^o^  + 

^   ^  +V  +  V  +  V  =  o. 

Berücksichtigt  man,  dass  e^  -^  e^ -{-  e^  =  0  ist,  so  ergiebt  sich: 


*)  Die  von  P lücker  unseres  Erachtens  recht  unglücklich  gewählte  Bezeich- 
nung f,Parameter^*  für  die  absolute  Bewegungsinvariante  eines  Gewindes  kommt 
mehrfach  in  Collision  mit  der  sonst  üblichen  Bedeutung  des  Wortes  Parameter, 
die  wir  ebenfalls  verwenden,  p  ist,  im  üblichen  Sinne  des  Wortes,  Parameter 
des  einzelnen  unserer  Gewindebündel  und  der  entsprechenden  Parameterfl&che 
P^ssrO;  jedes  einzelne  Gewinde  des  Bündels  hat  dann  wieder  einen  sogenannten 
Parameter  P^.  —  Es  genügt  wohl,  diesen  üebelstand  angemerkt  zu  haben,  um 
das  Entstehen  von  Missverständnissen  zu  yerhindem. 
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Jede  Kugely  die  mit  den  beiden  apianaren  Kettencongruemen  con- 
cenbrisch  ist,  ist  ümfassungskugd  für  zwei  Pa/rameterflädieny  die  gu  ent- 
gegengesetzten Parametern  p,  — p  gehören.  Atis  jeder  dieser  Flädien 
schneidet  sie  den  Ort  aUer  Punkte  aus,  in  denen  sich  ztvei  Erzeugende 
unter  rechtem  Winkd  treffen. 

Der  letzte  Theil  des  Satzes  ist  eine  Folge  einer  unmittelbar  nach- 
zuweisenden Eigenschaft  der  ümfassungskugeln. 

Auch  aus  diesem  Satz  ergeben  sich,  wie  wir  sehen  werden^  wich- 
tige Folgerungen. 

Aplanare  Gewindehündel  des  ersten  Typus. 

Wir  erganzen  das  Vorausgehende  durch  eine  kurze  Betrachtang 
def  Beziehungen  imserer  Congruenzen  zu  den  zugehörigen  Gewinde- 
bündeln. 

Seien  zwei  Gewindehündel^  zur  ersten  und  zweiten  Congruenz  ge- 
hörige durch  die  entsprechenden  Werthe  p^  und  p^  von  p  bezeichnet^  und 
bilden  wir^  wie  früher^  den  Quotienten  aus  dem  relativen  Moment  und 
dem  relativen  Comoment  von  zwei  Gewinden  3E  und  U  dieser  Bündel, 
so  erhalten  wir  einen  sehr  einfachen  Ausdruck 

ZORN  (^  ^) 

(26)  (St4'=ä-A- 

Dieser  Ausdrusch  ändert  sich  also  nicht,  wenn  man  die  beiden  Ge- 
winde in  ihren  Bündeln  va/riirt. 

Lässt  man  beide  Gewinde  ausarten,  so  kann  man  die  Goordinaten 
^ik9  ^ih  ansehen  als  Plücker'sche  Goordinaten  von  zwei  Geraden,  die 
auf  den  zu  den  Gewindebündeln  gehörigen  Parameterflächen  P^  =  0, 
P^  SS  0  liegen.  Man  erhält  dann  die  weitere  Gleichung  (vgl.  §  36, 
Nr.  11): 

(26)  -  dist(X,  U)  .  tg  ang(3e,U)  =  ft  - ft. 

Diese  Grösse  ändert  sich  also  nicht,  wenn  man  die  Geraden  X,  U 
der  beiden  Congruenzen  auf  irgend  zwei  Parameterflächen  variirt. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich  unsere .  JS[ieitencongruenzen  auf 
mannigfache  Art  elementargeometrisch  erklären,  .  {^assen  wi)r  Ji^'ßu  U 
der  Reihe  nach  zusammenfallen  mit  den  Hauptstrahlen  3i9  «Ba;  3»>  ^^^ 
Goordinatenaxen,  so  entstehen  die  drei  Gleichungen 

—  dist(X,3J.tgang(3E,8J=i>  — c„    (a  =  1,2,3) 

die  eine  vollständige  Interpretation  der  Grössen  p,  e^  enthalten,  und  bei 
gegebenem  p  die  einzelne  Parameterfläche,  bei  veränderlichem  p  die 
erste  Congruenz  definiren. 


Zugehörige  Gewindebündel.  471 

Zur  gegebenen  Eettencongruenz  gehören  rerschiedene  Arten  von 
reellen  Gewindebündeln^  die  durch  die  Gestalt  der  zugehörigen  Para- 
meterflächen P^  =»  0  unterschieden  werden  können.  Sieht  man  von  den 
Fallen  p  "===  e^,  e^,  e^  ab,  so  kann  man  hyperbolisch  die  Bündel  nennen, 
zu  denen  als  Parameterfläche  je  ein  Hyperboloid  (Nr.  18)]  gehört,  eUip- 
tisch  die  übrigen  (Nr.  19). 

Bei  jedem  zur  betrachteten  Kettencongruenz  gehörigen  (hyperbolischen) 
Bündel  von  (redien)  Gewinden  wird  die  erste  Schaa/r  von  Erzeugenden  der 
Parameterfläche  P^  =  0  gebildet  von  den  Ha/uptaxen  der  (reellen)  aus- 
gearteten Gewinde  des  Bündeis,  tmd  sie  ist  zugleich  Durchschnitt  aller 
(reellen)  Gewinde  des  reciproken  Bündels.  Die  a/ndere  Schaar  von  Er- 
zeugenden hat  dieselbe  Beziehung  zu^r  zweiten  Congruenz.    (Plücker.) 

Ein  elliptisches  Bündel  enthält  dagegen  weder  reelle  ausgeartete 
Gewinde,  noch  haben  seine  Gewinde  reelle  gerade  Linien  mit  einander 
gemein. 

Für  die  drei  Hauptstrahlen  erreichen  die  Parameter  der  Gewinde 
jedes  Bündels  stationäre  Werthe;  für  die  reellen  Gewinde  eines  Bün- 
dels erster  Schicht  erreicht  der  Parameter  P^  ein  Maximum  p  —  e^ 
{Minimum  p  —  e^),  wenn  die  Hauptaxe  des  Gewindes  die  a;^-Axe  (die 
iPj-Axe)  wird. 

Den  ausgearteten  Parameterflächen  1>  =  ^>^;^  entsprechen  Ge- 
windebündel, deren  jedes  mit  dem  reciproken  Bündel  ein  Gewinde  ge- 
mein hat.  Diese  Gewinde  sind  natürlich  ebenfalls  ausgeartet.  Ihre 
Hauptaxen  sind  die  drei  Hauptstrahlen,  die  je  einer  der  Flächen  2.  Ord- 
nung p  =^  Ci  als  Doppelcurven  angehören. 

Aus  den  Hyperboloiden  unter  den  Parameterflg^^hen  ergeben  sich 
femer  einfache  reelle  Erzeugungen  der  zugehörigen  Bündel  von  Gewin- 
den. Paart  man  die  Erzeugenden  erster  Art  involutorisch,  so  liegen 
nach  einem  bekannten  Satze  v.  Staudt's  die  gemeinsamen  Secanten 
gepaarter  Strahlen  in  einem  Gewinde.  Alle  möglichen  involutorischen 
Paarungen  liefern  auf  diese  Art  alle  nicht -ausgearteten  Gewinde  eines 
hyperbolischen  Bündels,  dessen  Hauptaxencongruenz  unsere  erste  Con- 
gruenz ist.  Alle  hyperbolischen  Bündel  ergeben  sich  auf  diese  Weise 5 
zu  den  elliptischen  kann  man  von  irgend  einem  unter  ihnen  durch 
Addition  einer  Constanten  zu  den  Parametern  der  einzelnen  Gewinde 
kommen,  und  ebenso  zu  den  speciellen  Bündeln  p  =  e^,  6^,  e^.  Das 
Bündel  p^e^  kann  übrigens  auch  unmittelbar  mit  Hülfe  der  beiden 
oben  (S.  464)  betrachteten  Linienbüschel  erzeugt  werden:  an  Stelle  der 
y.  Staudtschen  Erzeugungsweise  des  Gewindes  ist  deren  Grenzfall,  die  von 
Sylvester  angegebene  Erzeugungsart  zu  setzen.  Es  werden  dabei  die 
soeben  genannten  Linienbüschel  projectiy  so  auf  einander  bezogen,  dass 
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ihr  gemeinsamer  Strahl  sich  selbst  entspricht  Die  gemeinsamen  Se- 
canten  zugeordneter  Geraden  und  ihre  Grenzlagen  erfüllen  ein  Gewinde. 
Alle  so  construirten  cx>^  Gewinde  liegen  in  dem  speciellen  Bündel 
p  «=  6^:  das  reciproke  Bündel  wird  ebenso  mit  Hülfe  der  beiden  anderen 
Linienbüschel  gefanden. 

Congruenzlin  ien  durch  gegebene  Punkte  und  in  gegebenen  Ebenen. 

Man  ermittelt  auf  verschiedene  Arten  sehr  leicht,  dass  die  aplana- 
ren  Kettencongruenzen  des  ersten  (und  zweiten)  Typus  im  Sinne  der 
projectiv-geometrischen  Classification  zur  Ordnung  3  und  Classe  2  ge- 
hören. Eine  tiefer  dringende  Theorie  verlangt  aber  überall  nicht  blos 
die  Ermittelung  solcher  Zahlen,  sondern  die  wirkliche  Aufstellung  und 
Erörterung  der  zugehörigen  algebraischen  Gleichungen,  mit  Einschluss 
aller  Grenzfälle. 

Wir  verlangen  also  zunächst,  die  durch  einen  beliebig  vorgelegten 
Punkt  gehenden  Geraden  z.  B,  der  ersten  Gongruenz  zu  bestimmen. 

Wir  betrachten  zu  diesem  Zweck  die  Gleichung  (16)  als  eine 
cubische  Gleichung  für  p.  Jeder  Wurzel  wird  dann  (von  sogleich  zu 
erörternden  Ausnahmefällen  abgesehen)  eine  bestimmte  Gerade  jeder 
von  beiden  Gongruenzen  zugeordnet  sein: 

Die  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  auf  irgend  einer  Parameter- 
fläche  p  müssen  sich  rational  trennen  lassen. 

Die  wirkliche  Durchführung  des  Gedankens  erfordert  eine  einiger- 
massen  umständliche  Rechnung.  Wir  geben  einfach  das  Resultat  an. 
Setzen  wir.  zur  Al^ürzung 

und  nehmen  wir  das  Bestehen  der  Gleichung  (16)  zwischen  den  Punkt- 
coordinaten  x^  und  dem  Parameter  j)  an,  so  sind  die  Parameter  tf,.  der 
X  enthaltenden  und  auf  der  Fläche  p  liegenden  Geraden  der  ersten 
Gongruenz  im  Allgemeinen  gegeben  durch  die  Proportion 


<yi  :  <yj  :  a,   = 


-""■  x^  Xa  """'  Cwo  Xq  Xa  m    X»  ~^  tt«  a*  Xn  i  x^  Xa  "T"  a*  Xq  Xf  ^—^ 

=^  X^X^  -f-  A2^o^2   •  •^i'^s         a^^XQX^^   I     Xt^    -fr  (^i^i^Q  • 

Diese  Ausdrücke  werden  aber  alle  oder  zum  Theil  unbrauchbar, 
erstens,  wenn  x  einer  der  sechs  Scheitel  der  Gongruenz  ist,  zweitetis, 
wenn  x  ins  üaendliche  rückt.     Ist  x  z.  B.  der  reelle  Scheitel 

1:0:  +  Ye"—  e^  V<^-^3  ■  0, 
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80  geht  durch  x  zanächst  das  Linienbüschel 

indem  6^  beliebig  bleibt;  ausser  diesen  Geraden,  zu  denen  der  mittlere 
Hauptstrahl  (e^  =  oo)  der  Gongruenz  gehört,  geht  durch  den  Scheitel 
noch  eine  der  Congruenz  angehörige  isolirte  Congruenzlinie,  nämlich 
eine  Focalaxe  der  reciproken  Gongruenz: 


Rückt  X  ins  Unendliche^  aber  Hickt  auf  den  absoluten  Kegelschnitt,  so 
werden  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (16)  unendlich;  sie  entsprechen 
den  durch  x  gehenden  Tangenten  des  absoluten  Kegelschnittes.  Rückt 
X  auf  den  absoluten  Kegelschnitt,  aber  nicht  in  einen  Cuspidalpunkt, 
so  werden  alle  drei  Wurzeln  unendlich.  Ist  x  endlich  ein  Cuspidal- 
punkt, so  liefert  (27)  alle  Geraden  des  zugehörigen  Büschels  von 
Minimalgeraden,  da  in  diesem  Falle  p  unbestimmt  bleibt.  — 

Betrachten  wir  einen  eigentlichen  Punkt  x,  und  nehmen  wir  an, 
dass  er  nicht  auf  der  weiterhin  noch  näher  zu  untersuchenden  Brenn- 
fläche beider  Gongruenzen  liegt  (also  nicht  so  beschaffen  ist,  dass  die 
Discriminante  der  cubischen  Gleichung  für  p  verschwindet),  so  werden 
die  beiden  durch  x  gehenden  Tripel  von  Gongruenzlinien  jedes  von 
verschiedenen  Geraden  gebildet.  Sie  vertheilen  sich  auf  die  drei  x  ent- 
haltenden Parameterflächeu. 

Die  genannten  Tripel  bilden  zwei  durch  den  absoluten  Kegel  des 
Punktes  x  einander  polar  zugeordnete  Dreikante.  Die  Verbindungs- 
ebenen entsprechender  Kanten,  d.  i.  die  Höhen  jedes  der  beiden  Drei- 
kante sind  die  Tangentialebenen  im  Punkte  x  fQr  die  drei  durch  x 
gehenden  ParameterjQächen.  Sie  schneiden  sich  in  der  zu  x  gehörigen 
Tangente  der  sphärischen  Durchdringnngscurve  der  drei  Parameter- 
flächen. Die  Plücker'schen  Goordinaten  jener  Höhenschnittlinie,  aus- 
gedrückt durch  X,  sind 

(28)      $01  =  («i  —  ^3)  ^0  ^2  ^ZJ    ^88  =  («1  —  ^2)  ^1  ^2^  —  (^  —  «1)  ^1  ^8^ 

u.  8.  w.  Diese  -ausdrücke  werden,  unter  der  genannten  Voraussetzung, 
unbestimmt  nur  för  den  Mittelpunkt  der  beiden  Gongruenzen.  — 

Wir  verlcmgen  femer,  die  in  einer  beliebig  gegebenen  Ebene  liegen- 
den Geraden  der  ersten  Congruenz  zu  finden. 

Das  anzuwendende  Verfahren  ist  dasselbe  wie  zuvor.  An  Stelle 
der  cubischen  Gleichung  (16)  tritt  jetzt  die  quadratische  Gleichung  (17). 
Die  Parameter  6^  der  zur  Wurzel  p  der  Gleichung  (17)  gehörigen  Ge- 
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raden^  die  in  einer  vorgeschriebenen  eigentlichen  Ebene  u  liegt,  sind  im 
Allgemeinen: 


6^   :   6^ 


H   = 


(29) 


Die  Ausdrücke  werden  aber  ganz  oder  theil weise  onbrauchbar,  ers^Um^ 
natürlich,  wenn  u  eine  der  sechs  Scheitelebenen  ist,  zweitens ,  wenn 
u  den  absoluten  Kegelschnitt  berührt.  Ist  im  zweiten  Falle  der  Be- 
rührungspunkt kein  Cuspidalpunkt,  so  wird  eine  der  Wurzeln  der 
Gleichung  (17)  unendlich;  man  erhält  die  zugehörige  Tangente  des 
absoluten  Kegelschnitts,  und,  der  anderen  Wurzel  entsprechend,  aus 
(29)  eine  eigentliche  Gerade.  Ist  der  Berührungspunkt  ein  Cuspidal- 
punkt,  u  aber  nicht  Basisebene  der  Parameterflächen,  so  werden  beide 
Wurzeln  unendlich,  und  die  zugehörige  Tangente  des  absoluten  Kegel- 
schnitts tritt  doppelt  zählend  auf.  Ist  u  eine  Ebene  der  ausgeschlosse- 
nen Art,  Cuspidalebene  der  ersten  oder  auch  zweiten  Oongnienz,  so 
lässt  die  Gleichung  (17)  den  Werth  von  p  völlig  unbestimmt.  Ist  u 
Cuspidalebene  der  ersten  Gongruenz,  so  erhält  man  das  in  ihr  gelegene 
Büschel  von  Minimalgeraden.  Ist  endlich  u  Cuspidalebene  der  zweiten 
Congruenz,  so  liefert  (29)  00^  verschiedene  Werthe  von  6^:6^:  6^]  man 
erhält  also  wieder  00^  Congruenzlinien.  Diese  umhüllen  eine  Parabel, 
die  die  unendlich  ferne  Ebene  im  entsprechenden  Cuspidalpunkt  be- 
rührt, und  also  ein  Grenzfall  eines  Kreises  ist. 

Schliessen  wir  alle  diese  Fälle  aus,   so  erhalten  wir  insgesammt 

vier  in  u  verlaufende  Strahlen  unserer 
beiden  Congruenzen  I,  11,  die  mit  1, 1; 
II,  1;  I,  2;  n,  2  bezeichnet  werden  kön- 
nen, und  im  Allgemeinen  getrennt  sind. 
I,  1  und  II,  2  und  ebenso  11,  1  und  1, 2 
stehen  auf  einander  senkrecht.  Die  Schnitt- 
punkte von  1, 1  und  I,  2,  sowie  II,  1 
und  n,  2  sind  die  Schnittpunkte  der  Ebene 
u  mit  den  zu  u  senkrechten  Geraden 
der  Congruenzen  11,  L  (S.  die  beigege- 
bene Figur.) 

Diese  Geraden  liegen  aber,  wie  man  geometrisch  sowohl  als  alge- 
braisch leicht  zeigt,  auf  der  zum  Parameter  p^  (Nr.  22)  gehörigen  Para- 
meterfläche.    Es  ergiebt  sich  also: 


Flg.  42 
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BolU  eine  Ebene  auf  zweien  der  Parameterflächen,  so  steht  sie  fort- 
während senkrecht  auf  je  zwei  parallelen  Erzeugenden  einer  bestimmten 
dritten  Parameterfläche,  derselben,  die  mit  den  beiden  ersten  Flächen  in 
einem  Büschel  liegt. 

Geht  die  Ebene  u  durch  den  Mittelpunkt  o  der  beiden  Congruen- 
zen,  so  wird  das  zu  o  als  Mittelpunkt  gehörige  Ereisviereck  der 
Figur  42  ein  Rechteck. 

Die  Hauptfusspunkt'  und  Mittelßäche. 
Brenn-  und  Grenzpunkte. 

Fusspunktfiächen  aplanarer  Eettencongruenzen  haben  wir^  unter 
Beschrankung  auf  das  reelle  Gebiet,  bereits  früher  betrachtet.  Lassen 
wir  die  genannte  Voraussetzung  fallen^  so  erweisen  sich  die  zu  reellen 
eigentlichen  Punkten  gehörigen  Fusspunktfiächen  als  eindeutig  bezogen 
auf  das  temäre  Gebiet  6^:6^:  6^]  auf  die  in  das  Plücker'sche  Linien- 
continuum  hinein  fortgesetzte  aplanare  Eettencongruenz  sind  sie  also 
nicht  eindeutig-umkehrbar  bezogen. 

Wir  betrachten  näher  nur  eine  dieser  Steiner'schen  Flächen^ 
nämlich  die  zum  Mittelpunkt  der  Gongruenz  gehörige;  wir  wollen  diese 
Fläche^  deren  drei  Doppellinien  die  Hauptstrahlen  sind,  Hauptfusspunkt- 
fläche  (der  ersten  Congruenz)  nennen. 

Von  ihr  gilt  der  Satz: 

Bie  Hauptfusspunktfläche  ist  zugleich  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
Congruenzlinien,  Ort  des  Punktes,  der  den  Abstand  der  Grenzpunkte  und 
ebenso  den  Abstand  der  Brennpunkte  auf  irgend  einer  Congruenzlinie 
hcdbirt 

Diese  besondere  Steiner'sche  Fläche  kann  daher  auch  als  MiMd- 
fläche  der  betrachteten  aplanaren  Gongruenz  bezeichnet  werden.*) 

Zum  Beweise  unserer  Behauptung  gehen  wir  von  der  ersten  Defi- 
nition der  Fläche  als  Fusspunktfläche  zum  Punkt  o  aus.  Man  findet 
ohne  Weiteres  ihre  Parameterdarstellung  in  Punktcoordinaten: 

lo  =  ^i'  +  V  +  <f. 
(30)  ii  =  {^  —  ^z)  ^%<fz 

i%  "=  (^8  ^)^8^1 

oder  in  Ebenencoordinaten 


2 

8  ; 


•)  Nach  Kummer.     Vgl.  Bianchi,  Vorlesungen  über  Differentialgeometrie. 
Deutsch  von  Lukat  (Leipssig  1899),  Kap.  X. 


(31) 
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®o  =-  (<i  -  ^)(«%  —  «i)  («1  —  «»)«!*,«»  , 

»1  =  («s  —  Ci)  (fi  —  <^)  ffi  (»1*  —  ff,*  —  ffs*) , 

»j  =  (Ci  —  «»)  («»  —  «s)  ff»  (*«*  —  ff«*  —  ffi*) , 
«s  ==  («s  —  «s)  (e«  —  Ci)  ffj  (ffj*  —  ffi*  —  ffj*) ; 
ihre  Gleichung  ist 

0  =  —  (cj  -  c,)  («^  -  cj  («i  -  e,)  loliljis  + 
+  («,  -  ^)*l,'l,'  +  («5  -ci)»6,'6i»  +  («i  -  e,)nt%' 


(32) 

oder 

(33) 


0  =  (^  —  ^s)  (ßs  —  ^i)  (^1  —  «i)  Oifl'gös  — 
0^0  {  (^  —  ^)  <»j*  +  fe  —  O  0J2*  +  («1  —  ^2)  G^s*  }  +  4gJo*. 


Die  Punkte  der  Gongruenzlinie  a,  deren  Fusspunkt  der  Punkt  (30) 
ist,  werden  nun  erhalten,  wenn  man  neben  den  Grössen  6^:6^:  ö^  eine 
vierte,  mit  6q  zu  bezeichnende  Verhältnissgrösse  ö^  einführt,  und  etwa 

,0  .X  ^0  =  <fi'  +  ^2'  +  <^8* 

(^^)  /  N 

^1  =  (e,  —  ^)  <y8<y8  —  (fo6j  ,    U  8.  W. 

setzt.  Anzunehmen  ist  dabei  «r^*  +  (Tj*  -|-  ^3*  4^  0,  womit  Gerade  des 
Minimalcomplexes  ausgeschlossen  werden.  Wir  werden  überdies  die 
Gerade  6  der  Kürze  halber  als  redl  voraussetzen. 

Wir  bringen  nunmehr  die  so  dargestellte  Gerade  mit  einer  Para- 
meterfläche zum  Schnitt,  deren  Parameter  wir,  abweichend  vom  Bis- 
herigen, mit  g  bezeichnen  wollen.  Wir  erhalten  dann  eine  quadratische 
Gleichung  für  öq,  deren  Coefficienten  aber  nicht  im  dritten,  sondern  nnr 
im  zweiten  Grade  von  q  abhängen,  da  für  q=  p  die  Gleichung  für 
alle  Werthe  von  öq  erfüllt  ist  (Nr.  16).  Wir  finden,  nach  kurzer  Re- 
duction,  die  Gleichung 

(35)<yo*+(?— ^tX?— ^8)<yi'+(«-^)(<?— «2)V+(«— <^)(?— Ci)V=0. 

Betrachten  wir  umgekehrt  öq  als  gegeben,  so  liefert  dieselbe  Gleichung 
zwei  Parameterflächen,  die  den  Punkt  x  enthalten.  Berücksichtigt 
man,  dass  in  jeder  dieser  Flächen  eine  Erzeugende  zweiter  Art  in  x 
auf  0  senkrecht  stehen  muss,  und  dass  diese  Geradenpaare  in  ihrer 
Oesammtheit  eben  die  Kette  der  zweiten  Congruenz  bilden,  deren  Haupt- 
axe  6  ist,   so   erkennt   man   mit   Hülfe  des  Satzes   über   die  Büschel 

(PiyPifPs)}  dass  q  =  —  -^  die  beiden  Grenzpunkte  liefert.     Für  jede 

der  zugehörigen  Grenzlinien  (zweiter  Congruenz)  ist  dann  derselbe 
Punkt  X  nothwendiger  Weise  Brennpunkt.  Vertauscht  man  also  beide 
Congruenzen,  und  zugleich  die  Bedeutung  von  p  und  q,  ersetzt  man 
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also  p,  qy  c,.  durch  —  q^  — p,  —  e,.,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  g  =  — 2p 
zur  Bestimmung  der  Brennpunkte  des  Strahls  6,  Beide  Werthe  er- 
geben^  in  (35)  substituirt^  reine  Gleichungen  für  öq,  und  damit  ist,  auf 
doppelte  Art,  der  behauptete  Satz  erwiesen,  da 


(36) 


^0 


/v+v+v 


den  Abstand  des  Punktes  x  vom  entsprechenden  Punkte  (30)  der  Fuss- 
punktsfläche  misst.  Zugleich  erkennen  wir,  dass  wir  diesen  Satz  so 
vervollständigen  können: 

Es  sei  6  eine  auf  der  Parameterfläche  p  gelegene  reelle  eigentliche 
Gerade  der  ersten  Congruenz,  die  nicht  Focalaxe  der  zweiten  Congruenz 
ist.  Dann  bilden  die  Geraden  t  der  zweiten  Congruenz,  die  6  senkrecht 
schneiden,  ein  Cylindroid  (nicht  ein  Linienbüschel),  Sie  vertheilen  sich 
derart  auf  die  oo^  Parameterflächen,  dass  je  zwei  derselben  Fläche  q  an- 
gehörige  Erzeugende  des  Cylindroids  durch  dessen  Hauptstrählen  harmo- 
nisch getrennt  sind.  Es  haben  also  alle  Sehnen,  die  voth  Parameter- 
flächen  auf  6  abgeschnitten  werden,  denselben  Mittelpunkt  Dieser  Mittet- 
punkt  ist  der  Fusspunkt  des  Strahles  6  und  also  auf  der  Steinerschen 
Fläche  (32)  gelegen.  In  ihm  wird  der  Strahl  6  von  zwei  stets  reellen 
Pa/rameterflächen  berührt,  nämlich  von  denen,  die  die  Hauptstrahlen 
des  Cylindroids  enthalten,  und  deren  Parameter  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung sir^: 

(37)  {q-e,){q-e,)6,'  +  {q-e,)iq-e,)ö,'  +  {q-e,Xq-^^)6,'  =  0. 

Die  durch  6  gehenden  Tangentialebenen  dieser  beiden  FläcJien  sind  also 
zu  einander  senkrecht  und  trennen  harmonisch  die  durch  6  an  irgend 
eine  andere  Parameterfläche  {q  =J=  p)  gelegten  Tangentialebenen. 

Ferner  schneidet,  wenn  p=^0  ist,  die  Fläche  q  =  —  y  die 

beiden  Grenzpunkte^  und  die  Fläche  q  =  —  2p  die  beiden  Brenn- 
punkte des  Strahls  6  aus. 

Ist  p  =  0,  so  fallen  die  Brennpunkte  mit  den  Grenzpunkten  zu- 
sammen. Die  Erzeugenden  der  bereits  als  ausgezeichnet  hervorge- 
hobenen Parameterfläche  p  =  0,  und  sie  allein,  haben  also  die  für 
Normalencongruenzen  charakteristische  Eigenschaft.  Allgemein  aber 
ergiebt  sich,  wenn  die  Indices  f  und  g  die  auf  Brennpunkte  und  Grenz- 
punkte beziiglichen  Werthe  von  r  (Nr.  36)  unterscheiden,  die  Gleichung 

(38)  4r/  — 4r/  =  9pV 


.  l. 


vp4juiare  Kettencongruenzen  des  ersten  Typus. 

^  ..V.Ü  üe  Abhängigkeit  zwischen  den  zugehörigen  Kugeln 

.  ...       Ist  6  eine  der  beiden  der  ersten  Congraenz  angehörigen 

«..i^a:Ltiu  der  zweiten  Congraenz^    so  zerfällt  das  Cjlindroid, 

"iiukten^  in  die  Ebene  des  zugehörigen  Linienbüschels  der 

L.gruenz,  und  zwei  zugehörige  Guspidalebenen;  die  Orenzpunkte, 

t^i   auch  die  (imaginären)  Brennpunkte  fallen  dann  zusammen. 

luuet  sich: 

t<   JdMelfläche  unserer  Kettencongruefus  ist  der  Ort  oder  Punkte^ 

yiiLti  3wei  Strahlen  der  reciproken   Congruenz  sieh  unier   reditem 

t  'tüKti  schneiden. 

Die  Ebenen  dieser  Strahlenpaare  erftlllen  natürlich   das  zum  An- 
aug4>unkt  der  Goordinaten  gehörige  Ebenenbündel: 

Die  „Miüelenvelopp&'  jeder  unserer  Oongruenzen  ist  ein  Punkt,  näm- 
lich deren  Mittelpunkt, 

Ueberhaupt  hat  die  zum  Strahl  0  im  Punkte  6^  (Nr.  34)  ortho- 
gonale Ebene  die  Goordinaten 

Betrachten  wir  das  ganze  Büschel  dieser  Ebenen^  so  findet  sich 
(unter  Anderem): 

Jedes  reelle  Büschel  von  parallelen  nicht  cydischen  (zu  keiner  Focal- 
axe  senkrechten)  Ebenen  entJuUt  ewei  verschiedene  stets  reelle  BrennAenen, 
d.  Ä.  solche,  in  denen  (für  die  eine  und  folglich  atich  für  die  andere  der 
beiden  Congrueneen)  die  zugehörigen  Congruenzlinien  zusammenfallen. 

Diese  Gongruenzlinien  sind  identisch  mit  den  Grenzlinien  der 
beiden  Gylindroide^  deren  Hauptaxen  6,  % 

((Ti :  (Tg  :  (Ts  =  Ti :  Tj  :  r,  =  Wi :  tij  :  u^ 

auf  den  Ebenen  Xu^x^  +  u^x^  +  u^x^  +  u^x^  =  0  des  Büschels  senk- 
recht stehen;  die  beiden  genannten  Ebenen  können  daher  auch  als  zn 
den  Geraden  <y  und  x  gehörige  Grenzebenen  bezeichnet  werden. 

Die  beiden  in  derselben  Brenn-  oder  Grenzebene  gelegenen  Geraden 
beider  Congruenzen  gehören  derselben  Parameterfläche  an,  und  sehneiden 
sich  rechtwinklig  in  einem  Punkte,  der  für  beide  Gerade  zugleich  Brenn- 
punkt ist. 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes^  den  wir  weiterhin  noch  mehrfach 
anders  fassen  werden,  ergiebt  sich  aus  der  an  die  Figur  42  geknüpften 
Betrachtung,  wenn  man  die  Ebene  u  speciell  wählt.  Tritt  der  aus- 
geschlossene Fall  ein,  sind  die  Ebenen  des  Büschels  cjclisch,  nämlich 
zu   einer  Scheitelebene  parallel,  so  vereinigen  sich  die  beiden  Grenz- 
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ebenen  mit  dieser,  die  darin  enthaltenen  Gongruenzlinien  bilden  also 
zwei  ebene  Büschel.  Jeder  Punkt  des  Kreises  einer  Scheitelebene,  der 
den  Abstand  der  zugehörigen  beiden  Scheitel  zum  Durchmesser  hat,  ist 
Brennpunkt  der  beiden  ihn  projicirenden  Congrueuzlinien  der  Ebene. 

In  dem  Büschel  von  Ebenen  endlich,  das  durch  eine  reelle  Gerade  6 
der  ersten  Congruenz  gelegt  werden  kann,  wird  jede  Ebene  u  ausser 
von  der  6  enthaltenden  Parameterfläche  p  noch  von  einer  zweiten  Para- 
meterfläche q  berührt.  Variirt  man  g,  so  wird  die  Ebene  eine  Brenn- 
ebene dann  und  nur  dann,  wenn  q  =  p  wird.  Der  in  u  enthaltene 
zweite  Strahl  ö'  der  ersten  Congruenz  fällt  dann  mit  6  zusammen,  und 
der  Schnittpunkt  beider  rückt  in  einen  der  Brennpunkte  von  6,  Also 
ergiebt  sich  weiter: 

In  dem  Ebenenbüschd  durch  eine  reelle  Gerade  0  der  ersten  Con- 
grueng  sind  zwei  und  nicht  mehr  reelle  oder  conjugirt  imaginäre  Brenn- 
ebenen der  einen  und  folglich  auch  der  anderen  Congruene  enfhalten*) 
Diese  sind  identisch  mit  den  Tangentialebenen  der  6  enthaltenden  Fara- 
meterfläche  p  in  den  beiden  Brennpunkten  der  Congruemlinie  6, 

Schliesslich  erwähnen  wir  noch,  dass  die  Grenzpunkte  der  Haupt- 
strahlen die  uniplanaren  Knotenpunkte  der  Hauptfusspunktfläche  sind, 
und  dass  diese  von  jeder  Scheitelebene,  ausser  in  einer  ihrer  Doppel- 
geraden, in  einem  leicht  anzugebenden  Kreis  geschnitten  wird.  Solcher 
Kreise  liegen  also  sechs  auf  der  Mittelfläche,  deren  zwei  reell  sind. 

Die  Brenn-  und  Grenzfläche, 

Wir  betrachten  nunmehr  die  Brennpunkte  und  Brennebenen  in 
ihrer  Gesammtheit.  Sie  erfüllen  eine  Fläche,  deren  Gleichungen  erhal- 
ten werden,  wenn  man  (16)  und  (17)  als  Gleichimgen  für  p  betrachtet 
und  deren  Discriminanten  bildet.  Es  ei^eben  sich  für  diese  Fläche, 
grösstentheils  unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden,  eine  ganze  Reihe 
bemerkenswerther  Eigenschaften. 

Beide  Congruenzen  haben  dieselbe  Brennfläche,  eine  Fläche  sechster 
Ordnung 

(40)  "  '  ^^^^  *^  ^'^'  "^  ^«a)  V  +  ^1*  +  V  +  V  }"  + 

+  i  V  {  ^^a^ V  +  «1^*  +  ^ V  +  «B  V  }  *  =  0 
und  vierter  Classe 

r4n   { **i*  +  ^*  +  ^*  J  { "o*  +  ^^«^*  +  ^^1^*  +  ^^^*  J  ~ 

*)  Der  Satz  sagt  auch  aus,  dass  Brennebenen  durch  er,  die  zu  anderen  Con- 
grinenzlinien  gehören,  nicht  vorhanden  sind;  worüber  die  allgemeine  Theorie  der 
Congruenzen  keine  Auskunft  geben  kann. 


480  ni,  §  37.    Aplanare  Eettencongruenzen  des  ersten  Typus. 

und  diese  ist  die  vollständige  Envdoppe  der  Parameterflächen.^)  Die 
gefundene  Fläche  ist  nicht  nur  Ort  aller  Brennpunkte  und  Brenn- 
^>enen**\  sondern  auch  Ort  aüer  Grenzebenen  und  Grenepunkte. 

Jede  Congruendinie  wird  von  der  Brennflache  in  ihren  Brenn- 
punkten  berührt;,  und  in  ihren  Grenzpunkten  durchsetzt^  so  dass  man 
in  der  Umgebung  einer  Gongruenzlinie  allgemeiner  Lage  zwei  ^^Mäntel 
der  Brennfläche^'  und  zwei  ^^Mäntel  der  Grenzfläche^^  unterscheiden 
kann.  Jede  Ebene  allgemeiner  Lage  der  Fläche  ist  Brennebene  ffir  je 
eine  Gerade  beider  Gongruenzen,  und  ebenso  Grenzebene  für  je  eine 
andere.  Ferner  ist  jeder  Punkt  allgemeiner  Lage  der  Fläche  Brenn- 
punkt für  je  eine  Gongruenzlinie,  und  Grenzpunkt  einer  anderen.***) 
Die  zuerst  genannten  Geraden  aber,  die  je  ein  Flächenelement  der 
Brennfläche  bestimmen,  schneiden  sich  unter  rechtem  Winkel: 

Die  beiden  Schaaren  von  Curven  auf  der  Brennfläche,  deren  Tati- 
genten  die  Geraden  der  beiden  reciproken  Congruemen  sind,  durchsetzen 
einander  orthogonal. 

Die  Brennfläche  ist  daher  auch  Ort  aller  Flächenelemente  (Punkte 
und  Ebenen),  die  von  je  zwei  zu,  einander  senkrechten  Erzeugenden  einer 
Parameterfläche  bestimmt  werden.    (Vgl.  S.  470.) 

Dieser  Satz  führt,  ein  wenig  yenrollständigt,  zu  einer  weiteren 
bemerkenswerthen  Erzeugungsweise  unserer  Fläche. 

Die  Brennfläche  ist  Ort  der  sphärischen  Baumcurven  4.  0.  1.  AH, 
in  denen  die  Parameterflächen  von  ihren  ümfassungskugdn  (Nr.  24)  ge- 
schniäen  werden. 

Die  Parameterflädie  p  wird  längs  der  zugehörigen  Schnittcurve,  des 
Ortes  der  Brennpunkte  ihrer  Erzeugenden,  von  der  Brenn  fläche  berührt, 


*)  Greift  man  aus  einer  Congruenz  eine  beliebige  Schaar  von  cx>'  Linien- 
flächen  heraus,  so  ist  deren  Enveloppe  im  Allgemeinen  nicht  nur  die  Brennfl&che. 

**)  Dies  ist  nicht  ganz  so  selbstverständlich,  wie  man  nach  der  fiblichen 
Darstellung  der  Theorie  der  Liniencongruenzen  annehmen  sollte.  Man  lässt  nicht 
selten  unberücksichtigt,  dass  jeder  Punkt  einer  Gongruenzlinie  far  diese  selbst 
Brennpunkt,  oder  jede  ihrer  Ebenen  Brennebene  sein  kann,  dass  also  der  Ort  der 
Brennpunkte  und  der  Ort  der  Brennebenen  geradlinige  Flächen  umfassen  kann, 
denen  die  Eigenschafben  nicht  zukommen,  die  man  der  „Brennfläche'*  beizulegen 
pflegt.  Vgl.  das  Beispiel  in  §  39  (S.  527).  —  Herr  R.  Sturm,  der  diese  Möglich- 
keit wohl  zuerst  bemerkt  hat,  bezeichnet  auch  solche  Flächen  noch  ab  zur  „Brenn- 
fläche" gehörig. 

***)  Die  bei  Punkten  besonderer  Lage  auftretenden  Äusnahmefäüe  haben  wir 
bei  Gelegenheit  der  Discussion  der  Gleichungen  (27)  und  (29)  schon  erörtert. 
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und  sie  tmrd  längs  einer  zweiten  Curve  derselben  Art,  des  Ortes  der 
Grenjspwnkte  der  Erzeugenden  y  von  der  Brenn  fläche  (Grenzfläche)  durch- 
setzt.    Diese  letzte  Curve  ist  wiederum   Ort  der  Brennpunkte  für  eine 

andere  Pcirameterfläche,  die  zum  Parameter  —  —  g^f^ört,  und  ebenso  ist 

die  erste  Ort  der  Crrenzpunkte  der  Erzeugenden  der  Parameterflädie  —  2p, 

Der  Satz  ergiebt  sich  aus  dem,  was  wir  vorher  über  das  Büschel 
der  ümfassungskügeln  und  über  die  die  Orenzpunkte  und  Brennpunkte 
ausschneidenden  Parameterflächen  gesagt  hatten.  Er  ist  leicht  auch 
algebraisch  in  Evidenz  zu  setzen:  Man  beachte  z.  B.  die  Identität 

{ (jp-^i)(p-^)(p-f^sW+(p-ei)^i*+{p-^i)^i^+  (p-^W  ]  + 

+  {(2p+e,){2p+e,X2p+e,)x^'+(2p+e,)x,'+{2p+e,)^^^  = 

=  3p  { [(p-e^)  (p-es)  +  (j>-e^)  (p-e^)  +  O-^i)  (p-e^)]  V + ^/+ a^2*+ ^s* }  • 

Die  Parameterflächen  lassen  sich  danach  auf  oo^  Reihen  vertheilen^ 
die  in  der  einen  Richtung  nach  der  Fläche  p  =  0,  in  der  anderen  nach 
der  Fläche  p  =  oo  hin  convergiren.  —  Natürlich  sind  nicht  alle  im  Satze 
genannten  Schnittcurven  reell.  Wir  kommen  auf  diesen  Punkt  iioch 
zurück.    (S.  489.) 

Femer  scheint  uns  folgende  Thatsache  bemerkenswerth: 

Die  Forderimg,  dass  drei  von  einem  Punkte  x  ausgehende  Ge- 
rade der  einen  oder  anderen  Congruenz  in  einer  Ebene  liegen  soUen, 
tmrdy  wie  selbstverständlich,  durch  die  Punkte  der  Brennfläche,  aber  auch 
nur  durch  diese  befriedigt 

Läge  nämlich  ein  Punkt  x  dieser  Eigenschaft  nicht  auf  der  Brennflache, 
so  würden  von  ihm  genau  drei  verschiedene  Congruenzlinien  ausgehen. 
Die  zu  X  gehörige  Normale  der  Ebene,  in  der  diese  Geraden  liegen 
sollen,  müsste  dann  die  einzige  durch  x  gehende  Gerade  der  reciproken 
Congruenz  sein,  woraus  sich  ein  Widerspruch  gegen  die  Voraussetzung 
ergeben  würde.  — 

Um  sich  von  der  Beziehung  zwischen  der  Brennfläche  und  den 
Parameterflächen  und  zugehörigen  ümfassungskügeln  einen  deutlichen 
Begriff  zu  machen,  ist  es  nützlich,  eine  naheliegende  Abbildung  zu  be- 
trachten. 

Wir  beziehen  zunächst  die  oo^  Flächen  des  mehrfach  genannten 
Bündels,  das  die  Parameterflächen  enthält,  projectiv  auf  die  od^  Geraden 
einer  Ebene.  Die  in  dem  Flächenbündel  enthaltenen  Büschel  stellen 
sich  dann  dar  als  Linienbüschel,  den  oo^  sphärischen  Basiscurven  jener 
Flächenbüschel  werden  die  Punkte  der  Bildebene  zugeordnet.  Bilder 
der  Parameterflächen  sind  nun  die   Geraden  (Tangenten)  einer  Curve 

Stady,  Geometrie  der  Dynamen.  31 
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3.  Glasse  und  3.  Ordnung^  einer  Gurve  mit  einem  Wendepunkt  und 
einer  Spitze;  und  zwar  wird  die  Fläche  p  =  oo  bezogen  auf  die  Wende- 
punktstangente^  die  Fläche  ^  =  0  auf  die  Spitzentangente.  Als  Bilder 
der  oo^  die  Brennfläche  überdeckenden  sphärischen  Curven  4.  O.  er- 
scheinen die  c»^  Funkte  der  Curve,  die  ebenfalls  den  Parameterwerthen 
p  zugeordnet  sind. 

Die  Parameter  von  je  drei  Tangenten  unserer  Curve  nun,  die 
durch  denselben  Punkt  gehen,  sind  verbunden  durch  die  Gleichung 
JPi  't'Ä  +JP8  =  0  (^^-  22);  ebenso  die  Parameter  von  je  drei  Punk- 
ten^ die  in  einer  Geraden  liegen,  durch  die  Gleichung 

(«)  T  +  y  +  j-"- 

Punkte  mit  entgegengesetzten  Parameterwerthen  p,  — p  werden 
harmonisch  getrennt  durch  Wendepunkt  und  Spitze;  ihre  Tangenten 
schneiden  sich  auf  der  Spitzentangente,  sie  selbst  liegen  in  einer  Ge- 
raden mit  dem  Wendepunkt,  und  diese  Gerade  ist  das  Bild  der  den 
Flächen  p ,  —  p  gemeinsamen  ümfassungskugel.  Wir  erkennen  auf 
diese  Weise  u.  A.: 

Von  den  Flächen  des  Bündels,  das  die  Parameterflächen  enthalt, 
schneidet  jede  die  Brennfläche  in  drei  sphärischen  Curven  4.  Ordnung, 
in  deren  Punliten  sie  von  je  einer  Parameterfläche  berührt  tvird.  Die 
Parameter  p^,  p^,  p^  dreier  solcher  Flächen  sind  verbunden  durch  die 
Gleichung  (42). 

Umgekehrt  können  je  zwei  Beriihrungscurven  von  Parameterflächen 
durch  eine  Fläche  des  genannten  Bündels  verbunden  werden,  die  dann 
noch  eine  bestimmte  dritte  Berührungscurve  ausschneidet 

In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich: 

Jede  Fläche  des  Netzes,  in  dem  die  Parameterflächen  liegen,  wird 
zugleich  mit  der  Brennfläche  von  den  Ebenen  zweier  BoMmcurven  4.  Classe 
berührt,  und  eben  diesen  Ebenenschaaren  ist  auch  je  eine  Parameterflädie 
eingeschrieben.  Umgekehrt  sind  die  Tangentialebenen  der  Brennfläche 
längs  zweier  Beriihrungscurven  mit  Parameterflächen  einer  Flädic  des 
genannten  Netzes  umschrieben. 

Femer  gelangt  man  zu  einer  besonders  einfachen  Erzeugungsweise 
der  als  Ort  von  Ebenen  betrachteten  Brennfläche:  Je  zwei  der  erwakfh 
ten  Curven  4.  Classe  bilden  die  Basis  zweier  prqjediver  Schaaren  von 
Flächen  2,  Classe,  die  die  Brennfläche  erzeugen.  Alle  c»*  Erzeugungen 
der  Art  erhält  man  übrigens  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (41),  wenn 
man  bemerkt,  dass  deren  linke  Seite  die  Gestalt  einer  zweireihigen 
Determinante  hat. 
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Singularitäten  von  Brennfläche  und  Mittelfläche. 

Die  Bestimmung  der  mehrfacli  zahlenden  Punkte  und  Ebenen  der 
Brennfläche  kann  nach  bekannten  Methoden  ausgeführt  werden.  Man 
hat  zu  verlangen;  dass  die  ersten^  zweiten ,  .  .  .  Polaren  eines  zu  suchen- 
den Punktes  oder  einer  Ebene  der  Fläche  unbestimmt  werden.  Das 
Ergebniss  der  etwas  umständlichen  Untersuchung  dieser  Frage  ist  im 
Wesentlichen,  dass  andere  Singularitäten  der  genannten  Art  nicht  vor- 
handen sind;  als  die,  zu  denen  unsere  bisherigen  Ueberlegungen  ohne- 
hin geführt  haben. 

Die  folgenden  Angaben  beliehen  sich  unmittelbar  nur  OAif  die  Vor- 
aussetisungy  dass  die  Parameterfläctie  p  =  0  nicht  zerfällt,  dass  also 
e^e^e^  (d.  h.  e^)  von  NuU  verschieden  ist  Im  entgegengesetzten  Fall 
treten  gewisse  Vereinfachungen  ein,  die  wir  nicht  besonders  erwähnen 
werden. 

Die  Brennfläche  hat,  ais  Punktort  betrachtet,  zwei  von  uniplanaren 
Knotenpunkten  gebildete  Doppelcurven.  Die  eine  dieser  sogenannten  Rück- 
kehrkanten  oder  Graüinien  ist  der  absolute  Kegelschnitt,  dessen  Punkten 
als  stationäre  Tangentialebene  die  unendlich  ferne  Ebene  zugehört.  Die 
zweite  Graüinie  ist  reell,  und  identisch  mit  der  Bawmcurve  4.  0.  1.  Art, 
in  der  die  Parameterfläche  p  =  0  von  ihrer  Umfassungskugel  geschnitten 
wird.  (Vgl.  Nr.  24,  40,  41.)  Längs  dieser  Ourve  fällt  die  Tangential- 
ebefie  der  Fläche  zusammen  mit  der  Tangentialebene  der  Parameterfläche 
p  ^=0.  Beide  Curven  enthalten  zusammen  den  Ort  aller  Punkte,  von 
denen  nur  je  ein  Congruenzsi/rcM  ausgeht.  Die  beiden  Curven  schneiden 
sich  in  den  vier  Cuspidalpwnkten  beider  Congruenzen,  die  dreifache,  und 
zwar  wiederum  uniplanare  Punkte  der  Fläche  sind.  Die  Ebene  eines 
solchen  Punktes  verbindet  die  zugehörigen  Tangenten  beider  Qratlinien. 
Ihre  Gleichung  ist 

y^  —  ^  «1  +  /«8  —  ^1  ^s  +  /ei  —  «2  a^s  =  0. 
Sie  geht  also  durch  den  Mittelpunkt  o,   und   trennt   die   beiden 
entsprechenden   Cuspidalebenen  harmonisch  von   der  unendlich  fernen 
Ebene. 

Ausser  den  Crraüinien  und  den  darauf  enthaltenen  vier  cubischen 
Knotenpunkten  hat  die  Brennfläche  noch  sechs  einzelne  und  zwar  conische 
Knotenpunkte,  von  denen  zwei  reeU  sind;  nämlich  die  sechs  Scheitd 
beider  Congruenzen. 

Die  Tangentialkegd  der  Fläche  in  diesen  Knotenpunkten  sind  iden- 
tisch  mit  denen,  die  (in  dem  durch  Nr.  21  erklärten  Sinne)  die  zugehöri- 
gen zerfallenden  Parameterflächen  p  =  e,.  prqjiciren. 

31» 


^ 
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Die  Brennfläche  hat  femer ^  als  Fläche  4.  Classe  (Ort  von  Ebenen) 
angesehen,  fünfzehn  Doppelebenen, 

Eine  von  diesen  ist  die  unendlich  ferne  Ebene  ^  die.  die  Flache  in 
allen  Punkten  des  absoluten  Kegelschnitts  berührt.  Femer  sind  Doppel- 
ebenen die  2-4  Cuspidalebenen  der  einen  und  der  anderen  Congmenz, 
endlich  die  sechs  Scheitelebenen. 

Für  die  beiden  redproken  Congruenzen  haben  die  dreierlei  Doppd- 
ebenen  eine  sehr  verschiedene  Bedeutung.  In  der  unendlich  fernen  Ebene 
sind;  wie  schon  bemerkt^  die  Tangenten  des  absoluten  Kegelschnitts 
Oerade  beider  Congruenzen  zugleich.  Brenn-  und  Grenzpunkte  sind 
bei  diesen  die  Brennfläche  sechspunktig  berührenden  Geraden  im  Be- 
rührungspunkt zusammengefallen. 

Eine    Cuspidalebene   z.  B.    der    ersten    Congruenz    wird    von    der 
Brennfläche    in    einem    Kegelschnitt    <p    berührt^   der   die  Berührungs- 
punkte der  Ebene   mit   den  Parameterflächen  enthält^   und  in   einem 
zweiten  Kegelschnitt  ^  durchsetzt.     Beide  Kegelschnitte  berühren  ein- 
ander  und   die  unendlich   ferne  Ebene   im  zugehörigen  Cuspidalpunkt, 
sind   also   Parabeln    und   zugleich    Grenzkreise.     In    der    betrachteten 
Ebene   liegt   erstens   dss   uns   schon   bekannte  Büschel  von  Minimal- 
geraden  der  ersten  Congruenz.    Die  Brennpunkte  dieser  Geraden  liegen 
auf  dem  Kegelschnitt  tp,  ihre  Grenzpunkte   auf  dem  Kegelschnitt  ^. 
Es   liegen   also   in  diesem  Fall  ein  Brennpunkt  und   ein  Grenzpunkt 
vereinigt;  nicht  aber  auch  die  beiden  anderen,  was  dadurch  verständlich 
wird;    dass    auch    der  Mittelpunkt  der  betrachteten   Congruenzlinie  in 
den  zugehörigen  Cuspidalpunkt  gerückt  ist.     Ferner  liegen  in  der  ge- 
nannten  Ebene    oo^  Gerade   der   zweiten   Congruenz,   die   den   Kegel- 
schnitt ^  umhüllen.     Diese   oo^   Geraden  (und  sie  aMein  unter  allen 
eigentlidien  Geraden  der  zweiten  Congruenz)  berühren  also   die  Brenn- 
fläche in  je  drei  Pu/nkten.     Diese  drei  Punkte  Iwben  jeder  einen  anderen 
Charakter,    Der  eine  ist  der  Berührungspunkt  der  betrachteten  Geraden 
mit  ^.     Er  ist  Brennpunkt.     Die  beiden  anderen  liegen  auf  fp,   und 
von  ihnen  ist  der  eine  ebenfalls  Brennpunkt,  der  andere  doppelt  zah- 
lender Grenzpunkt:  Die  genaniften  oo^  Geraden  haben  trotz  ihrer  drei- 
fachen Berührung  mit  der  Brennfläche  niclii  die  Eigenschaft,  aus  lauter 
Brennpunkten  zu  bestehen.    Diese  4 .  oo^  Geraden  sind  übrigens  auch  die 
einzigen  eigentlichen  Geraden  in  der  zweiten  Congruenz,   deren   Grenz- 
punkte  zusammenfallen. 

In  der  That,  setzen  wir  in  der  Gleichung  (35)  für  q  den  Werth. 
—  Y ,  wodurch,  wie  wir  wissen,  die  zu  den  Grenzpunkten  des  Strahls 


Singularitäten  von  Brenn-  und  Mittelfläche.  485 

6  der  ersten  Congruenz  gehörigen  Werthe  von  6q  bestimmt  werden, 
so  wird 

(43)  WW  +  <^2'  +  <fz')  = 

=  77  {  j/e^  —  ^3  cTj  +  "j/ft,  —  e^  ö^  +  l/^i  —  Cj  '^s  }  ; 

wo  sich  das  Prodnct  über  die  vier  Vorzeichencombinationen  der  Wurzeln 
erstreckt,  die  aus  einer  unter  ihnen  durch  gleichzeitige  Aenderung 
eweier  Vorzeichen  hervorgehen.  Nehmen  wir  an,  dass  <Si'\-<f%'\'<f^=^0 
ist,  womit  die  zuvor  schon  behandelten  Fälle  ausgeschlossen  werden, 
in  denen  die  Gerade  6  entweder  uneigentlich  ist,  oder  die  Grenzpunkte 
nickt  zusammenfallen,  so  muss,  wenn  6^  verschwinden  soll,  die  Gerade 
6  in  einer  Cuspidalebene  der  zweiten  Congruenz  liegen.  Yertaucht 
man  schliesslich  beide  Congruenzen,  so  ergiebt  sich  der  behauptete  Satz. 

Der  Schnitt  der  Brennfläche  mit  der  Mittelfläche  der  ersten  Can- 
gruenz  enthält  nach  dem  Gesagten  als  Theil  vier  imaginäre  Kegel- 
schnitte ^i' . . .  V'/,  die  in  den  Cuspidalebenen  der  zweiter^  Congruenz 
liegen.  Der  Rest  des  Schnittes  ist  eine  Curve  16.  0.  In  dieser  Curve 
16.  Ordnung  tvird  die  Brennfläche  von  den  Geraden  einer  Begdfläche 
8.  Ordnung  vierpunktig  berührt,  nämlich  von  den  eigenüichen  Geraden  der 
ersten  Congruenz,  die  zmammenfaUefide  Brennpunkte  halben. 

Endlich  haben  wir  noch  die  Scheitelebenen  zu  betrachten.  Eine 
Scheitelebene  wird  von  der  Fläche  6.  Ordnung  in  einem  Kreise  be- 
rührt (S.  478)  und  in  einem  zweiten  concentrischen  geschnitten.  Auf 
einem  Durchmesser  des  ersten  Kreises  (einem  Hauptstrahl)  liegen  die 
beiden  zugehörigen  Scheitel,  und  die  durch  diese  bestimmten  Linien- 
büschel gehören  je  einer  der  beiden  Congruenzen  an,  und  umfassen 
die  Gesammtheit  der  in  der  Scheitelebene  gelegenen  Congruenzlinien. 

Es  ist,  namentlich  für  eine  später  zu  machende  Anwendung,  zweck- 
mässig, die  angeführten  Sätze  noch  dadurch  zu  erläutern,  dass  man 
eine  correlative  Transformation  vornimmt.  Das  geschieht  am  Einfach- 
sten so,  dass  man,  im  Gegensatz  zu  dem  bisher  beobachteten  Verfahren, 
mit  dem  Zeichen  u^  den  Begriff  von  homogenen  Punktcoordinaten,  mit 
dem  Zeichen  Xi  den  von  homogenen  Ebenencoordinaten  verbindet.  Die 
Begriffe  Ordnung  und  Classe  werden  dann  vertauscht,  und  wir  er- 
kennen: 

Die  Brennfläche  geht  durch  irgend  eine  reelle  Corrdation  über  in  eine 
durch  reelle  projective  Büschel  von  Flächen  2.  Ordntmg  erzeugbare  Fläche 
4.  Ordnung  mit  fünfzehn  conischen  Knotenpunkten,  deren  drei  reeU  sind. 
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Einer  von  diesen  (t^^  =  i«,  »=  ^3  «»  0)  ist  dadurch  ausgezeidmet, 
dass  sein  Tangentialkegel  aus  dreipunktig  berührenden  Tangenten  be- 
steht^ dass  also  von  ihm  aus  weitere  Tangenten  an  die  Fläche  nicht 
gehen.  Von  jedem  der  übrigen  vierzehn  Doppelpunkte  geht^  ausser 
seinem  eigenen  Tangentialkegel,  noch  ein  weiterer  von  Tangenten  der 
Fläche  gebildeter  Kegel  aus.  Diese  Punkte  können  nach  dem  Schema 
2  •  4  +  3  •  2  oder  4  •  2  -}-  3  •  2  gruppirt  werden. 

Die  betrachtete  Fläche  4,  Ordnung  wird  von  sechs  Ebenen  (darunter 
zwei  reellen)  in  irredudbelen  Kegelschnitten^  u/nd  von  vier  weiteren  (ima- 
ginären) Ebenen  in  Paaren  gerader  Linien  berührt. 

Die  sechs  Ebenen  gehen  durch  die  angewendete  Goirelation  aus 
den  sechs  Scheiteln  hervor,   die   vier  Ebenen  aus  den  vier  Guspidal- 

m 

punkten.  Die  genannten  4  •  2  auf  der  Fläche  verlaufenden  Geraden 
treten  in  Evidenz,  wenn  man  die  Gleichung  (41)  so  schreibt  (vgl. 
Nr.  43): 

/^^N  V(V  + V  +  V)  — 

-"i^  {  y  «8  —  «8  Wi  +VV^w,  +  Ve^  —  e^u^}  =0. 

Die  besprochenen  15  Punkte  und  10  Ebenen  bilden  zusammen 
eine  merkwürdige  Figur,  deren  nähere  Untersuchung  auf  Grund  der 
entwickelten  Formeln  ohne  Schwierigkeit  ausgeführt  werden  kann. 
Wir  bemerken  darüber  nur,  dass  eine  unter  allgemeineren  Voraus- 
setzungen entwickelte  Theorie*)  sich  im  Wesentlichen  unverändert  auf 
den  vorliegenden  besonderen  Fall  anwenden  und  mit  den  Hülfsmitteln 
der  elementaren  Algebra  strenge  begründen  lässt.  — 

Wir  kehren  nach  dieser  Abschweifung  wieder  zu  unserer  ursprüng- 
lichen Auffassung  zurück.  Wir  wollen  jetzt  noch  kurz  andeuten,  wie 
sich  die  Theorie  unserer  Flächen  in  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen 
4,  Classe  (oder  4,  Ordnung)  einbeziehen  lässt 

Unsere  besondere  Fläche  4.  Classe  mit  15  Doppelebenen  hängt, 
nachdem  man  sie  einer  beliebigen  Collineation  unterworfen  hat,  von 
sechzehn  Gonstanten  ab.  Fünfzehn  von  diesen  können  angesehen  wer- 
den als  die  Gonstanten  der  desmischen  Configuration.  Die  Figur  von 
drei  desmischen  Tetraedern  ist  nämlich,  wie  bekannt,  und  wie  übrigens 

*)  Vgl.  Kummer,  lieber  die  algebraischen  Strahlensysteme,  Abb.  der  Ber- 
liner Akademie,  1867. 

R.  Sturm,  Liniengeometrie,  II,  Nr.  423  u.  ff.  B.  Funk,  Die  Configuration 
(16^,  20,).  Diss.  Strassburg,  1901.  In  den  beiden  zuletzt  genannten  Schriften 
findet  man  weitere  Litteraturangaben. 


Singularit&ten  von  Brenn-  and  Mittelfläche.  487 

leicht  nachgewiesen  werden  kann^  vollständig  und  eindeutig  bestimmt^ 
sobald  eines  der  drei  Tetraeder  und  eine  Ebene  (oder  ein  Punkt)  eines 
der  anderen  gegeben  sind.  Wir  zeichnen  etwa  die  zuletzt  genannte 
Ebene  aus.  Diese  wird  dann  von  den  Ebenen  der  beiden  übrigen 
Tetraeder  in  denselben  vier  Geraden  geschnitten.  Ist  nun  ein  irredu- 
cibeler  Kegelschnitt,  der  diese  vier  Geraden  berührt  —  als  ,,absoluter" 
Kegelschnitt  —  angenommen,  womit  die  letzte  verfügbare  Constante 
(eine  absolute  Invariante  der  Figur)  festgelegt  ist,  so  ist  die  ganze 
Figur  vollkommen  bestimmt.  Wie  man  sieht,  giebt  es  auch  Flächen 
4.  Classe  (Ordnung)  mit  fünfzehn  reellen  Doppelebenen  (Doppelpunkten), 
deren  algebraische  Theorie  sich  von  der  unsrigen  nur  dadurch  unter- 
scheidet, dass  über  die  Realität  der  sechzehn  nothwendigen  Bestim- 
mungsstücke andere  Annahmen  gemacht  werden. 

Die  zweimal  vier  Doppelebenen  der  Steiner'schen  Flächen,  die  die 
Mittelpunkte  der  Strahlen  beider  Congruenzen  enthalten,  bilden  zu- 
sammen mit  dem  Coordinatentetraeder  ebenfalls  eine  desmische  Gon- 
figuration,  und  zwar  eine  Figur  von  drei  reellen  desmischen  Tetraedern. 

Die  zur  ersten  Mittelfläche  gehörigen  Doppelebenen  und  die  auf 
ihnen  gelegenen  Punkte  der  Fläche  (deren  parabolische  Curven)  werden 
dargestellt  durch  die  Gleichungen  |/  ^^  0,  wenn 

(44) 


6j  6g  6g  6j  Cj  6j 

21/  =  (-*!  +  ff,  +*,)^=  U  +  e~V  --e%-  7~V' 

Cj  Cg  Cg  Cj  Oj  Cf 

u.  s.  f.     (Vgl.  Nr.  30.)     Im   Coordinatensystem   |^'   hat  also   die  erste 
Mittelfläche  die  bekannte  Gleichung 

(45)  Vi7+VW+V^'+VU-o, 

oder,  in  zugehörigen  Ebenencoordinaten, 

(46)  i,  +  i,-f.-L-f.i,-  =  0. 

^         ^  CDo        '      COi         '      0),        '      (ög 

Die  sechs  uniplanaren  Knotenpunkte  (pinchpoints)  beider  Steiner- 
schen  Flächen  sind  die  Grenzpunkte  der  Hauptstrahlen.  Bemerkt  sei 
noch,  dass  unsere  Mittelflächen  von  der  allgemeinen  Steiner'schen 
Fläche  projectiv  nicht  verschieden,  nämlich  nur  insofern  speciell  sind, 
als  sie  ihre  Doppelgeraden  im  Sinne  der  elementaren  Geometrie  zu 
Symmetrieaxeu  haben. 
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Weitere  Liniencongruenzen  mit  derselben  Brennßäche*). 

Eine  etwa  in  der  ersten  Congraenz  enthaltene  Regelschaar  2.  Ord- 
nung hat  als  Bild  (Spur)  in  der  unendlich  fernen  Ebene  einen  Kegel- 
schnitt oder  eine  Gerade.  Dieses  Bild  hat  mit  don  Curven  3.  0.  durch 
die  vier  Guspidalpunkte  zwei  bewegliche  Schnittpunkte  gemein.  Also 
geht  im  ersten  Falle  der  Kegelschnitt  durch  die  yier  Guspidalpunkte, 
im  zweiten  die  Gerade  durch  einen  Cuspidalpunkt     Wir  finden  ako: 

ÄUe  Begdflächen  2.  Ordnung,  die  in  einer  aplanaren  Kettencongrueng 
des  ersten  Typus  enthaiten  sind,  lassen  sich  auf  fünf  verschiedene  Schaarefi 
von  je  cx>*  solchen  Flächen  vertheilen.  Die  eine  dieser  Schaaren  enÖialt 
die  Parameter  flächen,  die  vier  Obrigen  werden  von  imaginären  Paror 
boloiden  gebildet. 

Jedes  dieser  Paraboloide  ist  zusammen  mit  dem  zugehörigen 
Büschel  von  Minimalgeraden  eine  Ausartung  des  Cylindroids.  Jede  der 
vier  Schaaren  von  Paraboloiden  hat  als  Enveloppe  die  Brennfläche  der 
Kettencongruenz.  Die  eine  Schaar  von  Erzeugenden  gehört  unserer 
ersten  Kettencongruenz  selbst  an,  die  andere  aber,  wie  man  leicht  sieht, 
weder  dieser  noch  auch  der  reciproken  Gongruenz.  Wir  erhalten 
also  vier  neue  Liniencongruenzen,  die  zur  selben  Brennfläche  gehören. 
Auch  sie  haben,  wie  sich  unschwer  einsehen  lässt,  die  Ordnung  3 
und  die  Glasse  2. 

Eine  Folgerung,  die  wir  hieraus  ziehen  wollen,  lasst  sich  etwas 
bequemer  darstellen,  wenn  wir  wieder  eine  correlative  Transformation 
vornehmen.  Wir  erhalten  dann  im  Ganzen  sechs  Gongruenzen  3.  Glasse 
und  2.  Ordnung,  deren  Brennfläche  eine  und  dieselbe  Flache  4.  Ord- 
nung mit  fünfzehn  Doppelpunkten  ist. 

Diese  Fläche  nun  hat  in  einer  Ebene,  die  durch  keinen  der  Doppel- 
punkte geht,  achtundzwanzig  Doppeltangenten.  Zehn  davon  liegen  auf 
den  nachgewiesenen  6  -f~  ^  Ebenen,  die  die  Fläche  in  Kegelschnitten 
berühren.  Die  übrigen  achtzehn  vertheilen  sich  zu  dreien  auf  die  1+1+4 
gefundenen  Gongruenzen.     Es  folgt  also: 

Die  gemeinsame  Brennfläche  der  beiden  reciproken  aplanaren  Ketten- 
Gongruenzen  ist  Brennfläche  noch  von  vier  weiteren,  und  zwar  imaginären 
Liniencongruenzen  3,  Ordnung  2.  Classe, 

Die  sämmUidien  Doppdtangenten  der  genannten  Fläche  4.  CHasse**) 


•)  Vgl.  die  Citate  auf  Seite  486. 

^  D.  h.^  die  Geraden,   durch  die  zwei  doppelt  K&hlende  Ebenen  der  Fl&che 
gehen. 


Congnienzen  mit  derselben  Brennfläche.    Gestalt  der  Brennfläche.        489 

werden  gänldet  von  den  Geraden  der  gefundenen  sechs  Congruenzenj  von 
den  Geraden  durch  die  sechs  conischen  Knotenpunkte  und  den  Geraden 
durch  die  vier  dreifachen  Punkte  der  Fläche. 

Mit  anderen  Worten,  projicirt  man  die  Fläche  aus  einem  Punkte, 
der  auf  keiner  der  fünfzehn  Doppelebenen  liegt,  durch  einen  Kegel 
4.  Classe,  so  sind  dessen  Doppelgeraden  nach  dem  Schema 

28  =  2. 3  +  4. 3  +  6  +  4 

auf  die  sechzehn  angeführten  Liniencongruenzen  yertheüt.  Weitere 
Liniencongruenzen  als  die  sechs  zuerst  genannten,  die  dieselbe  Brenn- 
fläche hätten,  kann  es  nicht  geben,  abgesehen  yon  dem  Orte  der 
Haupttangenten  der  Fläche,  für  den  diese  in  einem  ganz  anderen  Sinne 
Brennfläche  ist.  Es  ist  damit  natürlich  auch  gezeigt,  dass  man  von 
der  reciproken  Kettencongruenz  ausgehend  zu  denselben  vier  weiteren 
Congnienzen  kommt. 

Die  Gestalt  der  Brennßäehe. 

Die  Gonstraction  der  Brennflache  erfolgt  am  bequemsten  wohl  auf 
Gnmd  ihrer  Erzeugung  durch  die  Parameterflächen  und  die  zugehöri- 
gen  ümfassungskugeln.  Alle  reellen  Punkte  der  Fläche  werden  danach 
gefunden,  wenn  man  p  gemäss  den  die  Ungleichungen  «i  ^1)  ^  6^  nach 
sich  ziehenden  Ungleichungen 

(47)  -es^2p^-e, 

wählt,  die  die  Bedingung  dafür  bilden,  dass  die  Parameterfläche  p  von 
ihrer  ümfassungskugel  in  reellen  Punkten  getroffen  wird. 

Treffen  wir  die  Bestimmung,  dass  ^  negativ  sein  soll  (wodurch 
die  Gestalt  der  Fläche  offenbar  nicht  beeinflusst  wird),  so  ergiebt  sich 
Folgendes : 

Lässt  man  p  vom  Werthe  —  -|-  bis  zum  Werthe  Null  abnehmen, 

so  wächst  der  Radius  der  ümfassungskugel  stetig  vom  Werthe  ^       * 

bis  zu  einem  Maximum  |  Y —  (^^3  +  e^e^  +  e^e^)  \ .  Man  erhält  eine 
Schaar  zweitheiliger  sphärischer  Schnittcurven,  die  einen  ringförmigen 
Theü  der  Fläche  überdecken,  dessen  Begrenzung  die  GraUinie  ist.   Auf 

diesem  Theil  der  Fläche  verläuft  ein  Paar  von  Kreisen   (p  =  —  y)  , 

das  die  im  reellen  Gebiet  auf  zwei  Punkte  reducirte  Curve  p= ^^- 

von    der   Gratlinie  p  =  0  trennt. 

Lässt  man  sodann  p  vom  Werthe  Null  bis  zum  Werthe  —  * 
abnehmen,  so  nimmt  der  Radius   der  ümfassungskugel  von  dem  ge- 
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nannten  Maximnm  bis  za  dem  Werthe 


«I— «i 


ab.     Wir  erhalten  eine 


neue  Schaar  zweitheiliger  Schnittcorren.  Diese  überdecken  jncd  mul- 
denfärmi^  Theile  der  Fläche^  die  in  den  beiden  reellen  Knotenpunkten 
zusammenhängen.  Dem  Werthe  p  =  e^  entspricht  das  zweite  Paar  von 
reellen  Kreisen  anf  der  Fläche,  die  beiden  Kreise  enthaltend,  die  durch 
die  Knotenpunkte  gehen.  Diese  zerüdlende  Curve  trennt  wiederum 
die   Gratlinie    von    einer   Schnittcurre,    die   sich    auf    ein    Punktpaar 

reducirt  (p  =  —  y )  • 

Die  reellen  Scheitelebenen  berühren  die  Fläche  längs  des  letzten 
Kreispaars  und  durchsetzen  sie  längs  des  ersten. 

Diese  Verhältnisse  werden  f&r  den  Fall  «i  =  6,  e^=  — 2,  e^= — 4 
durch  die  beigegebenen  Figuren  43... 45  veranschaulicht ,  die  von 
Herrn  stud.  W.  Vogt  in  Greifs wald  gezeichnet  worden  sind. 

Fig.  43   zeigt  den  rihgformigen  Theil  der  Fläche   und   eine  der 

beiden  Mulden.  Die  Kno- 
tenpunkte sind  verdeckt, 
man  sieht  aber  ein  Stück 
von  einem  der  hindurch- 
laufenden Kreise  (»= — ^2). 
Dem  Werthe  j?  =  1  ent- 
sprechen die  zwei  Ejreise 
auf  dem  ringförmigen  Theil. 
Fig.  44  (8.d.  Tafel)  zeigt, 
ausser  der  Gratlinie,  die 
auf  der  Fläche  liegenden 
Ejreise  in  ihrem  ganzen 
Verlauf.  Ausserdem  sind  die 
Hauptschnitte  der  Fläche, 
die  Schnitte  mit  den  Sym- 
metrieebenen, punktirt  ein- 
getragen. Der  in  der  Ebene 
x^^=sO  gelegene  Haupt- 
schnitt besteht  aus  einem 
Oval  und  zwei  isolirten 
Doppelpunkten  in  dessen 
Innerem,  den  Knotenpunk- 
ten der  Fläche.  Das  Oval  verläuft  auf  dem  ringförmigen  FlächentheiL 
Der  Hauptschnitt  a:,  =  0  ist  eine  Curve  mit  vier  Spitzen,  die  auf  der 
Gratlinie  liegen ;  zwei  Stücke  der  Curve  verlaufen  auf  dem  ringförmigen 


Fig.  iS. 


Gestalt  der  Brennfläche.  491 

Flachentheily  und  zwei  in  den  Mulden.  Der  Hauptschnitt  x^  =  0 
verhält  sich  ähnlich,  hat  aber  zwei  gewöhnliche  Doppelpunkte  in  den 
Knotenpunkten  der  Fläche. 

Die  Fig.  45  endlich  (s.  die  Tafel)  zeigt  die  Hauptschnitte  noch- 
mals, und  ausserdem  den  Zusammenhang  der  beiden  Mulden  in  den 
Knotenpunkten.  Von  den  beiden  durch  die  Knotenpunkte  gehenden 
Kreisen  ist  in  diese  Figur  nur  der  eine  eingetragen.  Der  andere  ver- 
läuft im  Bilde  sehr  nahe  dem  scheinbaren  Umriss  der  Fläche. 

Die  Längeneinheit  erscheint  in  den  in  der  Reproduction  leider 
etwas  klein  gerathenen  Figuren  auf  der  x^,  a?,,  o^^-Axe  in  den  Verhält- 
nissen 21  :  22  :  11. 

Die  den  Parameterwerthen  jp  =  2,  1,  0,  — 2,  — 3  entsprechenden 
Kugelradien  sind  r  =  4,  5,  5-29,  4,  1. 

In  dem  von  uns  ausgeschlossenen  Fall  6^  =  0  enthält  die  Fläche 
nur  zwei  reelle,  einander  unter  rechten  Winkeln  schneidende  Kreise, 
die  zusammen  gleichzeitig  die  Gratlinie  bilden.  Diese  Kreise  zerlegen 
die  Fläche  in  vier  congruente  sattelförmige  Stücke;  ihre  Schnittpunkte 
sind  cubische,  und  zwar  uniplanare  Knotenpunkte.  Diese  besondere 
Fläche  wird  leicht,  auf  zwei  verschiedene  Weisen,  als  Grenzlage  von 
Flächen  der  zuvor  beschriebenen  Art  aufgefasst. 

Schliesslich  heben  wir  noch  hervor: 

Durch  die  Brennfläche  wird  das  Continuum  aller  reellen  eigentlichen 
und  uneigentlichen  Punkte  und  ebenso  das  Continuum  aller  reellen  Ebenen 
in  (je)  zwei  Coniinua  zerlegt. 

Die  Brennfläche  trennt  nänüich  die  in  ihrem  jylnneren^^  gelegenen 
Punkte,  von  denen  je  (mindestens)  drei  reelle  Gerade  der  beiden  zuge- 
hörigen Congruenzen  ausgehen,  von  den  Punkten  „ausserhalb^\  von  denen 
nur  je  eine  reelle  Congruenzlinie  ausgeht  Ebenso  trennt  sie  die  Ebenen, 
die  je  (mindestens)  zwei  reelle  Congruenzlinien  enthalten,  von  denen,  die 
keine  enthalten. 

Nimmt  man  auf  einer  der  beiden  Scheitelebenen  und  im  Inneren 
der  Brennfläche  einen  Punkt  nach  Belieben  an,  so  gehen  durch  diesen 
drei  verschiedene  Gerade  der  ersten  Kettencongrueuz,  deren  eine  den 
zugehörigen  Scheitel  enthält.  Liegt  der  Punkt  nicht  gerade  auf  der 
die  Scheitel  (die  Knotenpunkte  der  Brennfläche)  verbindenden  Axe 
x^=  x^  =  0,  so  können  die  beiden  anderen  hindurchgehenden  Con- 
gruenzlinien dadurch  gefunden  werden,  dass  man  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  anderen  Scheitelebene  aufsucht.  Diese  können  nämlich/  nach 
dem  Satze  über  die  Erzeugung  der  Congruenz  mit  Hülfe  ebener 
Büschel  (S.  464)  sehr  leicht  elementargeometrisch  construirt  werden,  als 
Schnittpunkte  einer  Geraden  und  eines  Kreises. 
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Es  dürfte  sich  wohl  verlohnen,  die  durch  die  redproken  Eettencon- 
graenzen  yermittelten  Abhildungen  zweier  Kreisscheiben  noch  näher  zu 
untersuchen,  und,  unter  Anwendung  der  darstellend-geometrischen  Methode, 
den  Gegenstand  mit  den  vorausgehenden  Betrachtungen  in  Verbindung  zu 
bringen.  Man  wird  auf  diesem  Wege  zu  einer  auch  in  den  Einzelheiten 
anschaulichen  Vorstellung  von  der  Vertheilung  der  reeUen  Congruenzlinien 
und  der  Parameterflächen  im  Baume  und  von  deren  Beziehung  zur  Brenn- 
und  Grenzfläche  gelangen  können. 


§38. 

Fortsetzung  der  Theorie  der  aplansfen  Kettencongraensen: 
Einführung  elliptisoher  Goordinaten  und  Functionen. 

Wie  aus  dem  Vorhergehenden  sich  ergiebt,  kann  die  Schaar  der 
Parameterflächen  als  ein  Seitenstück  zur  Schaar  der  confocaUen  Flächen 
2.  Classe  betrachtet  werden,  und  in  ähnlicher  Richtung  wie  die 
Theorie  der  confocalen  Flächen  lässt  sich  auch  die  Theorie  der  Para- 
meterflächen weiter  entwickeln:  Wie  dort  eine  Vereinfachung  durch 
Einführung  der  elliptischen  Goordinaten  bewirkt  wird^  und  bei  einigen 
Problemen  die  Einführung  der  sogenannten  L  am  ^ 'sehen  Goordinaten 
sich  vortheilhaft  erweist^  so  lässt  sich  hier  noch  ein  wesentlicher  Fort- 
schritt erzielen,  wenn  man  die  gewöhnlichen  elliptischen  und  Lame- 
schen  Goordinaten  auf  der  Eugelfläche  durch  das  Gauss'sche  Verfahren 
der  sphärischen  Abbildung  auf  die  Theorie  der  aplanaren  Eettencon- 
gruenzen  überträgt.  Wir  erreichen  auf  diese  Weise  bei  unseren  Ketten- 
congruenzen  die  Lösung  der  Integratiorispröblemey  die  man  in  der 
allgemeinen  Theorie  der  Liniencongruenzen  zu  stellen  pflegt.  Da  ausser- 
halb der  Theorie  der  Normalencongruenzen  specielle  Liniencongruenzen, 
bei  denen  man  diese  Probleme  wirklich  lösen  kann,  noch  nicht  gerade 
zahlreich  zu  sein  scheinen,  so  dürfte  es  sich  wohl  verlohnen,  die  an- 
gedeuteten  Gedanken    wenigstens   in   den   Hauptzügen   zu   entwickeln. 

Strictionsgerade,    Elliptische  Goordinaten. 

Wir  knüpfen  an  die  Gleichung  (37)  an,  die  genau  die  aus  der 
Theorie  der  confocalen  Kegel  2.  Glasse  bekannte  Form  hat,  und  durch 
die  Richtungen  der  ihr  genügenden  Geraden  6  in  der  That  auch  eine 
Schaar  solcher  Kegel  definirt,  eben  die  Kegel,  deren  Erzeugende  ortho- 
gonal sind  zu  den  Ebenen  der  Asymptoten-Kegel  der  Parameterflachai, 
und  parallel  zu  den  Erzeugenden  der  Kegel,  die  die  Parameterflächen 
aus  den  Scheiteln  projiciren  (S.  468). 

Wir  werden  die  Gleichung  (37)  in  einen  engeren  Zusammenhang 
bringen  mit  der  Theorie  unserer  beiden  Hauptfusspunktflächen,  indem 
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wir  einen  neuen  Begriff  einführen^  den  der  Sirictionsgeraden  zu  einer 
gegebenen  Geraden  6  der  aplanaren  Eettencongraenz.  Wir  betrachten 
zwei  zu  6  benachbarte  Gerade  der  Congruenz^  die  derselben  Parameter- 
fläche angehören^  wie  6  selbst^  construiren  deren  der  zweiten  Congruenz 
angehörige  gemeinsame  Normale ,  und  lassen  schliesslich  die  beiden 
Nachbargeraden  mit  6  zusammenfallen.  Ist  dann  6  nicht  Hauptstrahl; 
so  erhält  man  fQr  diese  gemeinsame  Normale  eine  bestimmte  Grenzlage^ 
die  wir  eben  Strictionsgerade  zu  6  nennen,  nämlich  die  Gerade  mit 
den  Parametern 

(48)  Ti  =  (|>  — ei)(yi,    T,  =  (i)  — ej)<yj,    ^8  =  0  — «8)<^s- 

Ist  dagegen  6  Hauptstrahl,  so  ist  jede  Erzeugende  des  der  zweiten 
Congruenz  angehörigen  Cylindroids,  dessen  Hauptaxe  6  ist,  als  Strictions- 
gerade zu  6  anzusehen;  die  Gleichungen  (48)  liefern  dementsprechend 
unbestimmte  Verhältnisse  der  Grössen  r^. 

Die  Yerhältnissgrössen 

(49)  0:(p  —  e^)  6^:  (j^  —  e^)  0^:(p  —  e^)  0^ 

sind  nun,  falls  sie  bestimmt  sind,  die  Goordinaten  der  Ebene,  die  6 
aus  dem  Mittelpunkt  o  projicirt: 

„Legt  man  durch  jede  Erzeugende  eines  Hyperboloids  eine  Ebene 
senkrecht  zur  Tangentialebene  ihres  Strictionspunktes,  so  entstehen  die 
Ebenen  des  Asymptotenkegels  der  Fläche/' 

Hierin  liegt  eine  einfache  Construdion  der  Strictionspunkte  und 
-Curven  zu  den  beiden  Regeischaaren  der  Fläche,  die  auch  rein-geome- 
trisch leicht  begründet  werden  kann. 

Strictionsgerade  x  einer  eigenÜicJien  Geraden  6  der  ersten  Ketten- 
congruenz  ist  jede  eigenüiche  Gerade  der  zweiten  Congruenz,  die  senk- 
recht stefU  auf  einer  Ebene,  die  6  mit  dem  Mittelpunkt  beider  Congruen- 
zen  verbindet 

Der  Schnittpunkt  beider  Geraden  ist  der  Mittelpunkt  der  Stric- 
tionsgeraden  r;  d.  h.  er  hat  die  Goordinaten 

(50)  %  =  ri*  +  r,»  +  r,»,     ri^  =  —  {e^  —  e^)  x^t^ , 

u.  s.  w.;  oder,  nach  proportionaler  Aenderung,  die  Goordinaten 

(51)  V=  6^^  +  ^/  +  6^^ ,      iy/=  (e,  —  e^)  6^6^  —  0^6^  , 

u.  s.  f.,  wo 

rM\  fc  — (g«  —  gs)(<gs  —  <gi)(gi  —^i)^\  g»  g» 


%' 


'—  ^— ifltie  die 


~^     TT~':i:*r   -r.  :  f 


2  -  ^ ,  ein 

^^^-üOöi   Äscer  Art  der 


".  *»         —  ^ 


^^    --^^  ^  i«irai  temärem  Gfe- 

-^^^.    •:    — .^^-.^^.     Beide  Curren- 

=         _~J^   ^  ?  uir^r^m  des  K^I- 

--.-.^.J^^"^'^^    ^^nn^lMg   der   ei^n 
-  — Or-Jniie^  wird. 


*^'^-  «f  Stridhnsfferadc  Ar 

;-^'--  ...  v...va  -«^  i..^^.  *^^-^  ««^den,   da«    ^u, 
--'  -V.*,   ;.,,,   .^^  ^  -^  .  r>*l«ti3chen  Gleichung  ^53 
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setzt.  Die  Nenner  sind  unter  der  angegebenen  Yoraussetzung  von  Null 
yersehieden,  und  überdies  können  die  stets  reellen  Grössen  X,  ii  so  ge- 
ordnet werden^  dass 

(55)  ^i^^^^>f*^^ 

wird,  wobei  im  vorausgesetzten  Falle  natürlich  die  Ungleichbeitszeicben 
gelten.  Der  Strahl  6  ist  dann  durch  die  Werthe  k,  fi  vierdeutig  be- 
stimmt: Erklärt  man,  dass 

(56)  V(k-e^  =  iye^—e^,  ye^—e^  =  iVe^-e^,  V^— ^  =  if^-^ 

sein  soll,  so  kann  man  X  und  [i  als  unabhängige  Parameter  betrachten, 
und 


setzen,  womit  zugleich  über  die  numerischen  Werthe  der  Grössen  6^ 
in  bestimmter  Weise  verfügt  ist. 

Ist  zweitens  6  zu  einem  Sauptsträhl  senkrecht,  aber  selbst  weder 
Hauptstrahl  noch  Focalaxe,  so  erscheint  einer  und  nur  einer  der  Aus- 
drücke (54)  unter  der  unbestimmten  Form  —  •     Man  erkennt  unschwer, 

dass  man  für  diese  unbestimmte  Grösse  den  Werth  oo  einsetzen  muss, 
um  eine  Gerade  der  reciproken  Congruenz  zu  erhalten,  der  die  gegebene 
Gerade  als  Strictionsgerade  zugehört:  Die  eine  der  beiden  gesuchten 
Geraden  ist  in  diesem  Falle  Hauptstrahl.  Ist  also  z.  B.  0^^==  0,  so 
treten  an  Stelle  der  Gleichungen  (54)  diese: 

(54b)  r,   .  r,   .  r,   -  1  .  u   .  u        , 

Ist  drittens  6  selbst  HduptstraJdy  so  ist  6  Strictionsgerade  der 
beiden  anderen  Hauptstrahlen;  im  Falle  6j^  =  6^  =  0  z.  B.  erhält  man 

(54c)  \'' ''i'' ''i^  ^ '' ^ '' ^ ' 

Tj" :  Tg" :  Tg"  =0:0:1. 
Die  zugehörigen  Werthe  von  k  und  fi  sind: 

(58)  ^  =  ßi ,    f*  =  «s . 

Ist  endlich  6  Focalaxe, 

so  giebt  es  cx>^  Gerade  in  der  reciproken  Congruenz,  deren  Strictions- 
gerade 6  ist;  nämlich  alle,  deren  Parameter  in  der  Form 

(54d)  ii :  Tg :  Tj  =  +ye^  —  e^ :  q  lye^  —  e^ 


P««»««  Kettamsoügnien«»  des  ersten  Typ«. 
W^w*  henuteen  nun  die  erUiM^  r>  ■■ 

B»  i^eigt  das  die  erste  der  Gleichungen 

'^'^»''^'  +  ^«xV  +  .,.,V  =  A,t, 
«örzufolge  man 

«rklUren  kann.     Es  irehörpn   ^o,,«  i.    - 

/.u  denselben  elliptisln  Coorl'atn ''  '"■^■'*  ^»g"-^- 

m."  HtoUen  defttl^^^^*^^^^^^^^^^^  -  imaginären  GebieH:;^ 
N|.r.u.),on  müssen  ZuloW  ^^'i^*^""»  *«f>  <««  wir  noch  km  b^ 
«.■«..•.ohnittes/den  dl  gSI:;"**"    '"   ^•"^"'^    ^^   -«-""« 

*»  +V  +  V  =  o 

«"i./lxmi.l,.,,   unoigentlichen  Geraden  rf»r  p  t„ 

^...«,M.,.,I,„..,  von  denen  entwed^T    T  ^°°8™«''"  Werthep««  i.  . 

M.;.....«.K.udon'ontsprt  ZTe^::  1 -".c^'^  ^"^^^Z 
*^""l'  voi,  f,  „„bestimmt  lässt     nT-J^  -«,/»  =  00,  d«,  dm 
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sehen  Coordinaten  nicht  vollständig  dargestellt  werden.  Diese  Unbestimmt- 
heit yerschwindet  natürlich  beim  üebergang  zum  Strahlencontinunm. 

Der  Nutzen  der  elliptischen  Coordinaten  beruht  nun  in  der  Haupt- 
sache auf  folgendem  Satz: 

Durch  Einführung  der  elliptischen  Coordinaten  einer  Congruendinie  6 
wird  es  ermöglicht,  die  Grenzpurikte  dieser  Geraden  von  einander  zu 
trennen,  und  in  Folge  dessen  in  einer  unbegrenzten  nach  mehreren 
Bichtungen  fortschreitenden  Kette  von  Geraden  beider  Congruenzen  jedes- 
mal  entweder  die  Grenzpunkte  oder  die  Brennpunkte  alg^aisch  zu  unter- 
scheiden, 

Dass  der  letzte  Theil  dieser  Behauptung  eine  unmittelbare  Folge 
des  ersten  ist^  ergiebt  sich  aus  dem  auf  S.  480  Gesagten.  Durch 
jeden  Grenzpunkt  einer  Gongruenzlinie  6  von  hinreichend  allgemeiner 
Lage  geht  eine  Gerade  der  reciproken  Congruenz,  auf  der  dieser  Punkt 
ebenfalls  Grenzpunkt  ist;  es  geht  femer  durch  ihn  je  eine  Gerade 
beider  Congruenzen,  auf  der  er  Brennpunkt  ist;  sind  auf  einer  Gon- 
gruenzlinie die  Brennpunkte  bekannt,  so  kann  man  wieder  auf  anderen 
die  Brennpunkte  oder  Grenzpunkte  unterscheiden*).  Die  dliptischen 
Coordinaten  sind  also  das  erste  Glied  in  einer  unbegrenzten  Kette  von 
Coordinatensy Sternen,  die  edle  das  Gemeinsame  haben,  dass  sie  entweder 
die  Unterscheidung  der  Grenzpunkte  oder  die  Unterscheidung  der  Brennr 
punkte  der  Congruenzlinien  gestatten,  freilich  auch,  je  weiter  man  sich 
Yom  Anfangsglied  der  Reihe  entfernt^  eine  fortschreitende  Complication 
^aufweisen  werden. 

Suchen  wir  zunächst,  durch  Substitution  des  Werthes  q  = — 2p = 
=  2(A  +  f^)  ^^  die  Gleichung  (35)  die  Brennpunkte  der  Geraden  6  zu 
ermitteln,  so  zeigt  sich,  dass  diese  Gleichung  zwar  eine  wesentlich  ver- 
einfachte Form  annimmt, 

(63)  V (2i  +  ^)(2^  +  A)  =  a-i))(p-^), 

dass  sie  aber  zu  ihrer  Losung  die  Adjunction  einer  neuen  Irrationa- 
lität erfordert.  Anders  jedoch  verhält  es  sich  mit  der  durch  die  Sub- 
stitution q=T=  —  Y   entstehenden,  Gleichung,   von  der  die  Bestimmung 


•)  Dass  bei  nicht  specieller  Wahl  von  «j ,  e, ,  c,  und  6  alle  diese  Ketten  sich 
ins  unendliche  erstrecken,  ist  anzunehmen,  aber  nicht  bewiesen.  Dass  Poly- 
gone der  construirten  Art  sich  unter  Umständen  schliessen  können,  zeigen  be- 
kannte Sätze  aus  der  Theorie  der  Raumcunren  4.  Ordnung. 

Studj,  Geometrie  der  Dynamen.  32 
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der  ärenzpnnkte  der  Geraden  6  abhängt  6^  wird  jetzt  ein  Qoadrat 
eines  als  bekannt  geltenden  Ansdracks;  wir  finden: 

(64)  tf„  =  +  i^*), 

wobei,  zufolge  (51)  —  <^o  =^  i     o  ^  ^^^  Abstand  des  einzelnen  Grenz- 

pnnktes  von  der  Mitte  der  Geraden  6  bedeutet. 

Aus  der  Beihe  von  Parameterdarstdlungen  der  als  Ort  von  Punkten 
oder  Ebenen  betrachteten  Grenz-  oder  Brennfläche,  die  sich  aus  dem  Vor- 
hergehenden ergeben,  führen  wir  einige  auf.  —  Wir  er^Lnzen  zuerst 
die  Gleichungen  (56),  (57)    durch  die  daraus  hervorgehenden  Formeln 

(65)  l.  =  (e.-e,)-,,.. VLEÄ^^^J^K^ ,  ^  ,,  ^^ 

und  haben  dann  in  diesen  Grossen  unmittelbar  die  gewöhnlichen  Car- 
tesischen  Coordinaten  (|^,  =  1,  vgl.  Nr.  30)  des  Punktes  (Ji,  ii)  der 
ersten  Mittelfläche  vor  uns.  Der  Ort  der  Grenzpmkte  zunächst  wird 
dann  dargestellt  durch  die  Ausdrücke 

(66)  ^0  =  1;    ^i  =  ii±-^<^i- 

Die  Tai^geniialebene  der  Grenz-  oder  Brennfläche  in  diesem  Punkte 

ist  identisch  mit  der  der  Parameterfläche  — ^,  und  hat  daher  die 
Coordinaten 

(67)  «0=  (f  +  e,)  (f  +  e,)  (f  +  e,)x„    «,  =  (f  +  e,)  x,, 

u.  s.  f. 

Die  Normalehene  (Grenjsebene)  der  Geraden  (;i,  ;*)  im  Grenjgpunkte 
Xy  nach  dem  Früheren  ebenfalls  eine  Brennebene,  hat  femer  die  Coor- 
dinaten 

(68)  Vo  =  i^o;   ^1  =  ^17  «^2  =  <^2 ,  <^a  =  <^a^ 

und  deren  Berührungspwnkt  mit  der  Brennfläche,  identisch  mit  dem  Be- 
rührungspunkt der  Ebene  v  mit  der  Parameterfläche  —  y ,  die  Coor- 
dinaten 

(69)  yo  =  l,    yi  =  +  -^ f^^?-,  u.8.f. 

2 

^  In  allen  folgenden  Formehi  sind  entweder  durchweg  die  oheren  oder 
durchweg  die  unteren  Vorzeichen  zu  wählen« 
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Die  Ausdrücke  (66)  und  (69)  erfOllen^  in  die  Gleichung  (40)  sub- 
stituiri^  diese  identisch^  wie  mau  sich  durch  Ausrechnung  überzeugen 
kann,  und  ebenso  befriedigen  die  Ausdrücke  (67)  und  (68)  die  Glei- 
chung (41). 

Verbinden  wir  nun  die  Punkte  x^  y  durch  eine  Gerade,  oder 
bringen  wir  die  Ebenen  Uy  v  zum  Schnitt,  so  erhalten  wir  in  beiden 
Fällen  eine  und  dieselbe  Gerade  r  der  zweiten  Gongruenz,  der  nunmehr 
als  Brennpunkte  und  Brennebenen  die  Punkte  x^  y  und  die  Ebenen 
M,  V  angehören.  Wir  werden  die  Parameter  r^  auch  dieser  Geraden 
von  vom  herein  in  bestimmter  Weise  normiren,  nämlich  wiederum  so, 
dass  ihre   Quadratsumme  gleich  Eins    wird.     Dies   gelingt,   wie   man 

nach  einiger  Rechnung  findet,  durch  Adjunction  von  y2{X  —  fi),  wo- 
für wir,  xmter  Einführung  einer  eigentlich  überflüssigen  numerischen 

Irrationaliiät,  ]/2  -  yx  —  ^  schreiben  wollen.  Man  kommt  so  zunächst 
zu  den  Gleichungen 

u.  s.  w.,  wo  zur  Abkürzung 

(71)  v^i=VÄ=^yx^v^=^,  Yn^=v^^^yf=^tV^r=^ 

gesetzt  ist.     Hiermit  haben  wir  (üso  eine  unbestimmte  Gerade  x  der 

zweiten  Congruenss  (unabhängig  von  dem  der  Wurzel  y2  Yk  —  /i 
beigelegten  Werthe)  so  dargestellt,  dass  ihre  Brennpunkte  algebraisch 
getrennt  sind. 

Hierbei  ist  zunächst  vorauszusetzen,  dass  A  und  ii  endlich  und 
von  einander  verschieden  sind,  womit  die  uneigentlichen  und  die  in  den 
Guspidalebenen  der  ersten  Gongruenz  verlaufenden  Geraden  r  (dieselben, 
die  die  auf  S.  484  besprochenen  Kegelschnitte  ^  umhüllen)  ausge- 
schlossen sind.  Ausserdem  aber  werden  die  Formeln  (70  a)  auch  dann 
unbrauchbar,  wenn 

n^  —  n 

X^^      =  A«  +  A/i  -f  /t«  +  CgCj  +  ^8^  +  61% 

verschwindet.  In  diesem  Falle  werden  die  Grössen  r^  nicht  unendlich, 
sondern  sie  erscheinen  (wie  aus  dem  Folgenden  sich  ergiebt)  unter  der 

unbestimmten  Form  -g-.    um  diesen  üebelstand  zu  beseitigen,  werden 

wir  nun  die  Parameter  r^  nochmals  auf  andere  Weise  berechnen,  wo- 
bei wir  zugleich  zu  eleganteren  Formen  kommen  werden. 

Wir  bestimmen  zunächst  die  beiden  Geraden  t',  r",  deren  Stric- 

82» 


.^.^b  AetMBBCOBgniettzen  des  enien  Typiu. 

Vn Weisung  der  Gleichungen  (54)  ^  und  nor- 
..käj:»  «lie  Qaadratsommen  ihrer  Parameter  r/  und 
vvt^nlen.  Es  folgt  dann^  wenn  wir  die  auf  der 
verlaufende    unter    diesen  Geraden  mit   r"(r') 


V^u-^i 


-  f»  •  (f*  —  «i) 


yi- 

-e,y,i- 

-«.Vf- 

*t 

yi- 

yf,- 

-11  yi~- 
-t,yx- 

f 

«8 
} 

..v.^gusetzt  natürlich,  dass  nicht  X  =  ii  ist. 
0  iiichtungen  der  beiden  Grenzstrahlen  des  zu  6  gehörigen 
...X  die  Winkel  seiner  beiden  Hauptstrahlen  t\  x"  halbiren,  so 
vi^^  lun  X  zu  erhalten^  abgesehen  von  den  noch  zu  bestimmen- 
.^/.cichen^  einfach  setzen 

|/2  .  X^  =  Tj'  +  ti" ,     u.  s.  w. 

'Vici  BfM/r  der  durch  die  Gleichungen  (70  b)  dargestellten  Geraden 

..141  uun^  wie  eine  kurze  Rechnung  zeigt,  wirklich  überein  mit  dem 

u./    der  Geraden  (70a);    und   eine   vollkommene   üebereinstimmnng 

v*^     iikädnm  Geraden  beider  Paare  und  überdies  ihrer  Orientirungen 

»viivl  erreicht,  wenn  wir  die  weitere  Festsetzung  treffen 

du>  bewirkt,  dass  im  Falle  der  oberen  (unteren)  Vorzeichen  die  Grössen 

^1        ^8        ^« 


/ 


^1       ^8       ^a 

tt        tf        t* 

^1  ^J  '^Ä 


Umi  üoefficientensystem  einer  eigentlichen  (uneigentlichen)  orthogonalen 
'IVansformation  bilden.  Wir  erhalten  also  jetzt  für  die  Grössen  x^  die 
Werthe 


(70c)    X  ^  v^  -  <gi  y f^  ~  g»  y f^ — g«  ±  *  y f^  --  ^1  y ^  -  gl  y^"^  ^ 
^ ^_  y2y^^=^y^r=^y^^=^ 

*)  Bei  Anwendung  dieser  Formel  auf  die  Grenzwerthe  X,  ^  =  e^  ist  Yoraicht 
f  onnöthen.    Es  ist  z.  B.  bei  Wahl  der  unteren  Vorzeichen  zwar 

lim        {  yiJT^  —  i-^l—  IL  ]  =  0, 

^  =  «11    /*  =  <! 

aber  nach  unserer  Definition  (66)  j/«^  —  e^  +  ♦  Ye^  —  e^  =  0.  Aehnliche  Er- 
scheinungen in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  yerdienten  ebenfaUs  aas- 
drücklich  angemerkt  zu  werden. 


Parameterdarstellungen  der  Grrenz-  und  Brennfl&che.  501 

a.  s.  f.,  die  im  Allgemeinen  identisch  sind  mit  denen  unter  (70a)^  aber 
einen  weiteren  Gültigkeitsbereich  haben. 

Nunmehr  können  wir  den  Mittdpunkt  ij  der  Geraden  %  bestimmen 
aus  den  Gleichungen 

(74)  %  =  1,     ^i  =  — («2  — 0^«^8;  u.  s.  w.; 

femer  müssen  sich  die  Brennpunkte  x,  y  der  Geraden  t  (vgl.  Nr.  66, 
69)  darstellen  lassen  in  der  Form 

yo  =  1;  yi  =  —  (<^  —  ^^iH  +  i^o^i  ^-  s.  f., 

wo  nun  die  Grösse  r^,  der  negativ  genommene  Abstand  des  Brenn- 
punktes X  vom  Mittelpunkte  ij,  nicht  mehr,  vne  früher,  aus  einer 
reinen  quadratischen  Gleichung 

(76)  V+(p-^)(p-0^i'+(>-^8)(P-0V+(l>--%)(l>-^)V  =  0 

zweiwerthig  zu  bestimmen  ist,  sondern  sich  ratUynal  durch  bereits  ein- 
geführte Wurzelgrössen  ausdrücken  lassen  muss.  Dies  gelingt  mit 
Hülfe  der  Bemerkung,  dass  die  Grössen  r^  als  Coordinaten  einer  Ebene 
angesehen  werden  können,  die  die  Gerade  6  und  also  auch  den  Punkt  S 
enthält  (vgl.  Nr.  39).     Es  findet  sich  so  für  r^  der  Werth 

(77)  Y    x-tv    ^ 


^^       y^yr^^ 


der  in  der  That  die  Gleichung  (76)  befriedigt,  übrigens  auch  dem  Aus- 
druck (70a)  entnommen  werden  kann,  jlessen  Zähler  die  Bedeutung 
+  (A — f*)(yi — ^i)  hat. — Man  achte  darauf,  dass  der  Nenner  1/2)/^ — fi 
allen  vier  Grössen  r^  gemeinsam  ist,  und  also  da  entbehrt  werden 
kann,  wo  es  sich  nur  um  die  Verhältnisse  dieser  Grössen  handelt 

Nunmehr  gelingt  es,  auf  einfache  Weise  die  elliptischen  Coordinaten 
k'j  fi'  der  Geraden  x  durch  die  elliptischen  Coordinaten  A,  ft  der  Geraden 
6  ausmdrücken. 

Was  unter  den  „elliptischen  Coordinaten'^  einer  Geraden  r  der 
zweiten  Gongruenz  zu  verstehen  sei,  geht  im  Wesentlichen  aus  dem 
Vorhergehenden  hervor.  Da  aber  über  die  Art  der  Bezeichnung  Zweifel 
walten  können  (insofern  nämlich  die  Grössen  e^,  e^y  e^  hier  durch 
—  hy  ~~  ^?  —  ^  vertreten  werden),  setzen  wir  ausdrücklich  fest,  dass 
die  Beziehung  der  Grössen  k\  (i'  zu  den  Grössen  ta  und  ea  eben- 
falls durch  die  Formeln  (57)  (und  im  reellen  Gebiete  (55))  bestimmt 
sein  soll*).     Nun  ergeben  sich  aus  den  zu  (60)  analogen  Gleichungen 

*)  Danach  wird  also  die  Spiegelung  am  Mittelpunkt  o  ausgedrückt  durch 
die  Gleichungen  ;i'  =s  1,  ^'  =  ^. 
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Ti*      +      V    +     r3*     =1 

"2 


(78)  6,r,»    +   ^V   +   ^V=-|-  =  -A'-ft', 


und  aus  der  nunmehr  leicht  abzaleitenden  Gleichung 

^eji^i'  +  ^««1 V  +  ^^^8*  =  —  ip*  —  V  = 

=  i  (  —  ^f*  +  ^j^  +  ^«1  +  Ci^  +  — ;t~^   ^  ) 
die  gesuchten  Werte  von  A'  und  (i'i 


A  +  ^  =  -  2A'  -  2fi', 


JS&en^o  Jossen  sich  umgekehrt  die  elliptischen  Coordinaten  l,  ii  der 
Geraden  6  diwch  die  elliptischen  Coordinaten  X\  fi'  der  Geraden  x  eit^ 
fajch  ausdrücken. 

Die  Gleichungen 

»1/57  q:  vir  1* 

'  ^^^{»-(sr  +  ^OCa^e'  +  n 

deren  zweite  dfis  Analogon  zur  Nr.  (63)  ist^  müssen  nämlich  die  Gerade 
{Xy  li)  —  oder  vielmehr  die  Gruppe  von  vier  Geraden ,  in  der  diese 
Gerade  enthalten  ist  —  zweideutig  bestimmen  vermöge  einer  für  (A  —  ft)' 
quadratischen  Gleichung^  deren  Goefficienten  roMonai  von  X',  /a'  ab- 
hängen. In  der  That  findet  sich,  nach  ziemlich  umständlicher  Rech- 
nung, statt  der  zweiten  der  angeführten  Gleichungen  die  folgende: 

(tzty.  (x'-^y  -  2  (i=^)'-{(x'  +  2ii')m  +  0^'  +  2A')  i7;}  + 

voraus  die  gesuchten  WerÜhe  der  Grössen  X,  (t  hervorgehen: 

(81) 


Diese  Gleichungen  sind  also  die  Auflösung  des  durch  (77)  und  (80) 
zusammen  dargestellten  Gleichungspaares. 

Uebrigens  lassen  sich  die  Coordinaten  6i  der  beiden  zu  gegebener 
Geraden  t  gehörigen  Geraden  der  ersten  Gongruenz  auch  unmittelbar 
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finden.     Soll  z.  B.  die  Gerade  6  gesucht  werden^   die    ihren    Grenz- 
punkt im  Punkte  x  hat^  so  ergeben  sich  die  Grössen  tf ^  :  tf ^ :  tf,  :  6^  als 

Coordinaten  der  Tangentialebene  der  Parameterfläche  —  ^  im  Punkte 

y,  dem  zweiten  Brennpunkt  yon  t,  also  z.  B. 

(82) 


yi 


^0 


(!+'■)  (!+'•)' 


wovon  man  sich  auch  durch  Rechnung  überzeugen  kann. 

Allen  diesen  Entwickelungen  liegt  natürlich  die  Voraussetzung  zu 
Grunde^  dass  in  den  betrachteten  Ausdrücken  die  Nenner  nicht  ver- 
schwinden^ und  dass  die  Grossen  k,  (a,  X',  (i'  endlich  sind.  Es  müssen 
also  die  Geraden  6,  x  beide  eigentlich  und  nicht  im  Minimalcomplex 
gelegen  sein:  6  darf  weder  in  einer  Guspidalebene  der  ersten  Gongruenz^ 
noch  in  einer  Guspidalebene  der  zweiten  Gongruenz  verlaufen.  Auch 
ist  zu  den  verschiedenen  Parameterdarstellungen  der  Brennfläche  zu 
bemerken,  dass  Jceine  von  ihnen  ohne  Weiteres,  nämlich  ohne  Grenz- 
übergänge, ade  Punkte  dieser  Fläche  liefern  wird.  *  Die  Formeln  zeigen 
selbst  die  Ausnahmefälle  an:  Eine  besondere  Behandlung  verlangen 
bei  den  von  uns  naher  betrachteten  Parameterdarstellungen  die  un- 
eigentlichen und  zum  Theil  auch  die  in  den  acht  Guspidalebenen  ge- 
legenen Punkte  der  Brennfläche.  Reell  sind  von  solchen  Punkten  nur 
zwei  Scheitel.  Die  Gleichungen  (66),  die  in  dieser  Hinsicht  mehr 
leisten  als  die  eleganteren  Formeln  (75),  werden  auch  für  diesen  Fall 
(A  =  6^  =  ft)  nicht  illusorisch.  Wir  haben  also  in  den  Gleichungen  (66) 
eine  im  redien  Gebiet  ausnahmslos  hrauchbare  Pa/rameterdarsteUung  der 
Brenn  fläche  vor  uns. 

Covariante  Differentialausdrücke, 
Gonstruiren  wir  die  gemeinsame  Normale  zweier  benachbarter 
Congruenzlinien  6  (A,  ft)  und  tf  +  ^^  (^  +  ^^r  V^  "f"  ^f*)?  ^^  y^irdi  diese, 
sofern  sie  bestimmt  ist,  die  Gerade  (A,  jü)  in  einem  gewissen  Punkte 
treffen,  dessen  Abstand  vom  Mittelpunkte  |  der  Geraden  r  genannt 
werden  solL  Diese  Grösse  r  stellt  sich  bekanntlich  als  Quotient  zweier 
quadratischer  Differentialformen  dar*),  die  wir  nun  berechnen  wollen. 
Wir  setzen,  uns  der  üblichen  Bezeichnungsweise  anschliessend 

*)  Nach  Kummer.  S.  L.  Bianchi,  Yorlesangen  über  Differentialgeometrie. 
Deutsch  von  M.  Lukat,  Leipzig,  1899,  Kap.  10. 
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und  finden 

(83)  E ^,6 ^, 

'  ~     lyiix  yn^     '  4.ynx  yn^, 

Es  wird  also 

dö,^  +  dö^^  +  d  V  =  ^dl^  +  2FdU^  +  Gdfi^  = 

(84)  _  _  ^-ft  rdU«  _  dfi«! 

4     [ni       n^  1  > 

rf^idg^  +  dijjdS,  +  dö^d^  =  edX«  +  (/"+  f)  dUfi  +  fifd.»*  = 
und 

dldfi 


(pK))  r  —       -'Edl*~+2Fdidf+'Gdp  *  Vlll  yjTu  '  Jl^  __  ^M*l  ' 

Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  nun  eine  Anzahl  von  Sätzen  ab- 
lesen, von  denen  wir  mehrere  hervorheben  wollen. 

Zunächst  sagt  die  Gleichung  F  =  0  aus,  was  wir  ohnehin  schon 
wissen,  dass  die  sphärischen  Bilder  der  durch  die  Gleichungen  (i  =-  const. 
und  X  =  const.  zusammengefassten  Gongruenzlinien  zwei  zu  einander 
orthogonale  Curvenschaaren  (nämlich  verschiedene  Zweige  einer  Schaar 
confocaler  sphärischer  Kegelschnitte)  bilden.  Zu  einer  neuen  Einsicht 
aber,  die  übrigens  auch  schon  im  Vorhergehenden  implicite  enthalten 
ist,  kommen  wir,  wenn  wir  r  ^  0  setzen: 

Durch  die  Gleichtmgen  (i  =  const.  oder  k  =  const  werden  die  Greraden 
der  ersten  Congruem  zu  geradlinigen  Flächen  msammengefasstj  deren 
Strictionscurve  zugleich  die  Ourve  der  Mitten  jener  Geraden,  und  also 
attch  die  zum  Mittelpunkt  0  der  Congruenz  gehörige  Fusspunkicurve  trf. 
Jede  solche  Fläche  ist  Ort  aller  Gongruenzlinien,  die  mit  zusammen- 
gehörigen Focalaxen,  insbesondere  mit  den  reellen  Focala>xen  der  Con- 
gruenz,  Winkel  von  constanter  Summe  oder  Differenz  bilden. 

Die  fraglichen  Flächen  bilden,  wie  aus  einer  weiterhin  noch  zu 
erwähnenden  Betrachtung  ohne  Weiteres  sich  ableiten  lässt,  eine  eiuzige 
analytische  Schaar  von  Flächen  6.  Ordnung,  deren  jede  eine  Parameter- 
fläche längs  ihrer  Fusspunktcurve,  einer  der  schon  erwähnten  rationalen 
Raumcurven  4.  Ordnung,  berührt.  Durch  jede  reelle  Gongruenzlinie 
gehen  zwei  reelle  Flächen  dieser  Art 

Verlangen  wir  femer,  die  Gongruenzlinien  zu  sogenannten  Hcmj^- 


I  « 
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flächen  zusammenzufassen,  nämlich  zu  Flachen,  die  ihre  StrictionscurTen 
auf  der  Grenzflache  haben,  so  erhalten  wir  die  Differentialgleichung 

(«')  'm  +  'i-"' 

die  mit  Hülfe  elliptischer  Functionen  ohne  Weiteres  integrirt  werden 
kann.  Die  linke  Seite  von  (87)  ist,  wenn  6  als  reell  vorausgesetzt 
wird,  eine  Differenz  zxveier  Quadrate,  da  TIx  dann  negativ,  Ilft,  positiv 
ist.  Man  erhalt  zwei  reelle  Schaaren  von  im  Allgemeinen  transcen- 
deuten  Flächen. 

Versuchen  wir  drittens,  die  Gongruenzlinien  zu  abwickelbaren 
Flächen  zusammenzufassen,  so  erhalten  wir  zwar  eine  Differential- 
gleichung, die  namentlich  bei  Einführung  elliptischer  Functionen  eben- 
falls eine  bemerkenswerthe  Gestalt  hat,  einen  unmittelbaren  Weg  zur 
Integration  aber  nicht  erkennen  lässt.  Wir  kommen  indessen  zur  Lo- 
sung des  bezeichneten  Problems  auf  andere  Art,  nämlich  auf  Grund 
des  folgenden  Satzes: 

Jede  Hauptfläche  der  ersten  der  beiden  reciproken  Kettencongmenzen 
ist  Ort  der  Binarmcden  einer  Ourve,  deren  Tangenten  der  zweiten  dm- 
gruenz  angehören,  und  umgekehrt  ist  jede  solche  Binormcdenfläche  Haupt- 
fläche. 

Die  genannte  Curve  ist  nämlich  die  Strictionscurve,  die  auf  Grund 
der  abgeleiteten  Sätze  orthogonale  Trajectorie  der  Geraden  6  (und  zu- 
gleich geodätische  Linie)  auf  der  Hauptfläche  ist.  Die  Tangenten  r 
dieser  Curve  liegen  also  in  der  reciproken  Congruenz.  Gehören  um- 
gekehrt die  Tangenten  r  einer  Curve  der  zweiten  Congruenz  an,  so 
liegen  deren  Binormalen  6  in  der  ersten  Congruenz.  Die  Curve  selbst 
ist  Strictionslinie  auf  dem  Ort  von  6,  und  ausserdem  liegt  sie  auf 
der  Grenzfläche.  Also  ist  der  Ort  der  Strahlen  6  eine  Hauptfläche  der 
ersten  Congruenz. 

Um  die  Geraden  der  zweiten  (ersten)  Congruenz  zu  abwickelbaren 
Flächen  zusammenzufassen,  braucht  man  demnach  nur  die  der  ersten 
(zweiten)  Congruenz  zu  Hauptflächen  zusammenzufassen.  Man  bestätigt 
das  auch  unschwer  durch  Rechnung,  am  bequemsten  mit  Hülfe  der 
Ausdrücke  (66).    Das  für  dk  :  dfi  zu  wählende  Verhältniss  ist 

(88)                              dA  :  diit  =  +  i  l/jll :  )/77^, 
da  r  =  —  tf ^  =  -I -^  werden  muss. 

Hiermit  ist  zunächst  die  eine  Schaar  von  abwickelbaren  Flächen 
in   der  reciproken  Congruenz   gefunden.    Damit  sind  aber   beide   ge- 
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fanden:  Zwischen  den  mit  x  und  y  bezeichneten  Punkten  besteht  ein 
algebraischer  Unterschied  nicht.  Wir  haben  oben  die  Gleichungen 
entwickelt^  die  das  Abhängigkeitsverhältniss  zwischen  den  Grössen 
ky  [i  und  l',  fi'  ausdrücken:  Man  hat^  um  die  zweite  Schaar  abwickel- 
barer Flachen  zu  erhalten^  nur  yon  dem  einen  Lösungssystem  X,  (i  zu 
dem  anderen  A^,  (i^  überzugehen. 

Durch  die  angegebenen  Substitutionen  wird  also  im  einem  Falle 
die  eine,  im  anderen  die  andere  der  Differentialgleichungen 

^  ^         I/O'  +  2;i') n; dx'  —  ^/(x'~+2^')^xdlL'  =  o 

der  abwickelbaren  Flächen  in  der  reciproken  Gongruenz  in  die  inte- 
grirbare  Form  (87)  übergeführt,  was  unmittelbar  wahrscheinlich  nur 
durch  beschwerliche  Rechnungen  festzustellen  sein  wird. 

Wie  die  Hauptflächen,  so  sind  auch  die  abwickelbaren  Flächen  in 
unseren  Gongruenzen  im  Allgemeinen  transcendent. 

Einführung  elliptischer  Functionen, 

Wir  identificiren  nunmehr  die  e^,  Cg,  63  genannten  irrationalen 
Bewegungsinvarianten  unserer  Figur  mit  den  in  der  Weierstrass'schen 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  ebenso  genannten  Grössen  und 
führen  durch  die  Gleichungen 


00 


(90) 


C-^  =  u,      f-^  =  v 


an  Stelle  der  elliptischen  Coordinaten  X,  fi  zwei  neue  Grössen  u,  v 
ein,  die  wir  nun  als  unabhängige  Veränderliche  benutzen  werden.  Die 
Vorzeichen,  die  man  den  Wurzelgrössen  in  diesen  Integralen  ertheilen 
will,  sind  an  sich,  ebenso  wie  die  Integrationswege,  willkürlich;  es 
wird  sich  aber  aus  dem  Folgenden  ergeben,  dass  es  zweckmässig  ist, 
sie  bestimmten  Einschränkungen  zu  unterwerfen. 

Vergleichen  wir  nun  die  entwickelten  Formeln  mit  solchen,  die 
aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannt  sind,  so  zeigt  sich 
zunächst,  dass  die  Mehrzahl  der  eingeführten  Wurzelgrössen  mit  rer- 
änderlichen  Argumenten  eindeutige  Functionen  der  Argumente  a,  v 
werden,  und  dass  überdies  die  eingeführten  numerischen  Irrationalität^ 
ebenfalls  eindeutige  Functionen  der  Perioden  2(0^,  2cöj  der  elliptischen 
Integrale  (90)  sind.*) 

•)  Wir  verwenden  durchweg  das  System  von  Bezeichnungen,  das  eich  in  dem 
Werke  von  Tannery  und  Molk  (filömente  de  la  th^orie  des  fonctions  elliptiques, 
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Man  findet  ohne  Weiteres^  dass  man  für  die  yon  uns  betrachteten 
Grossen  die  folgenden  Werthe  einsetzen  kann: 

(91)  X  =  pu,    (1  =  fv, 

(92)  A-,t=     pu-pv —ii^Qi^ -, 

—  y ^a^ 

A— e„— Vj»«  — c„  =-g-, 

(93)  g^      («  =  1,2,3) 


|/;t  —  e„  =  Vp»  —  c 


a 

«  6v 


(94)  yn, 4P'«,   yn^^-^p'v. 

Es  folgt  also: 

Die  Coordinaten  eines  veränderlichen  Punktes  oder  einer  veränder- 
lichen Ebene  der  Grenz-  oder  Brennfläche  lassen  sich  auf  mannigfache 
Art  darstellen  als  eindeutige,  und  zwar  elliptische,  Functionen  zweier 
Parameter  u,  v. 

Einige  der  gemeinten  Parameterdarstellungen  erhält  man  durch 
Substitution  der  Werthe  (91)... (94)  in  die  Ausdrücke  (66)... (7 7),  und 
eine  Methode^  mit  deren  Hülfe  man  die  ganze  Kette  dieser  Parameter- 
darstellungen finden  „kann",  ist  enthalten  in  unseren  vorausgehenden 
Betrachtungen^  insbesondere  in  den  Formeln  (27)  und  (29).*) 

Dass  die  genannten  Parameterdarstellungen  nicht  alle  reellen  und 
imaginären  Punkte  und  Ebenen  der  Brennfläche  liefern^  geht  schon 
aus  unseren  bisherigen  Darlegungen  herror.  Betrachten  wir  z.  B.  u,  v 
als  Parameter  des  Punktes  x,  so  sind  die  in  den  Guspidalebenen  der 
ersten  Gongruenz  gelegenen  Punkte  ausgeschlossen,  die  die  von  uns  ^ 
genannten  Kegelschnitte  erfüllen  (S.  484).  Aehnlichen  Einschränkungen, 
die  in  jedem  FaUe  besonders  festgesteUt  werden  müssen,  unterliegen  die 
anderen  Parameterdarstellungen.  Wir  wollen  nur  die  Abhängigkeit  der 
Geraden  6  und  damit  auch  die  des  Punktes  x  von  den  Parametern 
u,  V  noch  etwas  genauer  betrachten. 

Paris,  1893 — 1898)  entwickelt  findet,  und  das  durch  einen  glücklichen  Zufall  (da 
es  sich  um  willkürliche  Entscheidung  zwischen  zwei  gleichwerthigen  Möglich- 
keiten handelt)  genau  übereinstimmt  mit  dem  Bezeichnungssystem,  das  der  Ver- 
ÜEksser  seiner  gleichzeitigen  Untersuchungen  über  die  Additionstheoreme  der 
6-Functionen  zu  Ghronde  gelegt  hat.  Es  kommen  aus  dem  genannten  Werke  be- 
Benders  in  Betracht  Bd.  I,  Nr.  110—122,  Bd  II,  Nr.  287—300. 

*)  N&mlich  bei  jeder  einzelnen  durch  eine  endliche  Zahl  sogenannter  ausführ- 
barer Operationen.  Es  bieten  aber  schon  die  ersten  Schritte  Schwierigkeiten.  Vgl. 
Seite  124. 
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Zmulchst  sieht  man^  dass  die  durch  den  Gebrauch  der  elliptischen 
Functionen  eingeführten  Bestimmungen 

(95)  y^^r^>o,  ]/^;ir;^>o,  y^^=r^<o 

bei  der  Art,  wie  diese  Wurzelgrossen  in  die  Formeln  eingehen,  eine 
Einschränkung  für  die  Lage  der  Oeraden  6  nicht  bedeuten  können, 
sofern  nur  die  Variabilität  der  übrigen  Wurzelgrössen  es  erlaubt,  von 
jedem  Parametersystem  tf^,  tf^?  ^8  ^^  ^®°  ^^*  Systemen  +  tf^,  +  ^%9 
+  ^3  überzugehen.    Das  ist  aber  wirklich  der  Fall: 

Thi/rch  Einfühnmg  der  Parameter  u,  v  werden  die  durch  die  eHipti- 
sehen  Coordinaten  A,  [i  snisammengefassten  vier  Congruenzlinien  6  tvieder 
getrennt,  und  es  werden  überdies  auch  deren  Orientirungen  unterschieden. 

Es  entspricht  nämlich  jedem  Werihsystem  u,  v,  vorausgesetety  dass 
weder  u  noch  v  eine  Periode  ist,  eine  bestimmte  orienHrte  Gerade  6, 

Diese  ändert  sich  nicht,  wenn  man  u  oder  v  um  eine  doppdte  Pe- 
riode 4<D„,  oder  u  und  v  zugleich  um  dieselbe  Periode  2cd^  vermehrt. 

Die  hiemach  noch  übrigen  vier  wesenüich-verschiedenen  Perioden- 
änderungen  vertauschen  je  vier  jmsammengehörige  Gerade  unter  einander. 

Ferner  ändert  die  dargestellte  Congruendinie  sammt  ihrer  Orienti- 
rung  sich  nicht,  wenn  man  u,  v  durch  —  u,  — v  ersetzt. 

Aendert  man  jedoch  das  Vorzeichen  von  u  oder  v,  so  erhalt  jede 
Gerade  6  die  entgegengesetzte  Orientirwng,  und  es  werden  zugleich  ihre 
beiden  Grenzpunkte  vertauscht. 

Umgekehrt  kann  man,  wenn  die  orientirte  nicht  dem  MinimcU- 
complex  angehörige  Gerade  6  und  einer  ihrer  Grenzpunkte  x  gegeben  sindj 
die  zugehSrigen  Werthe  von  u  und  v,  abgesehen  von  den  beschriebenen 
Vielfachen  von  Perioden,  a/uf  eine  einzige  Weise  bestimmen. 

Alle  diese  Sätze  folgen  sehr  leicht  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen;  wir  können  uns  deshalb  wohl  eine  weitere  Erörterung 
darüber  ersparen.  Angemerkt  zu  werden  verdient  jedoch,  wie  mit 
Hülfe  der  beiden  Integrale  (90)  die  wirkliche  Bestimmung  Ton  u  und  v 
geschehen  kann. 

Wenn  wir  in  den  Integralen  (90)  die  Vorzeichen  der  Wurzel- 
grössen und  die  Integrationswege  beliebig  wählen,  so  werden  wir  bei 
Substition  der  Werthe  u,  v  in  die  Ausdrücke  (91)... (94),  und  bei  Sub- 
stitution wiederum  dieser  Werthe  in  die  zuvor  entwickelten  Formeln 
nicht  nothwendig  gerade  die  vorgelegte  orientirte  Gerade  und  deren 
Orenzpunkt  x  erhalten;  es  kann  sich  vielmehr  irgend  eine  der  acht 
zusammengehörigen  orientirten  Geraden  mit  ihrem  Grenzpunkt  ergeben. 
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Es  fragt  sich  also,  wie  die  Mehrdeutigkeit  der  Grössen  Uj  v  zu  be- 
schranken isty  damit  die  gegebene  orientirte  Gerade  6  selbst  reprodu- 
cirt  werde.  Es  würde  genügen,  diese  Beschrankung  för  eine  Lage  der 
Geraden  6  bezeichnet  zu  haben:  Für  alle  übrigen  ergiebt  sie  sich  dann 
durch  analytische  Fortsetzung.  Die  genannte  Beschränkung  kann  jedoch 
allgemein  festgestellt  werden  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  vor- 
gelegte Strahl  6  reeU  ist. 

Um  uns  kurz  ausdrücken  zu  können,  bezeichnen  wir  mit  h  eine 
übrigens  unbestimmte  reelle  und  zwar  positive  Grösse. 

Die  Wurzelfunctionen  Yjpu  —  6~  haben  nun  die  Eigenschaft^  reelle 
oder  rein -imaginäre  Werthe  anzunehmen  fdr  alle  Werthe  des  Argu- 
mentes u,  die  durch  Addition  einer,  halben  Periode  W  in  reelle  oder 
rein- imaginäre  Werthe  übergeftihrt  werden,  und  es  lassen  sich  über- 
dies auch  die  Vorzeichen  dieser  Grössen  angeben,  pu  selbst  ist  für 
alle  diese  Werthe  reell,  und  es  wächst,  wenn  man  das  Rechteck 
0,  a^y  —  Q},,  (Ol  im  angegebenen  Sinne  umläufk,  continuirlich  durch 
alle  Werthe  von  —  oo  bis  +00,  derart,  dass  jedem  Werthe  von  pu 
eine  völlig  bestimmte  Stelle  auf  dem  Rande  dieses  Rechtecks  entspricht. 

Die  folgende  kleine  Tafel  bezeichnet  das  Verhalten  der  drei  Wurzel- 
functionen  auf  dem  Rande  des  genannten  Rechtecks: 


Vfu  —  e^ 

Yfu      e. 

Yfu      e, 

fp'u 

—  00  <  jJM  <  «i 

ih 

—  ih 

ih 

ih 

Cj<pu<ej 

ih 

ih 

h 

h 

^<jfM<«l 

ih 

h 

h 

ih 

«1  <  PM  <  +  00 

h 

h 

h 

h 

Vergleichen  wir  die  letzte  Golonne  mit  der  Formel  (94),  so  er- 
giebt sich,  dass  die  Integrale  (90)  eines  der  gesuchten  Werthsysteme 
u,  V  dann  liefern^  wenn  wir  (allgemein  für  den  Fall  eines  reellen  q) 
die  Integrationen  im  reellen  Gebiete  durch  wachsende  Werthe  von  q 
erstrecken,  und  über  das  Vorzeichen  von  ]/ä.  die  Bestimmung  treffen: 

et<Q<  +  00 


Vn, 


—  oo<Q<e^ 


ih 


^<Q<^ 


—  h 


€^<9<^ 


—  ih 


Die  übrigen  derselben  orientirten  Geraden  6  entsprechenden  Werthe- 
paare  (Uj  v)  ergeben  sich  daraus  ohne  Weiteres,  und  damit  ist,  wie 
bemerkt,  die  gestellte  Aufgabe  auch  für  den  Fall  einer  beliebigen 
Geraden  6  gelöst 
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Eine  besondere  Folgerung,  die  in  der  vorausgehenden  Darlegung 
enthalten  ist,  verdient  noch  hervorgehoben  zu  werden.  Man  hat  auf 
Grund  der  getroffenen  Festsetzungen 


0>8 


es  ergiebt  sich  daher: 

Ben  reellen  Punkten  x  der  Qrene fläche  entsprechen  WerOie  van  u^ 
die  sich  um  ungerade  Vielfache  von  <o^  von  rein  imaginären  Werthen 
unterscheiden,  u/nd  Werthe  von  v,  die  sich  um  ungerade  Vielfache  von  cd, 
von  reellen  Werthen  unterscheiden^  und  umgekehrt. 

Die  reellen  Punkte  der  Fläche  werden  also  abgebildet  auf  Punkte- 
paare der  Zahlenebene,  die  auf  den  Geraden  eines  rechteckigen  durch 
Verschiebung  des  Periodengitters  (2(öi,  2aij)  um  — ©i,  — cdj  ent- 
stehenden Gitters  liegen.  Eine  Gruppe  von  vier  zusammengehörigen, 
nämlich  durch  die  Spiegelungen  an  den  Hauptstrahlen  in  einander 
übergehenden  Punkten  der  Brennfläche  entsteht  aus  einem  von  ihnen 
z.  B.  durch  Addition  von  2<D|,  2a^y  2m^  zu  u.  Den  mit  u  =  o}^ 
v  =  (Di  äquivalenten  Stellen  entsprechen  die  beiden  reellen  Knoten" 
punkte  der  Brennfiäche,  den  mit 

äquivalenten  Stellen  die  Grenzpunkte  der  drei  Hauptstrahlen. 

Die  Hauptflächen  entstehen  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  man 

(96)  +iu  —  v  =  const. 

setzt.    Im  Falle  einer  reellen  Hauptfläche  muss  die  Constante  die  Form 

a+{(2*  +  l)a,,  +  (2A'+l)^)i 

haben,  wo  ky  k'  ganze  Zahlen  bedeuten  und  a  eine  reelle  Ghrösse  ist. 

Zur  Ergänzung  des  auf  Seite  441  Gesagten  fügen  wir  noch  die  Be- 
merkung hinzu,  dass  die  ausgeführte  Bestimmung  der  abwickelbaren  Flächen 
in  einer  aplanaren  Kettencongruenz  als  Grenz^eJl  der  folgenden  anschei- 
nend sehr  verschiedenartigen  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 

^,Zwei  congruente  Kugeln  sind  (^-J2)-deutig  auf  einander  (ibgebUdet  durch 
eine  collineare  Transformation  zwischen  den  Linienbündeln  ihrer  Mittelpunkte, 
Man  soU  die  einander  entsprechenden  Ourven  von  gleicher  Bogenlänge  fmdenJ* 

Wir  erlauben  uns,  auf  dieses  interessante  Problem  aufimerksam  zu 
machen. 
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§  39. 
Speoielle  Gewindebündel  und  angeliörige  Bweidimensionale  Ketten« 

Es  bleiben  nun  noch  die  übrigen  in  §  36  aufgezahlten  Gewinde- 
büschel und  die  zugehörigen  Oerter  ihrer  Hauptaxen  zu  betrachten. 

In  der  folgenden  Untersuchung  reden  wir,  wo  nickt  das  Gegentheü 
ausdrücklich  bemerkt  ist,  nur  von  reellen  Figuren. 

Eine  erste  örenzlage  der  aplanaren  Gewindebündel  des  ersten 
Typus  sind 

Die  aplanaren  Gewindehündel  des  zweiten  Typus  (ß), 

deren  es  oo'^  giebt.  Diese  und  die  zugehörigen  oo*  Eettencongruenzen 
weichen  bereits  namentlich  in  den  Eigenschaften  der  Brennfläche  von 
dem  allgemeinen  Fall  wesentlich  ab.  Ihre  Eigenthümlichkeiten  sind 
aber  doch  unschwer  als  Grenzfalle  der  von  uns  ausführlich  behandelten 
zu  verstehen,  weshalb  wir  wohl  von  einer  näheren  Erörterung  des 
Gegenstandes  absehen  dürfen.  Charakteristisch  ist,  dass  diese  Figuren 
eine  continuirliche  Gruppe  von  Drehungen  zulassen,  die  Gruppe  der 
Drehungen  um  den  isolirten  Hauptstrahl. 

Einiges  Interesse  hat  wohl  eine  m,etrische  Erzeugung,  die  den 
aplanaren  Eettencongruenzen  des  zweiten  Typus  eigenthümlich  ist: 

FiäU  ma/n  von  zwei  eigentlichen  Punkten,  die  auf  der  BotaMonsaxe 
einer  aplanaren  Kettencongruer^  des  zweiten  Typus  in  entgegengesetzt 
gleichen  Abständen  von  deren  Mittelpunkt  angenommen  sind,  Senkrechte 
a/uf  die  Congruenzsirahlen,  so  sind  die  beiden  construirten  Bündel  dadurch 
congruent  auf  einander  bezogen,*) 

Unterwirft  man  umgekehrt  ein  Strahlenbündel  mit  eigenüichem  Scheitel 
einer  solchen  Schraubung  um  einen  seiner  Strahlen,  deren  SchraubuMgs- 
höhe  nicht  gleich  Null,  und  deren  Schraubungswinkd  mod%  von  NuH 
verschieden  ist,  so  erfüllen  die  gemeinsamen  Normalen  zwischen  zuge- 
ordneten Strahlen  des  gegebenere  Bündels  und  des  durch  die  Schraubung 
erUstarkdenen,  samnU  ihren  Grenzlagen,  eine  apkmare  Kettencongruenz  des 
zweiten  Typus. 

Diese  Gonstruction  ist  ein  sehr  specieUer  Fall  einer  Erzeugungs- 
weise aplanarer  Eettencongruenzen  durch  andere,  die  projectiv  auf  ein- 
ander bezogen  sind  und  drei  Strahlen  entsprechend  gemein  haben. — 

Zu  nicht  uninteressanten  Bemerkungen  geben  Anlass 


*)  Die  Zuordnung  zwischen  den  temären  Gebieten  der  ^beiden  ßündel  und 
dem  der  Gongruenz  wird  durch  eine  quadratische  birationale  Transformation 
yermittelt. 
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Die  aplanaren  Gewindebündel  des  dritten  Typus  (y), 

deren  es  nur  <x>^  giebt^  und  zwar  noch  oo^  wesentlich  verschiedene. 
Sie  lassen  die  dreigliedrige  Gruppe  aller  Drehungen  um  ihren  Mittel- 
punkt zUy  und  können  daher  leicht  erzeugt  werden  durch  Bewegung 
eines  Gewindes.  Alle  Gewinde  des  einzelnei^ 'Bündels  haben  jetzt^  wie 
wir  wissen^  denselben  Parameter  p;  die  Gewinde  des  reciproken  Bündels 
haben  den  entgegengesetzten  Parameter.  Die  Gongruenz  der  Haupt- 
axen  ist  von  der  ersten  Ordnung  und  nullten  Classe.  Um  diese  Er- 
scheinung als  Grenzfall  der  zuvor  untersuchten  zu  verstehen^  lasse  man 
die  mit  e^y  Cg,  ft,  bezeichneten  Grossen  in  das  Werthsystem  (0,  0,  0) 
übergehen.  An  Stelle  der  Parameterflächen  erhalt  man  dann  eine 
doppelt  überdeckte  lineare  Schaar  von  Flächen  2.  Glasse  oder  ein  dop- 
pelt überdecktes  Büschel  von  Flächen  2.  Ordnung,  bestehend  aus  con- 
centrischen  Kugeln. 

Der  Radius  einer  solchen  Kugel  ist  Y—p^y  also  rein-imaginär 
bei  reellem  p;  die  Kugel  hat  also  ein  reelles  Polarsjstem.  Lässt  man 
auch  imaginäre  Werthe  von  p  zu,  so  ergeben  sich  auch  Kugeln  mit 
reellen  Punkten,  und  diese  müssen  nun  ebenfalls  als  GrenzTäUe  von 
(imaginären)  Parameterflächen  angesehen  werden,  wUhrend  in  den  vor- 
hergehenden Fällen  nicht-geradlinige  Flächen  mit  oo'  reellen  Punkten 
cmch  bei  compiexen  Werthen  von  p  nicht  auftreten  konnten.  Die  Er- 
zeugenden der  Kugeln  des  betrachteten  Büschels  bilden  eine  Gongruenz 
2.  0.  2.  GL,  und  diese  scheidet  sich,  im  Plücker'schen  Liniencontinuum, 
von  den  beiden  zu  einander  reciproken  Congruenzen  ab,  so  dass  also 
jetzt,  wenn  man  die  Ordnung  und  Glasse  (3,  2)  wieder  erreichen  will, 
beide  Schaaren  von  Erzeugenden  einer  jeden  dieser  Kugeln  zur  Ketien- 
congruenz  hinzugefügt  werden  müssen.  Man  kann  aber  den  Uebergang 
von  einer  Kettencongruenz  des  ersten  oder  zweiten  Typus  zu  einer 
Gongruenz  des  dritten  Typus  noch  auf  andere  Weise  ausführen,  indem 
man  die  Gongruenz  als  durch  die  gemeinsamen  Normalen  von  Er- 
zeugenden einer  Begelfläche  2.  Grades  bestimmt  ansieht,  und  diese  in 
einen  Kegd  übergehen  lässt.  Jetzt  erscheint  also  irgend  einer  der  cx>^ 
zum  Mittelpunkt  o  gehörigen  Kegel  2.  Ordnung  als  Grenzlage  einer  Para- 
meterfläche. Die  Erzeugung  der  Gongruenz  mit  Hülfe  einer  Fläche 
2.  Grades  wird  demnach  in  unserem  Falle  nicht  illusorisch,  aber  ibr 
ünbestimmtheitsgrad  erhöht  sich  von  1  auf  5.  Insbesondere  können 
die  aplanaren  Kettencongruenzen  des  dritten  Typus  auf  oo^  Arten 
durch  reelle  Strahlenbüschel  erzeugt  werden,  während  eine  ähnliche 
Erzeugungsweise  der  Kettencongruenzen  des  zweiten  Typus  nicht  mög- 
lich  ist.     Zwei  der   reciproken    Gewindebündel    haben,    wenn   p ^0 
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i^t^  kein  Gewinde  gemein.  Ist  aber  p  =  0,  so  fallen  sie  ganz  zn- 
sammen. 

Die  planaren  Gewindebündel  und  Kettencongruemen  des 

ersten  Typus  (a). 

Diese  cxfi  Gewindebündel,  und  namentlich  die  zugehörigen  oo'^ 
Eettencongruenzen  sollen  wieder  etwas  eingehender  behandelt  werden. 
Sie  zeigen  fast  in  jeder  Hinsicht  ein  von  dem  ^^gemeinen^'  Fall  stark 
abweichendes  Verhalten^  obgleich  sie  nur  von  einer  Constanten  weniger 
abhangen,  als  dieser.  Schon  die  Grundlage  der  in  den  §§  37  und  38 
durchgeführten  Untersuchung^  die  Abbildung  auf  die  unendlich  ferne 
Ebene,  wird  hier  illusorisch.  Es  tritt  femer  der  bemerkenswerthe 
Umstand  ein,  dass  Eigenschaften,  die  wir  im  allgemeinen  Fall  bei  einer 
und  derselben  mit  der  Congruenz  invariant- verbundenen  Flache  ge- 
funden haben,  sich  nun  auf  mehrere  nicht  mehr  analytisch  zusammen- 
hängende Flachen  vertheilen. 

Wir  entnehmen  zunächst  den  Ausdrücken  (DI  ba),  S.  450  eine 
analytische  Darstellung  der  beiden  reciproken  Gewindebündel  durch 
Parameter  6^16^1  6^  und  r^ir^:  r^: 

(g  =f=  0,  -f-  1,  —  1).  Variirt  man  p,  so  erhält  man  die  00^  zusammen- 
gehörigen Paare  von  Bündeln;  dieselben  Formeln  stellen  also,  bei  Auf- 
fassung der  Grössen  dl^^,  VL^^  als  Strahlencoordinaten  erster  Art,  die 
beiden  reciproken  Eettencongruenzen  vor.  Die  mit  den  Kettencon- 
gruenzen  verbundenen  Parallelenbündel  beider  Schichten  werden,  in 
Siarahlencoordinaten  erster  Art,  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

^' ''     %  =  qOi'  +  p'6i',    3Ei,  =  (1  —  q')  «4,     36^,  =  ff,'  +  pqfi^, 
and 

*■  >>  Ui, qx{  - 1>  V,    Ui,  =  (1  -  g*)  x{,    Uü  =  r,'  +  p'är,', 

wobei  die  mit  p  behafteten  Glieder  auch  weggelassen  werden  können.*) 

*)  Auf  die  Deutong  der  Grössen  X/^^,  U/^^  als  Gewindecoordinaten  kommen 
wir  weiter  unten  zurück. 

study,  Geometrie  der  Dynamen.  33 
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Die  Geraden  oder  StraUen  3E'  und  U  schneiden  sicli^  nothwendig 
unter  rechtem  Winkel,  wenn 

(6)  tf/Ti  +  tf/iTj  +  (Jj'rj  =  0, 

und  Entsprechendes  gilt  für  U'  nnd  X. 

Die  Forderung,  dass  zwei  Gerade  3E,  U  der  reciproken  Gongruenzen 
selbst  einander  schneiden  sollen,  kann  auch  hier  auf  zwei  Arten  erfüllt 
werden.  Die  Geraden  X,  U  oder  <f,  t  schneiden  sich,  und  zwar  unter 
rechtem  Winkel,  wenn 

(6)  ^^ar, +  (1  — 2»)tf3r3  =  0. 

Alle  Geraden  r,  die  eine  gegebene  Gerade  6  der  iersten  Gongruenz  auf 
diese  Art  schneiden,  bilden  eines  der  in  der  zweiten  (der  reciproken) 
Gongruenz  enthaltenen  Parallelenbüschel.  Die  Geraden  <f,  r  schneiden 
isich  aber  auch  dann,  wenn  zwei  zu  demselben  Werthe  von  p  gehörige 
Gewinde,  die  in  ihnen  ihre  Hauptaxen  haben,  Parameter  P^  und  P^ 
erhalten,  die  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  haben.    Nun  ist  z.  B. 

bestimmen  wir  p  aus  der  Gleichung  P^  ==  0,  so  erhalten  wir  die 
Gerade  6  dargestellt  in  Plücker'schen  Liniencoordinaten.  Die  fragliche 
Bedingungsgleichung  wird  dann 

/Q\ ?15l?^ ^ ^g^i^s 

Halten  wir  p  fest,  und  lassen  wir  die  Grössen  6^y  x^  Tariiren,  so  er- 
halten wir  beide  Schaaren  von  Erzeugenden  einer  der  oo^  Paramder- 
flächen,  die  hier  Paraboloide  oder  Ausartungen  von  solchen  sind. 

Die  „erste''  Schaar  von  Erzeugenden  einer  Parameterfläche  p  be- 
steht aus  Geraden  der  ersten  Gongruenz  (1),  in  der  zweiten  durch- 
dringen sich  die  Gewinde  des  durch  den  Parameter  p  bestimmten 
planaren  Bündels.  Daraus  ergeben  sich  die  Gkidmngen  der  Pasror 
meterflächen 

(9)  ^»(1  —  2«)  V  +  <h'-  iW  +  2P!?«o«,  =  0, 

(10)  —  pg««i»  +  p(l  —«*)«,*  +  pM,*  —  3Mo«8  =  0. 

BeTor  wir  in  eine  Erörterung  dieser  Gleichungen  eintreten,  werden 
wir  zweckmässig  einige  Eigenschaften  der  Paraboloide  besprechen,  die 
sonst  wohl  nicht  in  der  hier  erwünschten  Vollständigkeit  zu  finden 
sein  werden. 


Planare  Bündel  und  Eettenoongraenssen  des  ersten  Typus.  516 

Uebersicht  über  einige  elementare  Eigenschaften 

der  Paraholoide. 

Die  Kugeln,  die  den  Poltetraedem  eines  Paraboloids  nrnschrieben 
sind,  haben  eine  gemeinsame  Orthogonalebene  (o,  die  als  Ausartung  der 
XJmfassungskugel  eines  EUipsoids  oder  Hyperboloids  angesehen  werden 
kann,  und  senkrecht  steht  auf  der  Hauptaxe  der  Fläche.  Sie  ist  ein 
Analogon  zur  Leitlinie  einer  Parabel:  Wie  diese  der  Ort  aller  Punkte 
ist,  in  denen  sich  zwei  Tangenten  der  Curve  unter  rechtem  Winkel 
schneiden,  so  ist  jene  Ebene  der  Ort  aller  Punkte,  in  denen  sich  drei 
Tangentialebenen  des  Paraboloids  rechtwinklig  schneiden.  Wir  woUen 
die  Ebene  oi  Qtierebene  des  Paraboloids  nennen.  Sie  schneidet,  wenn 
die  Flache  ein  elliptisches  Paraboloid  ist,  diese  nicht;  ist  die  Flache 
ein  hyperbolisches  Paraboloid,  so  schneiden  Querebene  und  Flache  sich 
in  einer  Hyperbel.  Diese  ist  der  Ort  aller  Punkte,  in  denen  sich  zwei 
Erzeugende  des  Paraboloids  rechtwinklig  treffen.  Ist  das  Paraboloid 
insbesondere  orthogonal,  schneiden  sich  die  durch  den  Scheitel  gehenden 
Erzeugenden  rechtwinklig,  so  fallt  die  Querebene  zusammen  mit  der 
Tangentialebene  im  Scheitel,  schneidet  also  die  genannten  beiden  Er- 
zeugenden aus. 

Der  Pol  der  Querebene  in  Bezug  auf  das  Paraboloid,  der  Punkt 
der  Hauptaxe  also,  dessen  Abstand  von  der  Querebene  durch  den 
Scheitel  halbirt  wird,  hat  nun,  eben  wegen  dieser  seiner  Definition, 
eine  gewisse  Analogie  zu  dem  Brennpunkt  einer  Parabel.  Wir  nennen 
ihn  deswegen  den  Qiumfocus  des  Paraboloids,^) 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  das  betrachtete  Paraboloid  sei  nickt 
orthogonal. 

Der  Abstand  des  Qimsifocus  vom  Scheitd  ist  das  ariihmetische 
Miüd  aus  den  beiden  Haupfkriimmungsradien  im  Scheitd.  Für  uns 
kommen  indessen  andere  Sätze  in  Betracht,  die  sich  auf  den  Kegel 
beziehen,  durch  den  das  Paraboloid  Tom  Quasifocus  aus  projicirt  wird. 
Dieser  Projectionskegel  ist  ein  Kegel  von  besonderer  Art.  2kDei  Focal- 
axen  des  zum  Quasifocus  gehörigen  Tar^gentialkegds  (dieselben,  die  senk- 
recht stehen  auf  der  Hauptaxe  des  Paraboloids)  stehen  senkrecht  auf  je 
einer  Tangentialebene  des  Kegds.  Der  Kegel  kann  also  auf  zwei  wesent- 
lieh  Terschiedene  Arten  erzeugt  werden  durch  Projection  einer  Parabel 
aus  einem  Punkte  er,  dessen  Fusspunkt  in  der  Ebene  der  Parabel  deren 
Brennpunkt    ist     Die    beiden   Schaaren    erzeugender  Parabeln   haben 


*)  Als  Quasifoci  eines  Hyperboloids  kann  man  entsprechend  bezeichnen  die 
sechs  Scheitel  der  zugehörigen  aplanaren  Eettencongruenzen. 
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überdies  die  Eigenschaft^  ein  Orfhogonalsystem  anf  dem  Kegel  zu  bilden. 
Aus  dem  Paraboloid  schneiden  die  Ebenen  der  den  Tangentialkegd  des 
Quasifocus  erzeugenden  Parabeln  die  beiden  Schaaren  von  Geraden  aus. 
Die  besprochenen  zu  ihnen  senkrechten  Focalaxen  des  Kegels  sind  zu- 
gleich Focalaxen  des  Farabdoids.  Sie  kreuzen,  nach  dem  Gesagten, 
jede  eine  Schaar  von  Erzeugenden  des  Paraboloids  rechtwinklig.  Der 
Tangentialkegel  des  Quasifocus  wird  von  dem  Paraboloid  in  einer 
Hyperbel  berührt,  deren  Ebene  natürlich  eben  die  Querebene  m  des 
Paraboloids  ist,  von  der  wir  ausgegangen  waren. 

Unter  den  Geraden,  die  mit  den  Erzeugenden  einer  Schaar  rechte 
Winkel  bilden,  befinden  sich  insbesondere  die  Strictionsgeraden^  die  ge- 
meinsamen Normalen  von  consecutiven  Erzeugenden  (S.  493).  Es  li^t 
also  in  dem  Gesagten  bereits  der  folgende  für  uns  wichtige  Satz:  Die 
SMcHonscurven  eines  nicM-^yrthogondlen  Paraboloids  sind  zwei  Parabdn, 
deren  Ebenen  durch  die  Hmptaoce  der  Fläche  gehen.  Diese  Ebenen  sind 
die  Polarebenen  der  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  durch  den  Qua^si- 
focus  gehenden  Focalaxen,  der  Focalaxen  des  zugehörigen  TangenHalkegds, 
in  Bezug  auf  Kegd  und  Paraboloid. 

Natürlich  handelt  es  sich  hier  überall  um  reelle  Figuren  nur 
dann,  wenn  das  Paraboloid  hyperbolisch  ist. 

Wird  das  Paraboloid  insbesondere  orthogonal,  so  rückt  der  Quasi- 
focus in  den  Scheitel  der  Fläche.     Sein  Tangentialkegel  zerfällt,   als 
Ort  von  Ebenen,  in  die  beiden  zu  einander  senkrechten  Erzeugenden 
durch   den  Scheitel,   die  zugleich  Focalaxen  des  ausgearteten  Kegels, 
'  und  Strictionscurven  auf  dem  Paraboloid  sind. 

Auf  gesonderte  Beweise  dieser  elementaren  Sätze  glauben  wir  ver- 
zichten zu  dürfen.  Sie  kommen,  in  anderer  Anordnung,  grösstentheils 
in  den  folgenden  Betrachtungen  von  Neuem  vor.  Das  Gesagte  soll 
nur  dazu  dienen  das  Verständniss  des  Folgenden  zu  erleichtern.  Na- 
mentlich wird  uns  die  eingeführte  Terminologie  eine  kurze  Ausdrucka- 
weise  ermöglichen.  —  Wir  wenden  uns  nun  wieder  zu  unserem  eigent- 
lichen Gegenstand. 

Die  Parameterflächen, 

Die  reellen  Parameterflächen  sind  nicht-orthogonale  hyperbdtsche 
Paraboloide.  Sie  haben  den  HauptstraM  (x^  =  0^=  x^)  der  zu  einander 
reciproJcen  planaren  Congruenzen  als  gemeinsame  Hauptaxe,  Sie  schneiden 
die  unendlich  ferne  Ebene  in  denselben  beiden  Geraden  (eben  denen,  die 
von  edlen  Geraden  der  einen  oder  anderen  Congruenz  getroffen  werden). 

Die  erste  (zweite)  dieser  uneigentlichen  Geraden: 

Ol)  ^0  =  0,    Xi—qix^9  =  0]      Xq  =  0,    Xi'{'qx^  =  0 
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ist  natürlich  Brennlinie  der  ersten  (zweiten)  Gongraenz.  Ihre  Punkte 
sind  die  Scheitel  der  Parallelenbüschel  (y, :  (f^  =  const.  (r, :  t^  =  const.), 
zu  denen  man  die  Geraden  der  ersten  (zweiten)  Gongruenz  zusammen- 
fassen kann. 

ÄUe  Parameterflädien  haben  denselben  Quasifocus,  und  sie  werden 
am  ihm  dwrch  denselben  Kegel  (von  der  beschriebenen  besonderen  Be- 
schaffenheit) prqjidrt  Der  Qtumfocus  ist  überdies  Scheitel  (und  zwar 
der  einzige)  für  jede  der  beiden  Gongruenzen,  d,  h.  er  ist  MitMpunJct 
einer  auf  ein  ebenes  Büschel  redudrten  Kette, 

Der  fragliche  Punkt  ist  nämlich  der  Anfangspunkt  o  des  von  uns 
benutzten  Goordinatensystems;  zu  ihm  gehören  die  beiden  Büschel 
^1  =  0,  Tj  =  0,  die  in  den  beiden  Ebenen 

(12)  ^1  —  2^:3  =  0,       x^  +  qx^  =  0 

verlaufen.  Diese  Ebenen  schneiden  aus  der  unendlich  fernen  Ebene 
die  Brennlinien  (11)  der  beiden  Gongruenzen  aus;  zu  ihnen  parallele 
Ebenen  also  schneiden  jede  Parameterfläche  noch  in  je  einer  Geraden  der 
ersten  oder  zweiten  Gongruenz.  Die  Ebenen  (12)  sind  femer  Scheitel- 
ebenen des  Kegels 

(13)  _  (1  _  3«)  x,*  +  qw  +  ff*  (1  -  g*)  ^,*  =  0, 

der  die  Parameterflächen  aus  0  projicirt,  und  in  der  That  die  be- 
hauptete besondere  Beschaffenheit  hat.  Die  zum  Hauptstrahl  senk- 
rechten Focalaxen  sind  also  senkrecht  zu  den  beiden  Ebenen  (12): 
Wir  werden  diese  Geraden,  die  zugleich  Focalaxen  aller  Parameter- 
flächen sind,  nach  der  bei  den  aplanaren  Gongruenzen  eingeführten  Termi- 
nologie auch  als  Focalaxen  der  einen  oder  anderen  Gongruenz  zu  be- 
zeichnen haben.     Dann  ergiebt  sich  weiter: 

Die  FocdUixe  der  ersten  (zweiten)  Congruenz  liegt  in  dem  die  zweite 
(erste)  Gongruenz  begleitenden  ParaUdenbündeL 

Die  Focalaxe  der  ersten  Gongruenz  entspricht  den  Parameterwerthen 

r/:V:T3'=  1:0:0         (Nr.  4). 

Die  Parameterfläche  p  berührt  den  zum  Quasifocus  0  gdiörigen 
TangentialJcegd  in  einer  (nicht-gleichseitigen)  Hyperbel,  deren  Ebene  die 
Qiierebene  der  Fläche  p  ist: 

(14)  p(l^  q')  X,  +  qx,  =  0. 

Der  Tangentialkegd  des  Quasifocus  ist  also  Ort  aUer  Flächendemente 
(Punkte  wnd  Ebenen),  die  durch  je  zwei  zu  einander  orthogonale  Er- 
zeugende einer  Parameterfläche  bestimmt  werden. 
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Wir  kommen  auf  diese  Eigenschaft  weiter  unten  zurück^  und  ver- 
Yollstandigen  zunächst  die  angefahrten  Sätze  nach  anderer  Richtung: 

Die  Parameterflächen  liegen  in  einem  Bündd  von  Flächen  2.  Ord- 
nung, das  ein  Büschd  eerfaUender  Flächen  enthält  Jede  Fläche  dieses 
Büschels  besteht  ans  der  unendlich  fernen  Ebene  und  der  Querebene  einer 
Farameterfläche, 

Ordnet  man  die  Flächen  des  Bündels  projectiv  den  Geraden  einer 
Ebene  zu^  so  umhüllen  die  Bilder  der  Parameterflächen  einen  irredu- 
cibelen  Kegelschnitt.  Die  Punkte  der  Ebene  ausserhalb  dieses  Kegel- 
schnitts entsprechen  den  Schnittlinien  je  zweier  Parameterflächen,  die 
sämmtlich  Hyperbeln  sind.  Den  Berührungscurven  der  Parameterflächen 
mit  ihrem  gemeinsamen  Tangentialkegel  werden  die  Punkte  des  Kegel- 
schnitts selbst  zugeordnet. 

Die  Parameterflächen  bilden  femer  eine  lineare  Schaar  van  Flächen 
2.  Classe.    Sie  berühren  dUe  Ebenen 

(15)  tio  =  0,    -gV  +  (l-2')V  +  V  =  0 

des  zum  Quasifocus  gehörigen  Kegels,  und  ausserdem  alle  Ebenen  der 
beiden  Büschd 

(16)  «8  =  0,    g;ui  +  t«s  =  0;      Mt  =  0,    —qu^  +  u^  =  0^ 
deren  Äxen  die  Brennlinien  der  beiden  planaren  Congmeneen  sind. 

Für  die  planaren  Kettencongruenzen  selbst  folgt:  Jede  planare 
Congruenz  des  ersten  (oder  zweiten)  Typus  ist  von  der  sfweiien  Ord- 
nung und  der  ersten  Glasse. 

Die  Erniedrigung  von  Ordnung  und  Glasse  von  (3,  2)  auf  (2, 1) 
kommt  dadurch  zu  Stande,  dass  sich  das  die  Congruenz  begleitende 
Parallelenbündel  und  das  Feld  der  uneigentlichen  Geraden  abge- 
schieden hat. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  folgender  Satz: 

Der  gemeinsame  Scheitel  der  redprdhen  Congruewsen  bestimmt  eine 
eingliedrige  Gruppe  von  perspectiven  Aehnlidikeitstransfarm€ttionenj  die 
die  zusammengehörigen  Gewindebündd,  und  ä)enso  die  oo^  Parameter- 
flächen unter  einander  vertauschen. 

Hierin  liegt,  dass  (von  der  unendlich  fernen  Ebene  abgesehen)  über- 
haupt aUe  mit  unseren  Congruenzen  gegenüber  Aehnlichkeitstransforma- 
tionen  invariant  verbundenen  Flächen  Kegel  sein  müssen. 


Brennflächen  planarer  Eettencongruenzen  des  ersten  Typus.  519 

Femer  ergeben  sich  daraus  oo""  viele  Erzeugangen  unserer  Gon- 
gruenzen  mit  Hülfe  von  RegelflächeD,  die  in  ihnen  enthalten  sind,  z.  B.: 

Unterwirft  man  ein  nicht  orthogonales  geradliniges  Parabcloid 
den  perspectiven  Äehnlichkeitstransformaüoneny  deren  Centrum  der  Otutsi- 
focus  der  Fläche  ist,  so  gehen  atis  den  beiden  Sdumren  von  Erzeugenden 
die  Geraden  zweier  reciproker  planarer  Congruenssen  des  ersten  Typus 
hervor,  und  aus  dem  Pa/raboloid  selbst  die  zugehikigen  Parameterflächen, 

Die  Brennfläche. 

Wir  betrachten  nun  näher  den  schon  mehrfach  besprochenen 
EegeL 

Der  zum  Quasifoeus  gehörige  gemeinsame  TangenHalkegel  der  Paror 
meterflächen  ist  Brennfläche  für  beide  Congruenzen, 

Er  stellt  den  in  Endlichen  verlaufenden  ^^Mantel  der  Brennfläche^^ 
dar:  An  Stelle  des  zweiten  Mantels  tritt  die  eine  oder  andere  der 
beiden  Brennlinien. 

Jede  der  beiden  Congruenzen  enthalt  eine  Gerade,  die  ganz  aus 
Brennpunkten  besteht  Diese  beiden  Geraden  sind  die  Scheitellinien  der 
Brennfläche  {pi^^^  0^  =  O\  r,  =  r,  =  0). 

Um  die  Geraden  etwa  der  ersten  Congruenz  zu  äbumkdbaren  Flächen 
zusammenzufassen,  schneide  man  die  Brennfläche  mit  den  zu  ihrer  ersten 
Focalaxe  orthogonalen  Ebenen.  Die  Tangenten  der  so  entstehenden  Pa/ra- 
heln  sind  Congruenzlinien,  und  diese  bilden,  so  angeordnet,  die  eine  der 
beiden  in  der  Congruenz  enthaltenen  Schaaren  abwickelbarer  Flächen. 
Die  andere  atAS  Pa/raUdenbüschdn  besiehende  Schaar  wird  gebildet  von 
den  Pa/rabettangenten  in  den  Punkten  je  einer  Erzeugenden  der  Brenn- 
fläche. 

Beide  die  Brennfläche  überdeckenden  Schaaren  von  ParaMn  durch- 
setzen einander  orthogonal. 

Hierin  liegt,  da  man  die  Brennfläche,  als  Kegel  von  der  ge- 
schilderten besonderen  Beschaffenheit,  willkürlich  annehmen  kann,  eine 
besonders  einfache  und  anschauliche  Erzeugungsweise  der  planaren 
Kettencongruenzen  des  ersten  Typus. 

Geht  die  bewegliche  Ebene  durch  den  Quasifoeus  o,  so  wird  sie 
Theil  der  Parameterfläche  p  =  0  und  Scheitelebene  des  Kegels  sowohl 
als  der  der  ersten  Gougruenz.  Sie  enthält  von  dieser  erstens  das 
Büschel  von   Geraden,   dessen  Mittelpunkt   der  Scheitel  ist  (p^  =  0), 
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zweitens  ein  Büschel  paralleler  Gerader,  die  zum  Hanptstrahl  senkrecht 
sind  (pi  =  0),  und  sich  auf  die  oo^  übrigen  Parameterflächen  vertheilen. 
Es  gilt  also  hier  nicht  der  SatZy  dass  durch  jede  Conyruenglinie  nur  eine 
Parameterfläche  geht  Aber  für  die  zuletzt  genannten  Gongruenzlinien 
(f 2  =  0  wird  der  Werth  des  Parameters  p  (Nr.  8)  keineswegs  unbe- 
stimmt: Wir  "können  durch  eine  besondere  Definition  festsetzen^  dass  zur 
Fläche  p  =  0  nur  die  Congruenzlinien  ,^eÄörm"  soUen,  deren  Parameter  p 
wirJdich  den  Werth  Null  hat.  Wir  haben  dann  auf  der  betrachteten 
Scheitelebene  erstens  das  Büschel  6^=0  der  ersten  Congruenz,  so- 
dann das  Büschel  der  zum  Hauptstrahl  parallelen  Geraden  der  reci- 
proken  Gongruenz  (r,  =  0),  beide  gehörig  zur  Fläche  p  =  0,  drittens 
die  oo^  Geraden  6^  =  0,  die  abgesehen  von  der  Scheitellinie  ^^  ^  (J,  =  0 
der  Fläche  p  =  0  nicht  „angehören'^ 

Ein  Theil  vom  Inhalt  des  letzten  Satzes  kann  offenbar  auch  so 
ausgedrückt  werden: 

Unterwirft  man  die  Tangenten  einer  Parabd  aUen  perspectiven 
Aehnlichkeitstransformationen,  deren  Centrum  o  als  Fusspunkt  auf  der 
Ebene  der  Parabd  deren  Brennpunkt  hat,  so  erfüllen  die  entstehenden  Gc- 
radeny  zusammen  mit  ihren  Grenzlagen,  eine  planare  Kettencongruenz  des 
ersten  Typus. 

Umgekehrt  kann  jede  solche  Gongruenz  auf  eine  Art  so  erzeugt  werden. 

Natürlich  ist  angenommen,  dass  der  Punkt  o  im  Endlichen  und 
nicht  im  Brennpunkt  der  Parabel  selbst  liegt.  Die  durch  Grenzüber- 
gang besonders  zu  construirenden  Congruenzlinien  sind  die,  die  auf  der 
Fläche  p^=0  liegen,  ihr  aber  nicht  angehören. 

Um  die  Zusammenfassung  der  Congruenzlinien  zu  Parabeltan- 
genten auch  algebraisch  sichtbar  zu  machen,  stellen  wir  die  Bedingung 
dafür  auf,  dass  zwei  Congruenzlinien  ^,  6  einander  schneiden.  Diese 
Bedingungsgleichung  wird  hier  reducibel: 

(17)     0  = 


<»«*i  +  (1  +  ä«)  «,«.         «,*  +  (1  +  ?•)  *,'         «.'  +  (1  +  4*)  «»' 

«,«'.  +  (1  +  3*)  «,s.  '  U,'  +  (1  +  a*)  «,*      «,'  +  (1  +  «•) »,'  1' 

Der  erste  Factor  rechts  führt,  gleich  Null  gesetzt,   zur  Zusammen- 
fassung der  Congruenzlinien  zu  Parallelenbfischeln;  es  muss  also 

(18)  -_-  -  -H'ih .  =  const. 
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die   andere   Zasammenfassung   darstellen.     In   der   That   bedeutet   der 
Ausdruck  (18)  den  Abstand  der  Geraden  6  von  der  Scheitelebene. 

Die  gemeinsamen  Normalen  von  je  zwei  nicht  parallelen  (eigent- 
lichen) Geraden  €  liegen  in  dem  die  reciproke  Congruenz  begleiten- 
den (von  Geraden  zweiter  Schicht  gebildeten)  Parallelenbündel^  also 
nicht  in  der  zweiten  Congruenz  selbst.  Es  ist  daher  nicht  ohne 
Weiteres  möglich,  unsere  planaren  Gongruenzen  mit  Hülfe  von  Regel- 
flächen  zweiten  Grades  so  zu  erzeugen,  wie  wir  es  bei  den  aplanaren 
Kettencongruenzen  gethan  haben.  Man  kann  aber  eine  Erzeugungs- 
weise angeben ;  die  als  Grenzfall  von  jener  angesehen  werden  kann: 

Zieht  man  in  der  Ebene  von  je  zwei  emcmder  senJcrecM  schneiden^ 
den  Erzeugenden  eines  nicht-orthogonalen  geradlinigen  Parabolaids 
aUe  Parallelen  zu  beiden^  so  erfüllen  die  so  erJdärten  Parallelenbüschel 
und  ihre  Grenzlagen  ein  Paa/r  reciproJcer  iglanarer  Kettencongnienzen  des 
ersten  Typus, 

Es  werden  also,  abweichend  von  der  entsprechenden  Gonstruction 
bei  den  aplanaren  Gongruenzen,  alle  reellen  Gongruenzstrahlen  reell  con- 
struiri     Ausgezeichnet  ist  die  zerfallende  Parameterfläche  p  =  0: 

Es  sei  vorgelegt  ein  Geradenbüschd  mit  eigentlichem  Scheitd  o  und 
eine  Ebene  ©',  die  zur  Ebene  des  Büschels  weder  parallel  noch  senkrecht  ist. 

Dann  erfüllen  alle  Geraden,  die  paraUel  zu  o'  und  senkrecht  zu 
Geraden  des  Büschels  gezogen  sind,  eine  planare  Congruenz  des  ersten 
Typus. 

Umgekehrt  kann  jede  reelle  Congrusnz  dieser  Art  auf  eine  einzige 
Weise  so  erzeugt  werden,    (Vg.  S.  335,  464) 

.  Die  Parameterfläche  jd  =  0  ist  übrigens  noch  in  anderer  Weise 
bemerkenswerth.  Sie  ist  neben  der  Fläche  p  =  oo  die  einzige  aus- 
geartete Parameterfläche,  und  ihr  allein  entsprechen  reciproke  Gewinde- 
bündel, die  ein  (ausgeartetes)  Gewinde  (den  Hauptstrahl)  gemein  haben. 
Sie  wird  endlich,  wie  wir.  gesehen  haben,  von  jeder  der  übrigen  Para- 
meterflächen in  zerfallenden  Hyperbeln  geschnitten,  deren  jede  aus  deren 
beiden  Scheitelerzeugenden  besteht. 

Der  zum  Quasifocus  gehörige  Kegel  erschien  bisher  als  Brenn- 
fläche unserer  Gongruenzen.  Er  erscheint  als  Grenzfläche,  freilich  nicht 
ganz  im  gewöhnlichen  Sinn  des  Wortes,  in  dem  folgenden  nunmehr 
evidenten  Satz: 

Die  HoMptaxen  aller  in  der  ersten  Congruenz  enthaltenen  Cylindroide 
sind  parallel  zur  FoccHaxe  dieser  Congruenz*    Die  beiden  (stets  reellen) 
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Schnittpunkte  einer  solchen  Eauptaxe  mit  der  BrennfUiche  sind  y^Grens- 
pwnkt&^y  d.  h.  die  zur  Hauptaae  senkrechten  Tangenten  der  Brennfläche 
in  den  Schnittpunkten  sind  die  GrenestrcMen  des  zugehörigen  Cylindraids*). 
Jedes  dieser  Gylindroide  schickt  eine  seiner  Erzeugenden  durch 
den  Punkt  o.  Aus  der  ümkehrung  dieser  Bemerkung  ergiebt  sich 
eine  ftir  das  Folgende  wichtige  Erzeugungsweise  unserer  Gongruenzen: 

Unterwirft  man  ein  (redles)  Cylindroid  aUen  perspectiven  Aehnlicih 
keitstransformoMonen,  deren  Centrum  o  ein  auf  dem  Cylindroid  sdbsty 
aber  nicht  a^f  dessen  Ha^taxe,  gdegener  eigentlicher  Punkt  ist,  so  gehen 
die  Erzeugenden  des  Cylindroids  über  in  Strahlen  einer  planaren  Ketten- 
congruenz  des  ersten  Typus. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  der  Gylindroide  der  ersten  Gon- 
gruenZy  deren  Ebuptaxen  die  Strahlen  t'  des  Bündels  (4)  sind^  kann 
als  ^^ittelfläche^'  dieses  Bündels  angesehen  werden.  Er  hat,  als  Polar- 
ebene des  unendlich  fernen  Punktes  der  Focalaxe  der  ersten  Gongruenz 
in  Bezug  auf  die  Brennfläche;  die  Gleichung 

(19)  x,  +  g^x,  =  0. 

Er  ist  zugleich  Ort  der  Schnittpunkte  aller  Geradenpaare  der  ersten  Con- 
gruenz, die  sich  unter  rechtem  Winkel  treffen.  Ort  der  Leitlinien  aller 
Parabeln,  deren  Tangenten  in  der  ersten  Gongruenz  liegen.  Diese  Ebene 
hat  aber  noch  eine  andere  Bedeutung,  zu  der  man  kommt,  wenn  man 
die  Strictionsciirve  der  Erzeugenden  erster  Art  einer  beliebigen  Para- 
meterfläche sucht.  Diese  Gurre  wird  nämlich  von  der  genannten  Ebene 
ausgeschnitten:  Sie  ist  eine  Parabel,  deren  Hauptaxe  mit  der  der  Flache 
zusammenfällt. 

Die  Strictionsgerade  irgend  einer  Geraden  0  der  ersten  Gongruenz 
(vgl.  S.  516)  gehört  natürlich  zu  dem  die  zweite  Congruenz  begleiten- 
den Parallelenbündel  (4);  sie  hat,  wie  man  ohne  Weiteres  erkennt,  die 
Parameter 

(20)  t/  =  gtfg,  r/  =  p0^,  r/  =  q0^+p{l  +  g«)  0^ . 

Umgekehrt  gehört  eine  Gerade  allgemeiner  Lage  t'  des  Bündels  (4) 
als  Strictionsgerade  zu  zwei  yerschiedenen  Strahlen  0,  deren  Parameter 
ohne  Weiteres  ang^eben  werden  können,  nachdem  p  als  Wurzel  der 
quadratischen  Gleichung 

(21)  |)«  (1  +  q')  r/»  -  2pqT,\'  -  q\"  =  0 


*)  Man  kann  hieraus,  beiläufig  bemerkt,  eine  neue  Erzeugungsart  des  Oylin- 
droids  entnehmen,  die  mit  der  auf  Seite  366  beschriebenen  einige  AehnHchkeit  h&i 
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bestimmt  ist.  Alle  drei  Geraden  schneiden  einander  unter  rechten 
Winkeln  im  Mittelpunkt 

xogv  Vo  '  Vi  •  Vi  ••  Vs  = 

^     ^  =(1  +  3^)V:-2»V:(-1+«*)<:V 

der  Geraden  t'y  dem  Strictionspunkt  der  beiden  Geraden  <T.  Bei  gege- 
benem Werthe  von  p  durchläuft  der  Punkt  (22)  die  erste  SiricHonscurve 
der  Parameterfläche  p.  Sind  beide  Wurzeln  p^^,  p,  der  quadratischen 
Gleichung  (21)  gegeben^  so  hat  man  damit  ein  System  von  quasi- 
elliptischen  Coordinaten  für  die  Geraden  r'  des  die  reciproke  Gongruenz 
begleitenden  ParaUelenbündels: 

(23)     t/  =  ^=^^,  <  =  V^pJ, ,  V  =  5*4^ Vit? . 

Die  Gerade  t'  ist  hier  bestimmt  durch  die  beiden  Parameter- 
flachen  Pty  p^y  die  sie  (in  ihrer  Mitte)  berühren. 

Greneübergang  von  aplanaren  gu  planaren  Kettencongruenzen, 

um  die  namentlich  in  den  letzten  Sätzen  heryortretenden  einiger- 
massen  verwickelten  Erscheinungen  besser  zu  verstehen^  werden  wir, 
wenigstens  in  den  Grundzügen^  auch  noch  einen  Grenzübergang  behandeln, 
durch  den  man  von  den  Formeln  der  §§  37  und  38  zu  denen  des  gegen- 
wärtigen §  übergehen  kann.  Wir  verschieben  zunächst  das  dort  be- 
nutzte Goordinatensystem  derart,  dass  sein  Anfangspunkt  in  einen  der 
beiden  reellen  Scheitel  der  aplanaren  Kettencongruenzen  (Quasifoci  der 
Parameterflächen)  fällt;  zugleich  führen  wir  durch  eine  Substitution, 
die  eine  willkürliche  Grosse  q  enthält,  neue  Coordinaten  ein,  und 
lassen  dann  q  über  alle  Grenzen  wachsen.  Der  Process  ist  in  gewissem 
Orade  willkürlich,  kann  aber  so  gewählt  werden,  dass  die  im  Voraus- 
gehenden unmittelbar  entwickelten  Formeln  auch  auf  diesem  Wege 
erhalten  werden.  Wir  führen  sogleich  die  fraglichen  Substitutionen 
selbst  vor,  da  eine  heuristische  Herleitung  zu  viel  Baum  beanspruchen 
würde. 

Wir  setzen 

(24)  ^^^  =  2,  («.  +  .,,  0,e,) 

(25)  e,  =  (2  +  g^Q,    e,  =  (2»-l)9,    e, (l  +  2g»)c, 

•QgN  ^0  '^  ^0  7      ^1  ^  ^1  >      ^2  =  ^2  3  jp Xjj ,      a^  =  iTj  , 

Nach  dem  üebei^ang  zur  Grenze  (>  =  oo  lassen  wir  dann  die 
übergesetzten  Striche  wieder  weg. 
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Als  Grenzlage  der  als  Punktort  betrachteten  Brennfläche  erhält  man 
die  reducibeU  Fläche: 

(27)  x,*[-{l-q')x,'  +  q>x,'  +  q*(l-q*)x,*]=0: 

Ein  Brennpunkt  und  beide  Grenzpunkte  irgend  einer  Gongmenz- 
linie   sind  ins  Unendliche  gerückt,  wie  auch  geometrisch  evident. 

Dass  bei  dem  erklärten  Grenzübergang  von  der  als  Ort  von  Ebe- 
nen betrachteten  Brennfläche  sich  die  unendlich  fernen  Scheitel  der 
unsere  Gongruenzen  begleitenden  Parallelenbündel  abscheiden  werden, 
wird  man  wohl  erwarten.  Da  sich  diese  Bündel  von  den  reciproken 
Gongruenzen  abschnüren,  und  da  in  einem  Bündel  gerader  Linien  jede 
Ebene  durch  den  Scheitel  Brennebene  ist,  so  sollte  man  meinen,  es 
müssten  auch  alle  diese  Ebenen  sich  als  Grenzlagen  von  Brennebenen 
einstellen.  Diese  Yermuthung  bestätigt  sich  indessen  nicht:  Man  findet 
als  Grenda^e  der  als  Ort  von  Ebenen  betrachteten  Brennfläche  einen 
doppelt  zählenden  tmendlich  fernen  Kegelschnitt 

(28)  {  -  q'u,*  +  (1  -  2«)«,«  +  «,M*  =  0: 

Jede  zu  einer  Ebene  der  Brennfläche  der  planaren  Gongruenzen  paraUde 
Ebene  ist  also  doppelt  zählend  Grenzlage  einer  Brennd)ene,  (Dazu  ge- 
hören, als  Grenzlagen  von  Grenzebenen^  insbesondere  auch  alle  Ebenen, 
die  zu  den  beiden  Focalaxen  senkrecht  sind.)  In  einer  der  bezeichneten  od* 
Ebenen  liegt  trotzdem  im  Allgemeinen  Jceine  im  Endlichen  verlaufende  Con- 
gruenzlinie.  Ausgenommen  sind  die  Ebenen  des  Brennkegels  selbst,  die 
je  oo^  Gerade  beider  Gongruenzen  enthalten,  und  die  zu  den  Focalaxen 
senkrechten  Ebenen,  die  von  je  einer  Gongruenz  oo^  Gerade  enthalten. 
Ausgezeichnet  sind  unter  diesen  wiederum  die  Scheitelebenen,  die  beiden 
Schaaren  von  Ebenen  zugleich  angehören  (S.  520). 

Die  Theorie  der  aplanaren  Kettencongruenzen  giebt  über  diese 
Möglichkeiten  keine  Auskunft,  und  ebensowenig  über  die  Existenz 
von  Brennlinien  bei  besonderen  Kettencongruenzen. 

Als  Grenzlage  der  Mittelfläche  der  ersten  Gongruenz  erhalten  wir 
eine  aus  vier  Ebenen  bestehende  Fläche  4.  Ordnung: 

(29)  lo-So-{Si-^S8)-{li-(ZS5}  =0. 

Das  doppelte  Auftreten  der  unendlich  fernen  Ebene  1^  =  0  rührt 
daher,  dass  sich  das  Feld  der  unendlich  fernen  Geraden  abgeschnürt 
hat,  .und  dass  die  Mittelpunkte  der  Gongruenzlinien  allgemeiner  Lage 
in's  Unendliche  gerückt  sind.  Die  Bedeutung  des  dritten  Factors  haben 
wir  soeben  schon  erörtert,  für  den  Fall  der  reciproken  Gongruenz,  wo 
2  durch  — j  zu  ersetzen  ist.  (Nr.  19).     Der  letzte  Factor  bedeutet  die 
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Scheitelebene  der  ersten  Congruenz.  In  dieser  liegen,  wie  wir  gesehen 
haben,  n.  A.  die  zum  Hauptstrahl  orthogonalen  Geraden  6^  ^=  0.  Da  der 
Mittelpunkt  der  beiden  Gongmenzen  in  den  unendlich  fernen  Punkt 
des  Hauptstrahls  gerückt  ist,  so  kann  jeder  Punkt  einer  der  durch 
^2  ^»  0  gekennzeichneten  Geraden  als  Fusspunkt  einer  vom  „Mittel- 
punkt'^ auf  die  Gerade  gefällten  Normale,  als  Grenzlage  des  Mittel- 
punkts der  Gongruenzlinie  angesehen  werden,  der  also  in  diesem  Falle 
nicht  schlechthin  ins  Unendliche  rückt,  sondern  unbestimmt  wird.  So 
erklart  sich  auch  das  Auftreten  des  letzten  Factors. 

Die  bis  jetzt  angeführten  Formeln  enthalten  nur  Punkt-  und 
Ebenencoordinaten.  Treten  die  Paramater  p,  6^y  x^  hinzu,  so  sind 
neue  Substitutionen  vor  dem  Grenzübergang  auszuführen,  und  zwar 
in  verschiedener  Weise  je  nach  der  Art  des  Grenzübergangs. 

Setzen  wir 

so  führen  wir  den  TJebergang  von  der  ersten  aplanaren  Cangruenss  mn/r 
ersten  planaren  aus,  wenn  wir  schliesslich  g  =^  oo  setzen.  Auf  diese 
Art  erhalten  wir  von  Neuem  die  Gleichungen  (9),  (10)  der  Parameter- 
flächen, ebenso,  wie  zu  erwarten,  an  Stelle  der  ümfassungskugeln  Flächen 
2.  Ordnung,  die  in  die  unendlich  ferne  Ebene  und  die  Querebenen  der 
Parameterflächen  zerfallen  sind.  Man  sieht  nunmehr,  wie  es  eugehtj  dass 
die  Parameterfläche  p  =  oo  im  Grenzfall  nicht  mehr  der  absolute  Kegd- 
sctmitt  isty  sondern  der  Durchschnitt  der  unendlich  fernen  Ebene  mit 
dem  Kegd  des  Qtuisifocus. 

Setzen  wir  dagegen 

so  erhalten  wir  den  Uebergang  eu  dem  die  erste  plUma/re  Congruenz  he- 
gleitenden ParaUdenbündei,  An  Stelle  des  Parameters  der  eine  Gon- 
gruenzlinie 0  enthaltenden  Parameterfläche  tritt  die  Grosse 

an  Stelle  der  Parameterflächen  selbst  tritt  das  Büschel  von  zerfallenen 
Flächen  2.  Ordnung  (ausgearteten  Umfassimgskugeln) 

(33)  X,  {p\l-  q')x,  +  2qx,)=0. 
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Eine  Fläche  dieser  Art  liegt  mit  zwei  Parameterflächen  Piy  Pf  in 
einem  Büschel,  wenn 

(34)  Pi+P,=P'. 

Der  Satz  von  den  Büscheln^  die  Parameterflächen  enthalten,  gilt  also 
auch  jetzt  noch,  aber  an  Stelle  der  drei  Tarameterflächen  treten  deren 
Grenzlagefiy  von  denen  nur  zwei  seihst  ParameterfläcJien  sind.  Die  Fläche 
p'=2p  schneidet  aus  jeder  Erzeugenden  6  der  Parameterfläche  p  die 
Brennpunkte  aus.    (S.  Nr.  14^  vgl.  Ö.  477.) 

Wir  verzichten  auf  die  Vorführung  weiterer  Einzelheiten,  und 
überlassen  es  dem  Leser,  insbesondere  auch  die  Formeln  zu  entwickeln 
und  zu  erörtern,  die  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehenden  oder 
in  einer  gegebenen  Ebene  liegenden  Congruenzlinien  liefern.  Auf  den 
Grenzübergang  (31)  jedoch  werden  wir  in  einem  anderen  Zusammenhang 
nochmals  zurückzukommen  haben. 

Planare  Gewindebündel 
und  Kettencongruengen  des  zweiten  Typus  (/5). 

Die  canonische  Basis  Illb/S  (S.  451)  liefert  uns  für  die  zusammen- 
gehörigen Gewindebündel  und  Eettencongruenzen  die  Darstellung 

3^«  =  <^i,    3^i  =  (P  +  0^j,        3£i,  =  (i?  —  r)^j, 

■ 

U«8  =  i-i,     Uai=  — (jP+0^2.     Ui2  =  — (P  — ^)^J; 

(r  =4=  0).  Den  reciproken  Gewindebündeln  kann  man  in  diesem  Falle 
niemals  sechs  linear-unabhängige  Gewinde  entnehmen.  Sie  haben  immer 
ein  uneigentliches  Gewinde  gemein,  und,  wenn  J?  =  +  r  ist,  sogar  ein 
ganzes  Gewindebüschel.  Die  zugehörigen  Parallelenbündel  bestehen 
beide  aus  den  Parallelen  zur  x^-kiB.  Die  Parameter  der  Gewinde 
(35),  (36)  sind 


«•        ö«  TT»  T«        —    Tj 


(87)  P,_y  +  ,5..-_i„     p^__y_,5t.^^_. 

Zwei  Congruenzlinien  ^,  r  schneiden  einander  rechtwinklig,  wenn 
(38)  <y,r,  + (73X3  =  0; 

sie  schneiden  sich  ausserdem  auch,  wenn 


<F,'  —  tf.*  T.*  —  T  * 


(39)  -»•?.-:f^=i'=-'-? 


«.'  +  «,'  ^  T.«  +  T,' 
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Die  Gleichung  0^6^  ^==0  liefert  die  2  *  00^  Hauptstrahlen  beider  Gon- 
graenzen,  die  in  der  Ebene  a:i  =  0  verlaufen,  und  zur  a^-Axe  und  zur 
x^'Axe  parallel  sind.  Alle  in  der  Gongruenz  (35)  oder  (36)  enthalte- 
nen Ketten  sind  parallel  gestellte  Gylindroide;  an/*  SiartMenbüschd  mit 
eigmUichem  Scheitd  redudrte  Ketten  gid>t  es  nicht  Aus  der  ersten  Be- 
merkung fliesst  eine  sehr  einfache  und  anschauliche  Erzeugungsweise 
dieser  Gongruenzen^  die  einen  Grenzfall  bildet  einer  zuvor  besproche- 
nenen  Erzeugungsart  der  planaren  Gongruenzen  des  ersten  Typus 
(S.  622) : 

Unterwirft  ma/n  ein  (reelles)  Cylindroid  allen  Schiebungen  serJerecht  eu 
seiner  HauptaxCy  so  gehen  die  Strahlen  des  Cylindraids  über  in  die 
eigentlichen  StraMen  einer  pLana/ren  Kettencongruenz  des  aweiten  Typus, 
und  d)enso  die  zugehörigen  Gewindämschd  in  die  mr  Ccngruem  gehö- 
rigen Qtmnddmndd. 

Die  reciproke  Gongruenz  wird  geßmden,  wenn  man  das  erzeugende 
Cylindroid  durch  einen  rechten  Winhd  um  seine  Hduptaxe  dreht 

Femer  enthalt  die  Gongruenz  neben  den  genannten  Ketten  00^ 
Parallelenbüschel.  Die  zugehörigen  Gewindebüschel  bestehen  aus  lauter 
eongruenten  Gewinden,  ihre  fiauptaxen  sind  sammtlich  Hauptstrahlen 
der  von  ihnen  gebildeten  Büschel  (Typus  11  b  /},  S.  446,  von  Gewinde- 
büschehi). 

Die  Parameterflächen  sind,  als  Oerter  von  Punkten  betrachtet, 
sammtlich  Ebenenpaare: 

(40)  (p*  —  r»)  V  +  iCi*  =  0 . 

Jedes  von  diesen  Ebenenpaaren  (mit  Ausnahme  der  Flache  p  =»  0) 
tritt  zweimal  auf.  Nur  die  unter  ihnen,  deren  Parameter  p  den  Un- 
gleichungen 

(41)  —r£p^  +  r 

genügt,  enthalten  reelle  Gerade  beider  Gongruenzen.  Ausgezeichnet  ist 
einmal  die  Fläche  jp  =  +  r,  die  die  Hauptstrahlen  trägt,  sodann  die 
y,Grenzflächef*  p  s»  0  des  beide  Gongruenzen  begleitenden  Parallelen- 
bündels. Dieses  Ebenenpaar  enthält  die  Grenzlinien  aller  Gylindroide 
beider  Gongruenzen;  es  ist  Grenzlage  der  Brennfläche  einer  planaren 
Gongruenz  des  ersten  Typus,  von  der  aus  man  zu  dem  gegenwärtigen 
Fall  übergehen  bmn.  Brennfläche,  im  üblichen  Sinne  des  Wortes, 
der  jetzt  betrachteten  Gongruenzen  ist  sie  indessen  nicht;  eine  solche 
existirt  überhaupt  nicht,  sondern  nur  eine  unendlich  ferne  Brennlinie. 
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Jede  in  der  Fläche  p  =  0  verlaufende  Congruendinie  besteht  aus  lauter 
Brennpunkten,  Bemerkenswerth  ist,  dass  auch  hier  (wie  schon  bei  den 
aplanaren  Kettencongnienzen  des  dritten  Typus)  Parameterflachen  auf- 
treten, die  Oerter  von  oo^  reellen  Punkten  sind,  aber  reelle  Gongruenz- 
linien  nicht  enthalten,  die  nämlich,  die  rein-imaginären  Werthen  von 
p  entsprechen.  Besonders  aber  verdient  der  umstand  herrorgehoben 
zu  werden,  dass  die  in  den  bisher  behandelten  Fällen  vorhandene  Er- 
zeugung der  Kettencongnienzen  durch  die  gemeinsamen  Normalen  von 
Geraden  einer  Parameterfläche  im  gegenwärtigen  Fall  vollkommen 
illusorisch  wird:  Es  ist  also  unrichtig,  dass  jeder  Ort  von  Haupt- 
azen  eines  GewindebQndels  auf  diese  Weise  erzeugt  werden  kann;  der 
vorli^ende  Ausnahmefall  lässt  sich  auf  keine  Weise  hinwegdefiniren. 

Die  Fusspunktflächen  der  betrachteten  Congrueneen  sind  unter  etn- 
ander  congruente  Cylindroide. 

Ordnung  und  Glasse  auch  dieser  Congruenzen  sind  (2,  1).  Die 
Constantenzahl  ist  fünf. 

Planare  Gewindebündel  und  Kettencongruenzen 

des  dritten  Typus  (y). 

Die  einfachen  Eigenschaften  der  oo'  aus  lauter  Hauptstrahlen  be- 
stehenden planaren  Congruenzen  haben  wir  schon  betrachtet.  Die  Er- 
zeugung der  zugehörigen  Gewindebündel  durch  Drehung  eines  Gewindes 
um  parallele  Axen  senkrecht  zur  Hauptaze  des  Gewindes  ist  evident. 
Die  vorhergehenden  FäUe  (III  b  a)  (III  b  ß)  zeigen ,  dass  als  Qrenz- 
lagen  Qxmq  =  0,  limr  =  0)  von  Parameterflächen  (deren  Begriff  hier 
illusorisch  wird)  die  Ebenen  betrachtet  werden  können,  die  parallel 
sind  zu  der  Ebene  des  Feldes^  das  die  Gongruenzlinien  enthalt.  In- 
dessen jede  in  der  genannten  Ebene  gelegene  Gurve  2.  Glasse  kann,  als 
Ort  von  Ebenen  betrachtet,  bei  Grenzübergang  von  aplanaren  Con- 
gruenzen her,  gleichfalls  Grenzlage  einer  Parameterfläche  sein.  Die  Er- 
zeugung durch  Flächen  zweiten  Grades  ist  also  hier  wieder  möglich, 
sie  hat  aber  den  ünbestimmtheitsgrad  {Ünf. 

Die  Erniedrigung  von  Ordnung  und  Glasse  von  (2,  1)  auf  (0,  1) 
wird  durch  Abschnürung  zweier  imaginärer  Parallelenbündel  bewirkt. 
Die  Scheitel  dieser  Bündel  sind  die  Schnittpunkte  der  Ebene  aller  Gon- 
gruenzlinien mit  dem  absoluten  Kegelschnitt. 

Zwei  reciproke  planare  Gewindebündel  des  dritten  Typus,  deren 
Parameter  die  Werthe  p,  —p  haben,  stimmen,  wenn  i>=f=0  ist,  nur 
in  einem  uneigentlichen  Gewinde  überein.  Ist  |>  «=  0,  so  Mlen  sie 
ganz  zusammen. 
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Das  Normalennetz  eines  reellen  eigentlichen  Strahls  (III  c). 

Dieser  Fall  kann  leicht  verstanden  werden  als  Grenzfall  der  pla- 
naren  Gongruenz  des  ersten  Typus.  Es  giebt  oo^  zusammengehörige 
Normalennetze  ^  und  oo'^  Paare  zugehöriger  Gewindebändel.  Die  ana- 
lytische Darstellung  wird  erhalten^  wenn  man  in  den  Formeln  (1)  u.  s.  w. 
q  zur  Grenze  +  1  übergehen  lässi  Die  Parameterflächen  sind  ortho- 
gonale Paraboloide^  solche  also,  deren  Scheitel  zugleich  Quasifocus  ist. 
Die  Erzeugenden  durch  den  Scheitel  sind  die  Hauptazen  der  beiden 
Normalennetze  ^  Focalaxen  und  zugleich  Scheitelerzeugende  des  zum 
Quasifocus  gehörigen  ausgearteten  Kegels^  der,  auf  zwei  Arten,  als  das 
doppelt  überdeckte  Innere  eines  rechten  Winkels  aufgefasst  werden  kann. 

Die  Parameterflächen  bilden  ein  Büschel  von  Flächen  2.  Ordnung 
und  zugleich  eine  lineare  Schaar  von  Flächen  2.  Classe,  mit  vier  geraden 
Basislinien;  sie  bilden  die  Gesammtheit  der  Paraboloide,  die  dieselben 
zu  einander  orthogonalen  Scheitel-Erzeugenden  haben.  Eine  Brenn- 
fläche, Enveloppe  der  Parameterflächen,  existirt  nicht,  wohl  aber  hat 
jede  Gongruenz  zwei  Brennlinien.  —  Die  Erniedrigung  von  Ordnung 
und  Glasse  der  Gongruenz  von  (2,  1)  auf  (1,  1)  rührt  daher,  dass  sich 
von  Neuem  ein  Parallenbündel  abgeschnürt  hat.  Man  erkennt  dies 
geometrisch,  wenn  man  den  zum  Quasifocus  gehörigen  Kegel  sich  ab- 
platten lässt. 

Führen  wir  in  den  Formeln  (1)  u.  s.  f.  den  Uebergang  etwa  zur 
Grenze  q  =  -^  1  wirklich  aus,  so  erhalten  wir  zunächst  das  Nor- 
malennetz: 

In  diesem  Netz  sind  ausgezeichnet  erstens  der  HauptsbraJü,  der  zugleich 
dem  zweiten,  von  Geraden  oder  Strahlen  r  gebildeten  Normalennetz 
angehört,  entsprechend  den  Parameterwerthen    6^:  6^:6^  =  0:1  :0. 

Zweitens  ist  ausgezeichnet  ein  Strahl,  den  wir  als  singtdären  StraU 

des  als  zweidimensionale  Kette  betrachteten  Normalennetzes  bezeichnen 

wollen.     Dieser  singulare  Strahl  hat  tmbestimmte  Parameter:   Er  wird 

gefunden,  wenn  wir 

<y^ :  (Tj :  (Tj  =  A  :  0  :  1 

setzen,  und .  unter  k  eine  beliebige  Grösse  verstehen.  Er  ist  augen- 
scheinlich die  Hauptaxe  des  zweiten  Normalennetzes;  er  ist  die  Haupt- 
axe  eines  Büschels  coaxialer  Gewinde,  das  allen  zum  ersten  Normalen- 
netz gehörigen  Gewindebündeln  zugleich  angehört.  Drittens  sind  aus- 
gezeichnet die  Strahlen  des  ersten  Netzes,  die  zum  singulären  Strahl 

Study,  Geometrie  der  Dynamen.  84 
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parallel  sind.  Diese  oo^  Strahlen  entziehen  sich,  mit  Atisnahme  des 
singtdären  Strahls^  der  Parameterda/rsteHlung  (42).  Sie  sind  nidU  Haupt- 
axen  eigentlicher  Gewinde  eines  der  betrachteten  Bündel ,  sondern  nnr 
Grenzlagen  solcher  Hauptaxen  (S.  313).  Sie  bilden  den  Durchschnitt 
unseres  Normalennetzes  mit  dem  Parallelenbündel^  das  den  singulären 
Strahl  enthält,  und  das  zunächst  als  Grenzlage  auftritt  des  die  planare 
Gongruenz  begleitenden  Bündels.  Alle  Strahlen  dieses  Bündels  nahem 
sich,  wie  die  Formeln  (3)  zeigen,  bei  unserem  Grenzübergang  einer 
TöUig  bestimmten  Grenzlage,  nämlich  eben  dem  singulären  Strahl. 

Man  kann  zweitens  vor  dem  Uebergang  zur  Grenze  neue  Para^ 
meter  einführen,  etwa  durch  folgende  Substitutionen: 

(43)    <yi  =  Si— 1^*8,     <yj=(l-ff)ö^2?     <J»  =  *8;    P  =  iZri' 

An  Stelle  der  Grenzlagen  (42)  erhält  man  dann,  wenn  man  p  als 
endlich  festhält,  andere  Grenzlagen  des  Strahles  3E  (Nr.  1),  nämlich  diese: 

/ÄA\  *oi  ^™  ^8»  *oa  ^^  ^)  *08  ^=  ^Sf 

So  erhalten  wir  also  in  der  That  irgend  einen  Strahl,  der  zum  singu- 
lären Strahl  parallel  ist;  die  Abschnürung  des  genannten  Bündels  wird 
algebraisch  evident. 

Die  Art,  tme  sich  beim  Uebergang  von  der  pianaren  Congruene  zwn 
Normalennetz  ein  ParaUdenbündel  abtrennt,  ist  durchaus  verschieden  von 
dem  Process  der  Abtrennung  eines  Paraüelenbündels,  der  beim  UAergang 
von  der  aplanaren  Kettencongruenz  zur  pianaren  stattfindeL 

Die  Formeln  (31)  führen  nämlich  dann  schon  zu  allen  Strahlen 
des  abgetrennten  Bündels,  wenn  man  im  Grenzfall  dem  mit  p'  bezeich- 
neten Parameter  einen  bestimmten  Werth  beilegt.  Dem  entsprechend 
ergeben  sich  bei  demselben  Grenzübergang  auch  zwei  reciproke  Ge- 
windebündel, nämlich  die  Bündel  (3),  (4),  deren  Hauptaxen  die  abge- 
trennten Parallelenbündel  erfüUen,  (Vgl.  das  weiterhin  unter  HI  da 
Gesagte.)  Aehnliches  ist  hier  nun  unmöglich.  Denn  reciproke  Ge- 
windebündel, deren  Hauptaxen  zwei  zu  einander  ortfiogonale  Parallelen- 
bündel erfüllten,  giebt  es  nicht.  Dem  entsprechend  stellen  die  Glei- 
chungen (44)  und  die  zugehörigen  Gleichungen 

^A^\  lloi  =  — ^8>  Uo2  =  0,       Uo8  =  rs, 

(45)  -  _         _  - 

bei  gegebenen  Werthen  von  p  zwar  ebenfalls  reciproke  Gewinde- 
bündel dar;    deren  Hauptaxen  erfQllen  aber  nicht  ein  Parallelen6üiide/, 
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sondern  —  da  eine  Aenderang  der  Parameter  6^,  x^  den  Strahl  £ 
oder  Ü  ungeandert  lässt  —  nur  ein  Paar  zn  einander  orthogonaler 
Parallelen&üsc^.  Erst  dann^  wenn  man  den  Werth  von  p  variirt, 
entsteht  wirklich  das  besprochene  ParallelenZ^nde!.  (Vgl.  weiterhin  den 
Fall  ine.) 

Das  Normalennetz  enthält^  wie  wir  wissen,  abweichend  von  allen 
znvor  betrachteten  zweidimensionalen  Ketten^  cx>^  Strahlenketten.  Aber 
nur  oo^  unter  diesen  Ketten  sind  Grenzlagen  von  Ketten  einer  aplanaren 
oder  planaren  Kettencongruenz,  die  nämlich,  die  den  singularen  Strahl 
enthalten.  Alle  diese  Ketten  haben  dieselbe  Hauptaxe:  Der  Ort  der  ,,Grenz- 
punkte^',  der  in  den  zuvor  behandelten  Fällen  stets  eine  Fläche  war,  ist 
hier  nur  eine  Gurve,  die  Hauptaxe  des  ersten  und  der  singulare  Strahl 
des  zweiten  Netzes.  Femer  liegen  in  der  Noimalencongruenz  die  oo^ 
Parallelenbüschel,  die  den  singularen  Strahl  nicht  enthalten.  Sie  ent- 
sprechen Gewindebüscheln  des  Typus  Ilbtt  (S.  446),  solchen  ohne 
Hauptstrahl.  Zweitens  ist  wiederum  das  ausgezeichnete  Parallelen- 
büschel aufzuführen^  das  den  singularen  Strahl  enthält.  Dieses  Strahlen- 
büschel kann  in  gewisser  Weise  als  dem  zum  singularen  Strahl  ge- 
hörigen Büschel  coazialer  Gewinde  entsprechend  angesehen  werden. 
In  unserer  Classification  der  mit  eindimensionalen  Ketten  verbundenen 
Gewindebüschel  kommt  es  natürlich  nicht  vor. 

In  Bezug  auf  die  gemeinsamen  Gewinde  zweier  reciproker  Bündel 
verhält  sich  die  Figur  ebenso  wie  die  Figur  der  planaren  Congruenzen 
des  ersten  Typus  (S.  521). 

Die  Figur  zweier  verschiedener  Parallelenhündel.    (IHda.) 

Es  giebt  oo*  Paare  von  Parallelenbündeln,  und  oo^  Paare  zu  solchen 
gehöriger  reciproker  Gewindebündel.  Da  die  Strahlen  zweier  Parallelen- 
bündel, die  überhaupt  mit  Gewindebündeln  verknüpft  sind,  wie  schon 
hervorgehoben,  niemals  rechte  Winkel  mit  einander  bilden  können,  so 
ist  es  unmöglich,  diesen  Fall  durch  Grenzübergang  von  planaren  Ge- 
windebündeln aus  zu  erhalten.  Sie  treten  aber  in  Verbindung  mit 
planaren  Bündeln  des  ersten  Typus  auf^  wenn  man  von  aplanaren 
Bündeln  zu  diesen  übergeht.  In  der  That  stellen  die  Gleichungen  (3), 
(4),  wenn  man  die  Grössen  X/*,  U/*  als  Gewin decoordinaten  fasst, 
gerade  die  Figur  zweier  reciproker  Gewindebündel  dar,  die  zu  unserer 
nunmehrigen  Basis  HI  da  (S.  452)  gehört.  Auch  haben  wir  den  ge- 
nannten Grenzübergang  selbst  in  diesem  Zusammenhang  schon  ausgeführt 
(Nr.  24..  .26,  31 ..  .33).  Es  spaltet  sich  also  (im  Plücker'schen  Gontinuum) 
bei  dem  betrachteten  Üebergang  von  einem  Paar  aplanarer  Kettencon- 
gruenzen  zu  einem  Paar  von  Parallelenbündeln,  neben  dem  Feld  der 

34* 
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uneigentlichen  Geraden^  ein  Paar  von  planaren  Gongrnenzen  ab,  womit 
das  Herabsinken  von  Ordnung  und  Glasse  von  (3,  2)  auf  (1,  0)  erklart 
ist.  Dieses  Paar  von  planaren  Gongruenzen  ist  nicht  bestimmt;  es 
kann  vielmehr^  der  höheren  Gonstantenzahl  der  planaren  Gongruenzen 
entsprechend,  variiren  mit  der  Art  des  Grrenzübei^angs.  Die  yoraus- 
gehenden  Betrachtungen  enthalten  den  Beweis  dafür,  dass  jedes  Paar 
von  nicht  orthogonalen  Parallelenbündeln  c5o«  Paare  planarer  Gon- 
gruenzen begleitet:  Das  einzelne  Paar  ist  bestimmt,  sobald  neben  den 
beiden  Parallelenbündeln  der  gemeinsame  Scheitel  o  der  beiden  planaren 
Gongruenzen  gegeben  ist.  Die  Parameterflächen  sind,  wie  wir  gesehen 
haben,  die  Ebenen^  die  die  beiden  unendlich  fernen  Scheitel  der  zwei 
Parallelenbündel  enthalten.  Als  Grenzlagen  von  Parameterflachen  aber 
entstehen  ausserdem  oo*  =  oo*  •  oo*  Paraboloide,  mit  deren  Hülfe  die 
beiden  Bündel  von  Parallelen  als  gemeinsame  Normalen  von  gleich- 
artigen Erzeugenden  construirt  werden  können.  Die  Erzeugungsweise 
mit  Hülfe  von  Flächen  2.  Grades  ist  also  hier  vorhanden,  sie  hat  aber, 
abweichend  vom  allgemeinen  Fall,  den  Unbestimmtheitsgrad  vier,  oder, 
wenn  mau  nur  eines  der  beiden  Bündel  erzeugen  will,  den  Unbestimmt- 
heitsgrad sechs.  (Man  vergleiche  das  über  die  planaren  Gongruenzen 
des  dritten  Typus  Gesagte:  Dort  stellen  sich,  bei  der  Erzeugung  dorch 
Kegelschnitte,  natürlich  auch  ParaUelenbündel  ein.) 

Die  vorliegende  Figur  zweier  getrennter  Parallelenbündel  gestattet 
die  viergliedrige  Gruppe  der  perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen; 
das  einzelne  Paar  reciproker  Gewindebündel  noch  die  dreigliedrige 
Gruppe  aller  perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen,  deren  Centra 
auf  der  zugekörigen  Parameterfläche  liegen,  insbesondere  also  alle 
Schiebungen  parallel  zur  Parameterfläche.  Zweierlei  Gewindebüschel 
giebt  es  demnach  in  einem  solchen  Bündel.  Die  <x>^  Büschel  allge- 
meiner Art  gehören  zu  dem  auf  S.  446  näher  beschriebenen  Tjpus 
II  ba,  ohne  Hauptstrahlen,  oo^  Büschel  aber  gehören  dem  Typus  11  b^ 
an:  diese,  mit  Hauptstrahleu  behaftet,  haben  ihre  Hauptaxen  auf  je 
einer  der  oo*  Parameterflächen. 

Die  letzten  Sätze  führen  zu  einer  sehr  einfachen  Erzeugungs- 
weise dei*  betrachteten  Gewindebündel: 

Unterwirft  man  ein  nicht  aitsgeartetes  Gewinde  aUen  perspectiven 
Äefmlichkeitstransfor^nationen,  deren  Centra  auf  einer  eigentlichen  Ebene 
CO  liegen  y  die  parallel  ist  zur  Hauptaxe  des  Gewindes  y  diese  Häuptaxe 
aber  nicht  enthalt,  so  entstehen  die  Gewinde  eines  Bündels  mit  paraUden 
Hauptaxen,  Das  reciproke  Geunndebündd  ist  von  derselben  Beschaffen- 
heit, und  gehört  zu  einem  anderen  Bündd  zu  cd  paraüder  Hauptaxen. 
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Umgekehrt  kann  jedes  Paar  reciproker  Gewindebündd  dieser  Art  im 
Wesentlichen  auf  eine  Weise  so  erzeugt  werden. 

Im  Wesentlichen:  Man  kann  natürlich  Ton  irgend  einem  der  oo^ 
nicht   ausgearteten    Grewinde   eines  der  vorgelegten   Bündel   ausgehen. 

Die  reciproken  Gewindebündel  haben  ein  uneigentliches  Gewinde, 
und  niemals  ein  weiteres  Gewinde  gemein.  —  In  den  vier  durch  die 
Gleichungen  (1)...(4)  dargestellten  Gewindebündeln  haben  wir  eine 
bemerkenswerthe  Figur  vor  uns.  Zwei  aus  (1)  und  (2)  oder  aus  (3) 
und  (4)  entnommene  Gewinde  sind  stets  conjugirt  Zwei  Gewinde  aus 
(1)  und  (4)  oder  aus  (2)  und  (3)  sind  stets  orthogonal,  d,  h,  ihre  Haupt- 
axen  kreuzen  oder  schneiden  einander  rechtwinklig,  Sie  sind  conjugirt, 
wenn  diese  Hauptaxen  sich  schneiden. 

Die  Figur  zweier  zusammenfallender  Parallelenbündel  (üldß). 

Die  Figur  zweier  zusammenfallender  Parallelenbündel  (erster  und 
zweiter  Schicht)  steht  in  eben  der  Beziehung  zur  Figur  der  planaren 
Kettencongruenzen  des  zweiten  und  dritten  Typus,  wie  die  Figur  ge- 
trennter Parallelenbündel  zu  Kettencongruenzen  des  ersten  Typus.  Wir 
haben  vor  uns  cx)«  Parallelenbündel,  und  oo»  Paare  zugehöriger  Ge- 
windebündel. Jedem  Parallelenbündel  kann  auf  cx>'  Arten  eine  planare 
Gongruenz  (des  zweiten  oder  dritten  Typus)  beigesellt  werden,  so  dass, 
wenn  man  noch  das  uneigentliche  Geradenfeld  hinzunimmt,  wieder  eine 
Gongruenz  3.  0.  2.  GL  entsteht.  In  irgend  einem  Gewindebündel  der 
hier  zu  betrachtenden  Art  haben  alle  Gewinde  denselben  Parameter. 
Ein  solches  Bündel  entsteht  dadurch,  dass  man  ein  eigentliches  Geudnde 
allen  Schiebungen  unterwirft.  Die  Figur  ist  ein  Grenzfall  der  aplanaren 
Gewindebündel  des  dritten  Typus.  Zwei  zu  demselben  Parallelenbündel 
gehörige  reciproke  Gewindebündel  haben  im  Allgemeinen  ein  uneigent- 
liches Gewinde  gemein;  sie  fallen  zusammen,  wenn  sie  zum  Parameter 
2}  =  0  gehören. 

Die  Figur  zweier  reciproker  Parallelenbüschel  (Ille). 

Dieser  Fall  ist  völlig  singulär,  da,  nach  seiner  Definition,  die 
Hauptaxen  der  zugehörigen  Gewindebündel  überhaupt  keine  Gon- 
gruenz bilden.  Die  Figur  ergiebt  sich  auf  verschiedene  Weise  als 
Grenzlage  von  zuvor  betrachteten  Figuren.  Lässt  man  die  unter  Ulda 
genannte  Ebene  cd  durch  die  Hauptaxe  des  erzeugenden  Gewindes 
gehen,  so  kommt  man  zu  dem  hier  vorliegenden  Fall.  Einfacher  noch 
ist  die  auf  der  Hand  liegende  Erzeugung  durch  Schiebung  eines  Büschels 
coaxialer  Gewinde  in  einer  zu  seiner  Hauptaxe  senkrechten  Bichtung, 
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§40. 
Von  der  Beweglichkeit  eines  starren  Körpers  im  Infinitesimalen. 

Die  ausgeführte  Classification  der  linearen  Systeme  von  Grewinden 
hat  uns  bisher  dazu  gedient^  gewisse  geometrische  Oerter  zu  definiren, 
deren  Eigenschaften  uns  dann  weiter  beschäftigt  haben.  Dasselbe  Pro- 
blem ist  aber^  wie  in  der  Einleitung  zu  unserem  dritten  Abschnitt 
schon  erwähnt  worden  ist^  auch  von  Bedeutung  für  die  theoretische 
Kinematik^  und^  insofern  diese  die  Grundlage  der  Mechanik  starrer 
Körper  bildet,  auch  für  die  Mechanik.  Indem  wir  der  Mechanik  der 
starren  Körper  selbst  angehörige  Anwendungen,  die  einen  zu  umfang- 
reichen Stoff  bilden  würden,  bei  Seite  lassen,  wollen  wir  jetzt  unseren 
Gegenstand  yon  der  kinematischen  Seite  her  in  Kürze  betrachten. 

Der  gemeinte  Zusammenhang  zwischen  der  Geometrie  der  Gewinde 
und  der  Geometrie  der  infinitesimalen  Bewegungen  im  Räume  ist  rein- 
geometrisch bereits  in  unserem  ersten  Abschnitt  behandelt  worden. 
Der  zugehörige  analytische  Apparat  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  wenn 
man  einige  der  in  §  21  aufgestellten  Sätze  specialisiert.  Da  es  sich 
zunächst  nur  um  Dinge  handelt,  die  schon  vielfach  erörtert  worden 
sind*)  und  die  wohl  als  allgemein  bekannt  gelten  dürfen,  so  können 
wir  uns  kurz  fassen. 

Wir  stellen  eine  sogenannte  infinitesimale  Bewegung  analytisch 
dar,  indem  wir  in  den  Formeln  des  §  21  die  folgenden  Substitutionen 
machen: 

(1)  «0=1,    cci^^üidt,    ßi  =  hidt  (i=  1,2,3). 

Wir  sagen,  die  infinitesimale  Bewegung  sei  qualitativ  bestimmt,  wenn 
die  Verhältnisse  der  sechs  Grössen  a^,  b,*  gegeben  sind,  oder  also, 
wenn  das  Differential  d^  als  eine  unbestimmte  Grösse  betrachtet  wird; 
wir  sagen,  sie  sei  quantitoMv  bestimmt,  wenn  die  Producte  Q.d^,  b^dt 
selbst  vorgeschrieben  sind. 


*)  Zuerst  von  Möbius,  Lehrbuch  der  Statik;  Journal  f.  Math.  1838,  Bd.  18 
==  Ges.  Werke  Bd.  I,  S.  546.  Von  Lehrbüchern  nennen  wir  noch  G.  Königs, 
Lefons  de  OinSmcUique,  Paris  1897.  —  In  der  ziemlich  ausgedehnten  neueren  Litte- 
ratnr  über  die  Bewegungsfreiheit  eines  starren  Körpers  scheint  die  weiterhin  im 
Texte  formnlirte  Aufgabe  merkwürdiger  Weise  noch  nicht  behandelt  zu  sein. 
Der  besonders  von  Mannheim  (Gäom^trie  cindmatique,  Paris  1894)  und  Somoff 
behandelte  Fall,  in  dem  ein  starrer  Körper  sich  mit  einigen  seiner  Punkte  auf 
Flächen  stützt,  umfasst  nicht  alle  Möglichkeiten  und  bietet  auch  noch  aus  anderen 
Gründen  nicht  den  geeigneten  Ausgangspunkt  für  allgemeine  Erörterungen.  Doch 
sind  einzelne  der  abzuleitenden  Sätze  in  den  vorliegenden  Untersuchungen,  be- 
sonders denen  von  Mannheim  und  Ball,  bereits  aufgetreten. 
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Nach  den  Untersuchungen  unseres  ersten  und  zweiten  Abschnittes 
können  wir  nun  auf  mehrere  Arten  einer  jeden  quantitativ  bestimmten 
infinitesimalen  Bewegung  z.  B.  einen  völlig  bestimmten  Motor  zuordnen^ 
derart;  dass  die  Zusammensetzung  mehrerer  hinter  einander  auszu- 
führender infinitesimaler  Bewegungen  durch  (geometrische  oder  stereo- 
metrische) Addition  dieser  Motoren  erfolgt,  und  jeder  qualitativ  be- 
stimmten infinitesimalen  Bewegung  ein  Oewinde  (mit  den  rechtwinkligen 
Plücker 'sehen  Coordinaten  a^,  b,),  das  mit  ihr  ebenfalls  eindeutig  und 
gegenüber  beliebigen  Bewegungen  invariant  verbunden  ist.  Wo  immer 
dieses  Gewinde  einem  eigentlichen  Punkte  x  eine  bestimmte  Nullebene 

01(^2^8—^8%)  +  (hi^^yi  —  ^iVs)  +  ttsC^iy«— ^«yi)  + 
+  t>i(^oyi— ^i^o)  +  ^^(^oVi—^iVo)  +  63(^0^3  — ^sj/o)  =  0 

zuordnet,  erfolgt  dann  die  Fortschreitung  des  Punktes  x  bei  der  (quali- 
tativ bestimmten)  infinitesimalen  Bewegung  oder  bei  den  (cx)^  quanti- 
tativ bestimmten)  infinitesimalen  Bewegungen  senkrecht  zu  dieser  Ebene, 
während  im  Falle  des  Unbestimmtwerdens  der  Nullebene  der  Punkt  in 
Ruhe  bleibt.     (Vgl.  §  21,  Nr.  7,  26.) 

Drücken  wir  die  Grössen  a^,  i^  irgendwie  als  von  einander  unab- 
hängige ganze  lineare  und  homogene  reelle  Functionen  von  r  Grössen 
<?!  •  •  •  <y^(r  =  1,  2,  •  •  •  6)  aus,  so  liefern  uns  die  Formeln  (1),  jedem 
Werthe  von  dt  entsprechend,  ein  lineares  System  r**'  Stufe  von  Motoren, 
und  allen  diesen  00^  Systemen,  deren  jedes  die  sämmtlichen  übrigen 
bestimmt,  wird  ein  einziges  reelles  lineares  System  r*®'  Stufe  von 
Gewinden  zugeordnet,  das  mithin  ein  „lineares"  System  r^  Stufe  von 
qualitativ  bestimmten  infinitesimalen  Bewegungen  bezeichnet 

Wir  werden  nun  von  einem  starren  Körper*),  dem  alle  diese 
Bewegungen,  aber  keine  anderen  erlaubt  sind,  sagen,  er  habe  „r  Grade 
der  BewegungsfreiheOf^  oder  ^^Bewegungsfreiheit  oder  Beweglichkeit  r^Sbtf^ 
im  Infinitesimalen;  den  Zusatz  „im  Infinitesimalen"  werden  wir  übrigens 
in  der  Folge  weglassen,  da  andere  als  infinitesimale  Bewegungen  zu- 
nächst nicht  betrachtet  werden  sollen.     Wir  können  danach  sagen: 

Jedem  reellen  linearen  System  von  Gewinden  entspricht  eine  bestimmte 
Art  von  Beweglichkeit  eines  starren  Körpers,  und  umgekehrt  — 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe: 

Alle  möglichen  Arten  von  Beweglichkeit  eines  starren  Körpers  kine- 
matisch m  beschreiben. 


*)  Ein  starrer  Körper  wird  hier  immer  den  ganzen  Raum  erfüllend  gedacht. 
Jeder  Punkt  hat  in  ihm  eine  bestimmte  Lage  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges 
Axenkreuz  z.  B.;  die  Bewegung  dieses  übrigens  beliebigen  Axenkreuzes  oder  Co> 
ordinatensystems  bestimmt  die  Bewegung  des  ganzen  Körpers. 
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Das  heisst,  wir  wollen  Mechanismen  auszudenken  suchen  von 
möglichst  einfacher  Structur,  die  so  eingerichtet  sind^  dass  jeder  einem 
starren  Körper  eine  bestimmte  Art  Ton  Beweglichkeit  (im  Infinitesi- 
malen) gestattet^  und  dass  auf  diese  Weise  alle  möglichen  Arten  von 
Freiheit  des  Körpers  erhalten'  werden.  Zur  Lösung  dieser  ihrer  Natur 
nach  in  hohem  Maasse  unbestimmten  Aufgabe  haben  wir  offenbar 
dreierlei  zu  thun:  Wir  müssen  erstens  die  Terschiedeneu  Arten  von 
Beweglichkeit  cktösificiren,  indem  wir  je  zwei  in  eine  Classe  stellen, 
die  mit  einander  congment  sind,  d.  h.  durch  irgend  eine  (endliche) 
Bewegung  in  einander  übergeführt  werden  können.  Dieser  Theil 
unseres  Problems  deckt  sich  nach  dem  Gesagten  völlig  mit  der  Auf- 
gabe, die  wir  in  §  36  bereits  behandelt  haben.  Wir  müssen  zweitens 
eine  Anzahl  von  „einfachen'^  Mechanismen  erkläreu,  mit  deren  Hülfe 
wir  die  Beschreibung  der  verschiedenen  Arten  von  Freiheit  eines 
starren  Körpers  bewirken  wollen.  Schliesslich  haben  wir  dann  durch 
Hinter -einander -Schaltung  von  mehreren  solchen  Apparaten  die  kine- 
matische Darstellung  irgend  einer  der  zuvor  bestimmten  Arten  von 
Bewegungsfreiheit  zu  bewirken. 

Als  „einfache'^  Mechanismen  dienen  uns  zunächst  die  Schraube  mit 
ihren  Grenzfällen. 

Die  Schraube  erlaubt  einem  starren  Körper,  sich  um  eine  in  ihm 
und  im  Räume  feste  Axe  derart  zu  drehen,  dafs  mit  jeder  Drehung 
durch  den  Winkel  2d-  eine  Schiebung  2iy  =  const.2'9'  in  der  (durch  den 
positiven  Umlaufssinn  der  Winkel  bestimmten)  positiven  Bichtung  der 

Axe  verbunden  ist.     Der  Quotient  r^  •  2x  heisst  Ganghöhe,  -^  selbst 

Parameter  der  Schraube.  Im  Grenzfall  rj  =  0  erhalten  wir  das  Knie- 
gelenk (das  ebene  Gelenk,  Axengelenk,  Chamier),  das  dem  starren 
Körper  nur  Drehung  (aber  auch  jede  Drehiuig)  um  eine  feste  Axe 
erlaubt;  der  Grenzfall  '9-  =  0,  der  der  Schiebung  entspricht,  wird 
realisirt  durch  eine  Prismenführung  oder  etwa  durch  ein  parallelogram- 
matisches  Gelenkwerk.  Diese  einfachen  Apparate,  deren  jeder  zur  Dar- 
stellung einer  bestimmten  Art  von  Freiheit  erster  Stufe  dient,  sind 
offenbar  bereits  ausreichend  zur  Beschreibung  aller  Arten  der  Be- 
wegungsfreiheit; zweckmässig  aber  ist  es,  daneben  noch  einige  andere 
zu  benutzen,  die  zur  Darstellung  einiger  Arten  von  Freiheit  höherer 
Stufe  dienen  sollen.  Wir  verwenden  noch  die  Laufstange,  die  einem 
beweglichen  Körper  die  Drehungen  um  eine  bestimmte  Axe  verbunden 
mit  beliebigen  Schiebungen  in  der  Richtung  dieser  Axe,  also  eine 
besondere  Art  von  Freiheit  zweiter  Stufe  gestattet,  und  das  Kugel- 
gdenk,   das  ihm   alle  Drehungen  um   einen  festen  Punkt  auszuführen 
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erlaubt,  und  also  einer  bestimmten  Art  yon  Freiheit  dritter  Stufe 
entspricht. 

Z.  B.  zwei  Schrauben  und  eine  Prismenf&hmng  hinter  einander 
schalten  heisst:  Es  soll  etwa  die  zweite  Schraube  mit  der  Mutter  der 
ersten  starr  verbunden  sein,  und  ebenso  die  Führung  des  Prismas  mit 
der  Mutter  der  zweiten  Schraube.  Das  Prisma  reprasentirt  dann  einen 
starren  Körper  mit  drei,  unter  Umstanden  aber  auch  nur  mit  zwei 
Oraden  der  Freiheit  üebrigens  ist  die  Reihenfolge,  in  der  diese  Appa- 
rate an  einander  befestigt  werden,  gleichgültig,  da  infinitesimale  Be- 
wegungen, die  wir  allein  hier  betrachten,  mit  einander  vertauschbar  sind. 

Stellen  wir  auf  solche  Art  mehrere  der  beschriebenen  Apparate, 
deren  Zahl  natürlich  noch  vermehrt  werden  konnte,  zusammen,  so 
bestimmt  ein  jedei*  von  ihnen,  qualitativ,  eine  einzelne  infinitesimale 
Bewegung  oder  ein  lineares  System  von  solchen;  und  es  wird  bei 
Beschreibung  irgend  einer  Art  von  Freiheit  eines  starren  Körpers  ledig- 
lich darauf  ankommen,  Zahl  und  Gruppirung  der  Apparate  derart  aus- 
zuwählen, dass  aus  den  dann  verfügbaren  infinitesimalen  Bewegungen 
alle  verlangten  und  keine  anderen  zusammengesetzt  werden  können. 
Von  den  Mechanismen  selbst  zu  reden,  werden  wir  dabei  in  der  Regel 
nicht  nöthig  haben:  Es  genügt,  die  zugehörigen  infinitesimalen  Be- 
wegungen zu  kennen. 

Bevor  wir,  auf  Grund  der  Untersuchung  des  §  36,  zur  Beant- 
wortung der  bezeichneten  und  einiger  damit  zusammenhangender  Fragen 
übergehen,  wollen  wir  zunächst  noch  zwei  Irrthümer  berichtigen,  die  dort 
(S.  446,  452)  untergelaufen  sind:  Die  oo*  Gewindebüschd  des  Typus 
11ha)  lüden  nicht,  ime  angegeben,  oo*,  sondern  nur  oo^  Classen^  und 
ebenso  die  oo^  Geunnddnindel  des  Ttfpus  IQ  da).  Man  kann  nämlich, 
wenn  q=^0,  im  ersten  Falle  nach  Ausführung  der  Schiebung 

im  zweiten  nach  Ausführung  der  Schiebung 

Xq=Xq,    x^=x^,    <==  — |-(?  +  y)^o  +  ^8?    x^^x^ 

durch  geeignete  Aenderung  der  Basis  den  Parameter  p  zum  Ver- 
schwinden bringen. 

Wir  berechnen  nun  die  Zuwüchse,  die  die  (homogenen)  Punkt- 
Gewinde-  und  Ebenencoordinaten  bei  den  im  Ausdruck  (1)  enthaltenen 
sechs  linear- unabhängigen  infinitesimalen  Bewegungen 

«1  =  d^,     «g  =  0,     «3  =  0,     ft  =  0  u.  8.  w. 

^^  ft  =  8t,    ft  =  0,    ft  =  0,    «..  =  0  u.  s.  w. 
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erfahren,  indem  wir^  nach  dem  Vorgänge  von  S.  Lie,  den  Goefficienten 
Yon  dt  im  Zuwachs  irgend  einer  an  der  betrachteten  SteUe  regulären 
analytischen  Function  f  jener  Coordinaten  hinschreiben.  Wir  erhalten 
dann  die  folgenden  sogenannten  Symbole  der  angeführten  infinitesimalen 
Bewegungen: 

(3)  V=2|:r.^-a,^^),     ».^=-2^; 


(4) 


» 


i/  — 2JXo,g3^^       aEaggj^J; 


(5)  %f-^[^^li-^li],     »./•^^u.g; 

(u.  s.  w.)*)  Die  infinitesimale  Transformation  (1),  die  eine  beliebige 
infinitesimale  Bewegung  vorstellt,  erhält  dann  das  Symbol 

(6)  a,%f  +  0,«,/-  +  o,«,/-  +  b,»/  +  \1b,f  +  b,i8,/: 

Sie  redacirt  sich  auf  eine  Drehung  oder  Schiebung,  wenn 

(7)  Ci,\  +  0,6,  +  0,6,  =  0 

ist,  und  zwar  auf  eine  Schiebung  dann,  wenn 

(8)  Ol  ==  0,  =  0,  =  0 

ist.  Schliessen  wir  den  letzten  Fall  aus,  so  haben  wir  vor  uns  eine 
Schraubung  oder  insbesondere  eine  Drehung  um  eine  bestimmte  Axe 
mit  den  Plücker'schen  Coordinaten 

mit  dem  Drehungswinkel 

(10)  2^  =  —  21/01»  +  0,«  +'^  •  St 

und  der  Schiebungsgrösse 

"*)  Da  Missverständnisse  nicht  wohl  möglich  sind,  so  benutzen  wir  der  Ein- 
fachheit halber  die  gleichen  Zeichen  21,  ^,  /*  zur  Darstellung  derselben  infinitesi- 
malen Bewegung  in  den  verschiedenen  Arten  von  Veränderlichen.  —  Die  Lie 'sehen 
Abkürzungen,  die  ja  auch  sonst  vielfach  gebraucht  werden,  verwenden  wir  aus 
diesem  Grunde  auch  hier.  Sie  leisten  bei  Fragen,  wie  sie  hier  behandelt  werden, 
eben  dieselben  Dienste  wie  die  viel  specielleren  Symbole  eines  sogenannten 
Schranbencalculs.  Die  Einführung  neuer  Zeichen  scheint  uns  nur  da  gerecht- 
fertigt zu  sein,  wo  sie  wirklich  auch  einen  besonderen  Yortheil  bieten. 
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Die  zusammengehörigen  qualitatiY  bestimmten  Schraubungen^  auf  die 
es  hier  allein  ankommt^  haben  daher  den  Parameter 


(12) 


der  zugleich  der  Parameter  des  entsprechenden  Gewindes  ist.  (Vgl 
Nr.  19,  S.  171).)  — 

Wir  stellen  nunmehr  die  einzelnen  Typen  von  linearen  Systemen 
infinitesimaler  Bewegungen  durch  je  eine  Basis  dar^  die  einer  Basis 
des  zugehörigen  Systems  von  Gewinden  entspricht,  indem  wir  eine 
Anzahl  natürlich  in  gewissem  Grade  willkürlich  gewählter  quantitativ 
bestimmter  infinitesimaler  Bewegungen  hinschreiben,  aus  denen  dann, 
mit  Hülfe  homogener  Parameter,  alle  zugehörigen  (qualitativ  oder 
quantitativ  bestimmten)  infinitesimalen  Bewegungen  abgeleitet  werden 
können.  Unter  den  aufzuzählenden  linearen  Systemen  infinitesimaler 
Bewegungen  sind,  insbesondere  alle  die  enthalten,  die  (reelle)  continuir- 
liehe  Gruppen  von  Bewegungen  definiren*).  Sie  sind  durch  beigefügte 
Sterne  ausgezeichnet.  — 

Im  Folgenden  wird  überall,  wo  nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich 
bemerkt  ist,  nur  von  reellen  Figuren  und  von  eigenüicken  Punkten, 
Geraden  und  Ebenen  geredet  werden. 

Freiheit  erster  Stufe. 


la)  \f+P^J 


* 


oo^ 


Schraubung  vom  Parameter  p  (im  Falle  p  ^=^0  also  Drehung)  um  eine 
bestimmte  Axe  (die  x^  - Axe).  Ist  p  =^0,  so  bleibt  kein  Punkt  in 
Ruhe.  Die  Ebene,  die  auf  der  zu  irgend  einem  Punkt  x  gehörigen 
Fortschreitungsrichtung**)  senkrecht  steht,  ist  dem  Punkte  x  ziigeordnet 
in  dem  zur  Schraubung  gehörigen  Nullsystem 

(13)  x^y^^  —  x^y^  +  p(x^yi  —  x^y^)  =  0 

(Mob ins).  Die  Leitlinien  dieses  Nullsystems  oder  die  Geraden  des 
eigentlichen  Gewindes 

(13a)  3e„+i>3eoi  =  o 


*)  Eine  elementare  Bestimmung  der  reellen  continuirlichen  Bewegungsgruppen 
findet  man  Math.  Ann.  Bd.  39  (1891)  S.  486. 

•*)  Wir  reden  der  Kürze  halber  von  einer  Fortschreitungsrichtong,  wo  zwei 
einander  entgegengesetzte  gemeint  sind.  Nach  unserer  Definition  der  „Freiheit" 
eines  starren  Köi-pers  ist  zugleich  mit  irgend  einer  quantitativ  bestimmten  infini- 
tesimalen Bewegung  auch  deren  entgegengesetzte  mOglich. 
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haben  die  fQr  sie  charakteristische  Eigenschaft,  auf  den  zu  ihren 
Punkten  gehörigen  Sehnen  senkrecht  zu  stehen,  d.  h.  jeder  Punkt  einer 
solchen  Geraden  3E  wird  von  der  Schraubung  in  einer  Richtung  fort- 
geführt, die  auf  der  von  X  serücrecht  ist  (Möbius).  Wie  dieser  Satz 
im  Falle  p  =  0  und  im  Grenzfall  Ib)  abgeändert  werden  muss,  ist 
evident. 


Ib)  ^J  oo 


.2 


Schiebung  in  einer  bestimmten  Kichtung.  Das  zugehörige  Gewinde  ist 
uneigentlich  und  daher  immer  ausgeartet  (ein  Liniengebüsch). 

Freiheit  zweiter  Stufe. 
IIa)  I  %f+~(j>  +  r)f6,f,     %f+  ip-r)^,f  \  oo«. 

(Hinter  einander  geschaltete,  qualitativ  bestimmte)  Schraubungen  um 
zwei  im  Falle  r  =j=  0  völlig  bestimmte  Axen,  die  einander  rechtwinklig 
schneiden.  Jede  dieser  Schraubuiigen  kann  sich  auf  eine  Drehung 
reduciren  (p*  =  r*).  Die  Axen  aller  Schraubungen,  die  der  starre 
Körper  ausführen  kann,  erfüllen  ein  Cylindroid,  wenn,  wie  wir  zunächst 
annehmen  wollen,  r  =f=  0  ist  (a,  S.  446,  455). 
Hat  die  quadratische  Gleichung 

(14)  (p  +  r)V +  (P -»■)«.*  =  0 

reelle  und  getrennte  Wurzeln,  so  ist  eine  noch  einfachere  Darstellung 
dieser  Art  von  Freiheit  zweiter  Stufe,  nämlich  mit  Hülfe  zweier  Knie- 
gelenke, möglich.  Es  befinden  sich  dann  unter  den  Schraubungen  des 
betrachteten  linearen  Systems  zwei  verschiedene  (wie  immer  qualitativ 
bestimmte)  reelle  Drehungen  um  Axen,  die  die  Hauptstrahlen  des 
Cylindroids  zu  Winkelhalbirenden  haben  (S.  455). 

In  allen  Fällen  bilden  die  Fortschreitungsrichtungen  eines  Punktes, 
der  keiner  Drehungsaxe  angehört,  ein  ebenes  Büschel,  und  die  Nor- 
malen aller  durch  diese  Büschel  bestimmten  Flächenelemente  liegen  in 
einer  irreducibelen  Congruenz  1.  0.,  1.  Gl.,  dem  Ort  aller  Geraden  X, 
die  auf  den  zu  ihren  Punkten  gehörigen  Sehnen  senkrecht  stehen. 
(Vgl.  Nr.  13.)  Die  (reellen  und  getrennten,  oder  zusammenfallenden, 
oder  conjugirt  -  imaginären)  Drehungsaxen  sind  die  Brennlinien  dieser 
Congruenz.     (Satz  von  Schönemann  und  Mannheim,) 

Ist  r  =  0  (/)),  so  erhält  man  ein  Büschel  von  Schraubungen 
gleichen  Parameters  ^),  deren  Axen  ein  ebenes  Büschel   erfüllen,  und 
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die  sich  im  Falle  p  =  0  sämmtlich  auf  DrehnDgen  reduciren  (S.  45^). 
Ist  r  =^0j  p=^0,  so  ist  die  Congruenz  (1, 1)  eine  Botationscongnienz 
mit  conjugirt  -  imaginären  Brennlinien  (S.  458).  Beim  Uebergang  zur 
Grenze  r  =  0,  j9  =  0  zerfällt  sie  in  eine  Congruenz  (1,  0)  und  eine 
Congruenz  (0,  1),  die  beide  das  Büschel  der  Drehungsaxen  enthalten. 
Im  Falle  r  =  0,  p  =  0  gehört  oo^  Punkten  nur  je  eine  Fort- 
schreitungsrichtung  an^  nämlich  allen  Punkten  allgemeiner  Lage  in  der 
Ebene  der  Drehungsaxen  die  zu  dieser  Ebene  senkrechte  Richtung, 
und  der  Scheitel  des  Büschels  aller  Drehungsaxen  bleibt  ganz  in  Ruhe. 
{Carda/nisches  oder  Hocke' sches  Gelenk!) 


Uba) 


%f,     q^,f+^,f 


(2  +  0). 


Drehung  um  eine  bestimmte  Axe,  verbunden  mit  Schiebung  in  einer 
Richtung;  die  mit  dieser  Axe  einen  schiefen  Winkel  bildet.  Die  Drehungs- 
axe  ist  der  Ort  aller  (eigentlichen)  Punkte ,  denen  nicht  ein  ebenes 
Büschel;  sondern  nur  eine  einzige  Fortschreitungsrichtung  entspricht 
Zu  dieser  linearen  Schaar  Yon  Schraubungen  gehört  eine  wie  soeben 
definirte  Congruenz  (1;  1)  mit  reellen  Brennlinien^  deren  eine  die 
Drehungsaxe  ist;  während  die  andere  unendlich  fem  in  den  Ebenen 
senkrecht  zur  Richtung  der  Schiebung  liegt. 


nb^) 


^f+p^,f,  ^,f 


oo* 


Schraubung  (im  Falle  ^  =  0  Drehung)  um  eine  gewisse  Axe,  yer- 
bunden  mit  einer  Schiebung;  die  einen  rechten  Winkel  mit  der  Axe 
der  Schraubung  bildet.  Die  Schraubungsaxe  selbst  ist  in  gewissem 
Grade  unbestimmt  Sie  kann  nämlich  parallel  verschoben  werden  in 
einer  Richtung;  die  senkrecht  zu  ihrer  eigenen  und  zur  Richtung 
der  Schiebung  ist.  Der  Parameter  p  der  Schraubung  ändert  sieb 
dabei  nicht. 

Ist  p=^Oy  so  giebt  es  keinen  (eigentlichen)  Punkt,  der  nach 
weniger  als  cx)^  Richtungen  fortschreiten  könnte.  Die  Geraden  X;  die 
auf  den  zugehörigen  Sehnen  senkrecht  stehen;  bilden  dann  eine  irredu- 
cibele  Congruenz  (1;  1)  mit  zusammenfallenden  unendlich  fernen  Brenn- 
linien. Ist  jp  =  0;  hat  man  also  eine  Schaar  von  oo^  Drehungen  um 
die  Geraden  eines  Parallelenbüschels  vor  sich;  so  zerfällt  diese  Con- 
gruenz;  wie  unter  II  a),  in  das  Bündel  und  das  Feld;  dem  die  Drehungs- 
axen angehören.  Jeder  Punkt  in  der  Ebene  der  Drehungsaxen  schreitet 
dann  nur  in  einer  Richtung  fort,  und  zwar  senkrecht  zu  dieser  Ebene. 
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Uc) 


«lA     »i/- 


oo^ 


Drehung  um  eine  Axe^  yerbunden  mit  Schiebung  in  der  Richtung 
dieser  Axe,  Es  liegen  also  vor  oo^  Schraubungen  um  eine  bestimmte 
Axe,  aber  mit  willkürlichem  Parameter  (dazu,  dem  Parameter  oo  ent- 
sprechend, die  Schiebung).  Die  zugehörige  Gongruenz  (1,  1)  ist  die 
Normalencongruenz  einer  eigentlichen  Oeraden;  jeder  nicht  auf  der 
Schraubenaxe  gelegene  Punkt  schreitet  in  oo^  Richtungen  (auf  einem 
Rotationscylinder)  fort.  Der  zugehörige  Mechanismus  ist  die  oben 
erwähnte  Laufstange, 


US) 


»iA    ^J 


oo' 


Alle  Schiebungen  senkrecht  zu  einer  bestimmten  Richtu\)g.  Ver- 
bindung zweier  nicht  paralleler  Prismenführungen.  Statt  der  Gon- 
gruenz (1,  1)  erhält  man  in  diesem  Fall,  im  Endlichen,  nur  eine  Gon- 
gruenz (1,  0). 


Freiheit  dritter  Stufe 


Illa) 


%f+a,^if,    5!(3/"+«2»2/*,    %f+a,^sf 


OO' 


Die  Basis  liefert  unmittelbar  die  Darstellung  des  entsprechenden 
linearen  Systems  infinitesimaler  Bewegungen  durch  drei  Schraubungen 
(ev.  Drehungen),  deren  (nur  im  Falle  a  völlig  bestimmte)  Axen  ein- 
ander unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Sind  o^,  o^;  o»  der  Grösse 
nach  geordnet  (wie  man  es  voraussetzen  darf),  so  hängt  die  benutzte 
Bezeichnung  mit  der  früher  (S.  461)  verwendeten  entweder  durch  die 
Substitution  a^^^p  —  e^  oder  durch  die  Substitution  a,  =  e^  —  p 
(^1 H"  ^  +  ^s  =  0,  Ci  >  c^  ^  63)  zusammen.  Die  Hauptaxen  der  00'  Schrau- 
bimgen  des  Systems,  deren  keine  sich  auf  eine  Schiebung  reduciren 
kann,  erfüllen  eine  apianare  Kettencongruenz  des  ersten  (a),  zweiten  (ß) 
oder  dritten  (y)  Typus. 

Ein  Punkt  allgemeiner  Lage  wird  von  diesen  Schraubungen,  wenn 
nicht  01  =  0^  =  03^0  ist  (y;  l>=0),  nach  00^  Richtungen  fort- 
geführt; eine  ihm  zugeschriebene  Fortschreitungsrichtung  bestimmt 
dann  die  Fortschreitungsrichtung  jedes  der  übrigen  Punkte.  Die  Forde- 
rung, Punkte  zu  finden,  die  nach  weniger  Richtungen  fortschreiten, 
führt  zur  Gleichung 


«1^0 


(15)       -  i 


T     I  ^» 


«2  Xq 


—  a-c 


X, 


X. 


2 


X^  ^^0 


=  »1020^3^0*  +  2'  ^J^n    =  0- 
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(Reelle)  Punkte  dieser  Eigenschaft  existireu  also  nur  dann,  wenn  die 
temäre  quadratische  Form 

(16)  «1  ^^  +  «»^2*  +  «8  V 

indefinit  ist,  und  sie  erfüllen  dann,  wenn  ausserdem  die  Discrimi- 
nante  a^a^c^  dieser  Form  nicht  verschwindet,  ein  Hyperboloid,  die 
Parameterfläche  (15)  des  betrachteten  linearen  Systems  infinitesimaler 
Bewegungen. 

Die  Erzeugenden  erster  Art  der  Parameterfläche  sind  die  Axen  der 
im  System  infinitesimaier  Bewegungen  enthaltenen  Drehungen,  Die  Er- 
zeugenden zweiter  Art  haben  die  für  diese  Geraden  charakteristische 
Eigenschaft,  auf  den  zugehörigen  Selinen  senkrecht  zu  stehen.  (S.  S.  472, 
Nr.  27.)  ^ 

Unter  den  soeben  über  die  quadratische  Form  (16)  gemachten 
Voraussetzungen  lässt  sich  die  Beweglichkeit  des  starren  Körpers  auf 
oo'  Arten  dadurch  beschreiben,  dass  man  drei  Axen  (beliebige  Er- 
zeugende erster  Art  der  Parameterfläche)  angiebt,  um  die  er  sich  soll 
drehen  können.  Auch  kann  man  für  drei  passend  gewählte,  nämlich  m 
drei  verschiedenen  Erzeugenden  zweiter  Art  gehörige,  Punkte  der  Para- 
meterfläche Flächenelemente  (senkrecht  zu  den  entsprechenden  Erzeu- 
genden zweiter  Art)  vorschreiben,  in  deren  Ebenen  sie  sich  bewegen 
sollen. 

Verlangt  man  yon  einer  Ebene,  dass  sie  von  den  Schraubungen 
des  Systems  nur  um  oo^  ihrer  Geraden  gedreht  werden  kann,  so  kommt 
man  zu  der  Gleichung 


=  aiWi*  -+-  o,  V  +  «s  V  =  0, 


«0 

«1 

ttj 

«« 

1 

«1«1 

0 

«8 

«» 

«i'  + V  + V 

a^u^ 

—  «3 

0 

«1 

«»«8 

«*s 

«1 

0 

die  wiederum  die  soeben  schon  betrachteten  Ebenen  liefert.  Jede  von 
ihnen  dreht  sich  bei  allen  infinitesimalen  Bewegungen  des  Systems  um 
den  Punkt,  in  dem  sie  von  einer  Erzeugenden  zweiter  Art  der  Para- 
meterfläche senkrecht  getroffen  wird.  Verlangt  man  von  dreien  dieser 
Ebenen,  deren  Tceine  zwei  parallel  sind,  dass  sie  sich  um  die  zugehörigen 
Punkte  drehen  sollen,  so  ist  auch  dadurch  die  Beweglichkeit  des  starren 
Körpers  definirt. 

Verschwindet  von  den  Grössen  a^,  a^,  a^  eine  einzelne,  und  zwar 
entweder  a^  oder  a^,  so  haben  nur  die  Punkte  eines  Hauptstrahls  der 
aplanaren  Kettencongruenz  die  Eigenschaft,  in  Flächenelementen  fort- 
zuschreiten.    Die    soeben    beschriebene  Erzeugung    der   infinitesimalen 


& 
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Bewegungen  des  betrachteten  Systems  durch  bewegliche  Dreiecke  oder 
Dreiflache  wird  dann  illusorisch.  Dagegen  ist  sie  möglich^  wenn  a^ 
verschwindet.  In  diesem  Falle  giebt  es  auch  Punkte^  die  nur  in  einem 
bestimmten  Linienelement  fortschreiten  können^  nämlich  die  reellen 
(getrennten  oder  zusammenfallenden)  Scheitel  der  von  den  Schrauben- 
axen  gebildeten  aplanaren  Eettencongruenz.  Durch  jeden  Scheitel 
gehen  im  Falle  0^  =  0  oo^  Axen  von  Drehungen  des  betrachteten 
Systems^  und  dessen  übrige  infinitesimale  Bewegungen  führen  ihn  alle 
in  der  Kichtung  der  zugehörigen  Focalaxe  der  atveiien  Eettencongruenz 
fort  (S.  465,  Nr.  11). 

In  dem  zuvor  ausgeschlossenen  Falle  a^  =  0  (d.  h.  e^  ==  0,  jj  =  0) 
und  in  ihm  allein  erzeugen  die  infinitesimalen  Bewegui^en  des  Systems 


eine  Gruppe,  die  Gruppe  aller  Drehungen  um  einen  festen  Punkt  o. 
{Hooke'sclies  Gelenk  in  der  gewöhnlichen  Anwendung  auf  Uebertragung 
von  Drehungen,  oder  Ca/rdanische  Aufhängung^  Jedem  von  o  ver- 
schiedenen Punkt  gehört  dann  selbstverständlicher  Weise  ein  ebenes 
Büschel  von  Fortschreitungsrichtungen  zu,  da  jeder  solche  Punkt  bei 
allen  Drehungen  der  Gruppe  auf  einer  Eugelfläche  frei  beweglich  ist. 
Wir  stellen  diese  besondere  Art  von  Freiheit  eines  starren  Eörpers 
durch  das  Kugdgdenk  dar. 


niba) 


q{^f+P^xf)  +  {^J+P^,f) 


(8  +  -l,0,  +  l) 


<X)\ 


Die  Axen  aller  möglichen  nicht  auf  Schiebungen  reducirten  Schrau- 
bungen des  Systems  erfüllen  eine  planare  Eettencongruenz  des  ersten 
Typus,  die  oo^  Axen  der  Schiebung  des  Systems  das  begleitende  Paral- 
lelenbündel. Die  beiden  Schraubungen  in  der  angegebenen  Basis  be- 
stimmen ein  lineares  System  zweiter  Stufe  von  Schrauben  gleichen 
Parameters  p  mit  eigentlichem  Scheitel  (Typus  IIa/),  s.  oben).  Fügt 
man  dazu  eine  Schiebung  (Prismenfuhrung)  in  einer  Richtung,  die  mit 
der  Ebene  der  genannten  cx>^  Schraubenaxen  einen  schiefen  Winkel 
bildet,  so  hat  man  damit  die  vorgelegte  Art  der  Beweglichkeit  eines 
starren  Eörpers   auf  eine  völlig  bestimmte  Weise  erzeugt*).     Dieselbe 

*)  Unterwirft  man  das  Coordinatensystem  der  Drehung 
«o'  =  ^0  »    (1  +  a*)^i'  =  «1  —  «ajg  ,    ic,'  =  o;,  ,    {1+  q*)x^'  =  9.^1+^^ 

80  ergiebt  sich  nach  Ausführung  der  Substitution  r  =  - — ^— ^  eine  Basis 

Study,  Oeomatrie  der  Dynamen.  36 
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Art  TOD  Beweglichkeit  lässt  sich  aber  immer  auch  mit  Hülfe  dreier 
Kniegelenke^  oder  zweier  Kniegelenke  und  einer  Prismenführung  dar- 
stellen. Es  giebt  nämlich  im  yorliegenden  Falle  stets  <x>^  Punkte,  die 
bei  allen  möglichen  infinitesimalen  Bewegungen  nach  weniger  als 
oo^  Richtungen  fortschreiten.     Sie  erfüllen  die  Parameterfläche 


(17) 


—  ^0        7  0  ,  —qx^ 

=  i>*(l  —  ?*)  V  +  ^PQ^o^  +  ^i'  —  9^  V  =  0. 


«0 


Die  Erzeugenden  erster  Art  dieser  Fläche  sind  die  Axen  aller 
Drehimgen,  die  in  dem  System  infinitesimaler  Bewegungen  enthalten 
sind.  Irgend  ein  Punkt  der  Fläche  kann  nur  senkrecht  zur  entsprechen- 
den Erzeugenden  zweiter  Art  fortschreiten.  Ist  p  =^0^  so  bestimmen 
irgend  drei  unter  den  zur  Ebene  x^  —  qx^  =  0  parallelen  Erzeugenden 
erster  Art,  als  Axen  möglicher  Drehungen,  das  ganze  System,  und 
wenn  jp  =  0,  drei  passend  gewählte.  (Vgl.  S.  520.)  Eine  der  drei 
Drehungen  kann  durch  eine  Schiebung  ersetzt  werden.  Im  Falle  p  =  0 
schreitet  der  Scheitel  o  der  zum  System  gehörigen  aplanaren  Ketten- 
congruenz  nur  in  einer  Richtung  fort,  nämUch  in  der  Richtung  der 
Focalaxe  der  reciproken  Kettencongruenz.  — 

1  . I  CO    . 

Die  canonische  Form  setzt  die  in  oc^  Exemplaren  vorhandene 
Ei-zeugung  des  Systems  durch  zwei  Schraubungen,  deren  Axen  einander 
senkrecht  schneiden,  und  durch  eine  Schiebung  in  Evidenz,  deren  Rich- 
tung zu  denen  der  beiden  Schraubenaxen  senkrecht  ist.  Die  Axen  aller 
möglichen  nicht  auf  Schiebungen  reducirten  Schraubungen  des  Systems 
erfüllen  eine  planare  Kettencongruenz  des  zweiten  Typus.  Die  nur  nach 
oo^  Richtungen  fortschreitenden  Punkte  erfüllen  die  Parameterfläche 

(18)  (p*-OV-i-V  =  o, 


die  die  genannten  Eigenschaften  noch  etwas  besser  in  Evidenz  setzt,  überdies  za 
ihrer  Herstellung  nur  rationale  Operationen  verlangt.  Wir  haben  diese  einfachere 
Form  der  Basis,  in  der  man  einen  Grenzfall  einer  bei  den  Systemen  IXIaor)  in  zwei 
reellen  (und  vier  imaginären)  Exemplaren  vorhandenen  Form  der  Basis  erkennt 
bisher  nicht  benutzt,  weil  wir  die  beiden  reciproken  Figuren  gleichzeitig  zu  be- 
trachten hatten. 
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(reelle  eigentliche)  Punkte  der  Art  giebt  es  also  nur  dann,  wenn 
r^>p^  ist.  Und  nur  dann  ist  es  möglich,  die  Beweglichkeit  des 
starren  Körpers  mit  Hülfe  von  drei  Drehungen  zu  beschreiben,  deren 
eine  durch  eine  Schiebung  vertreten  werden  kann.  Alle  Drehungsaxen 
sind,  wie  im  yorausgehenden  Falle,  stets  zur  selben  Ebene  parallel, 
zwei  Yon  ihnen  aber  nunmehr  auch  nothwendig  in  derselben  Ebene 
gelegen  und  zu  einander  parallel,  während  die  dritte  in  einer  anderen 
zu  jener  parallelen  Ebene  verlauft.  Alle  Geraden,  die  auf  den  Sehnen 
ihrer  Punkte  senkrecht  stehen,  erfüllen  zwei  auf  der  Parameterfläche 
gelegene  Parallelenbüschel.  Punkte,  denen  nur  eine  einzige  Fort- 
schreitungsrichtung  zukäme,  giebt  es  nicht. 


niby)  SB,/-,     «,/•  +  !>»,/■,     «5/* +  !>»•/• 


oo*. 


Dieser  Fall  verhält  sich  im  Wesentlichen  wie  der  vorige.  Nur 
liegen  jetzt  die  Axen  aller  nicht  auf  Schiebungen  reducirten  Schrau- 
bungen des  Systems  in  einer  Ebene,  und  alle  diese  Schraubungen 
haben  denselben  Parameter.  Irgend  drei  von  ihnen,  deren  Axen  nicht 
demselben  Büschel  angehören,  erzeugen  das  ganze  System  infinitesi- 
maler Bewegungen.  Ausgezeichnet  ist  der  Fall  p  =»  0,  in  dem  alle 
jene  Schraubungen  sich  auf  Drehungen  reduciren.  Die  Punkte  der 
Ebene  :r^  =  0  der  Drehungsaxen  haben  dann  die  Eigenschaft,  nur  nach 
einer  Richtung  fortzuschreiten;  m  den  übrigen  Fällen  giebt  es  keine 
Punkte,  die  nach  weniger  als  (X)^  Richtungen  fortschreiten  könnten. 


mc)  ai/-+i>»iA  «i/-,  »,/• 


ool 


Die  hier  wieder  nur  in  einem  Exemplar  vorhandene  Basis  legt  es 
nahe,  das  System  mit  Hülfe  der  Goordinatenbezeichnungen  zu  be- 
schreiben. Wir  sehen,  dass  das  System  erzeugt  werden  kann  mit  Hülfe 
einer  Schraubung  (Drehung,  wenn  i)  =  0)  um  die  a;i-Axe,  einer  Drehung 
um  die  o^^-Axe  und  einer  Schiebung  in  der  Richtung  eben  dieser  Axe, 
dass  also  diese  Art  von  Freiheit  hergestellt  werden  kann  durch  die 
Verbindung  einer  Laufstange  mit  einer  Schraube,  deren  Axe  die  der 
Laufstange  senkrecht  schneidet.  Jede  Gerade  des  Normalennetzes  der 
0^3- Axe,  mit  Ausnahme  derer,  die  parallel  sind  zur  ^r^-Axe,  ist  Axe  einer 
bestimmten  nicht  auf  eine  Schiebung  reducirten  Schraubung  im  System. 
Einer  Oeraden  parallel  zur  2:^ -Axe  entspricht  die  Schiebung,  und  der 
x^  -Axe  selbst  eine  unbestimmte  Schraubung  (eine  solche  mit  willkür- 
lichem Parameter,   dazu,   als  Grenzfall,   wieder   die  Schiebung).     Ort 

36* 
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erlaubt,  und  also  einer  bestimmten  Art  von  Freiheit  dritter  Stufe 
entspricht. 

Z.  B.  zwei  Schrauben  und  eine  Prismenfiihrung  hinter  einander 
schalten  heisst:  Es  soll  etwa  die  zweite  Schraube  mit  der  Mutter  der 
ersten  starr  verbunden  sein,  und  ebenso  die  Führung  des  Prismas  mit 
der  Mutter  der  zweiten  Schraube.  Das  Prisma  repräsentirt  dann  einen 
starren  Körper  mit  drei,  unter  umständen  aber  auch  nur  mit  zwei 
Graden  der  Freiheit.  Uebrigens  ist  die  Reihenfolge,  in  der  diese  Appa- 
rate an  einander  befestigt  werden,  gleichgültig,  da  infinitesimale  Be- 
wegungen, die  wir  allein  hier  betrachten,  mit  einander  yertauschbar  sind. 

Stellen  wir  auf  solche  Art  mehrere  der  beschriebenen  Apparate, 
deren  Zahl  natürlich  noch  yermehrt  werden  könnte,  zusammen,  so 
bestimmt  ein  jedeif  yon  ihnen,  qualitativ,  eine  einzelne  infinitesimale 
Bewegung  oder  ein  lineares  System  von  solchen;  und  es  wird  bei 
Beschreibung  irgend  einer  Art  von  Freiheit  eines  starren  Körpers  ledig- 
lich darauf  ankommen,  Zahl  und  Gruppirung  der  Apparate  derart  aus- 
zuwählen, dass  aus  den  dann  verfügbaren  infinitesimalen  Bewegungen 
alle  verlangten  und  keine  anderen  zusammengesetzt  werden  können. 
Von  den  Mechanismen  selbst  zu  reden,  werden  wir  dabei  in  der  S^el 
nicht  nöthig  haben:  Es  genügt,  die  zugehörigen  infinitesimalen  Be- 
wegungen zu  kennen. 

Bevor  wir,  auf  Grund  der  Untersuchung  des  §  36,  zur  Beant- 
wortung der  bezeichneten  und  einiger  damit  zusammenhängender  Fragen 
übergehen,  wollen  wir  zunächst  noch  zwei  Irrthümer  berichtigen,  die  dort 
(S.  446,  452)  untergelaufen  sind:  Die  <x>^  Gewindebüschd  des  Typus 
IIb«)  hüden  nicht,  wie  angegeben,  <x>^,  sondern  nur  oo*  Classen,  und 
ä>mso  die  oo^  Gemndebündd  des  Typus  IQ  da).  Man  kann  nämlich, 
wenn  q=Jf=0,  im  ersten  Falle  nach  Ausführung  der  Schiebung 

^^—x       x'  —  ^x  A-x       x'—x       x'—x 
im  zweiten  nach  Ausführung  der  Schiebung 

durch  geeignete  Aenderung  der  Basis  den  Parameter  p  zum  Ver- 
schwinden bringen. 

Wir  berechnen  nun  die  Zuwüchse,  die  die  (homogenen)  Punkt- 
Gewinde-  und  Ebenencoordinaten  bei  den  im  Ausdruck  (1)  enthaltenen 
sechs  linear- unabhängigen  infinitesimalen  Bewegungen 

«1  =  Ä^,     «2  =  0,     «8  =  0,     ßi  =  0  XL  8.  w. 

^  ^  /3i  =  dt,    Ä  =  0,    /S3  =  0,     «,.  =  0  u.  s.  w. 
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erfahren^  indem  wir,  nach  dem  Vorgänge  von  S.  Lie^  den  Goefficienten 
Yon  dt  im  Zuwuchs  irgend  einer  an  der  betrachteten  SteDe  regulären 
analytischen  Function  f  jener  Goordinaten  hinschreiben.  Wir  erhalten 
dann  die  folgenden  sogenannten  Symbole  der  angeführten  infinitesimalen 
Bewegungen: 

(3)  V=2h^— ,^),   ^.f 2^; 


(4) 


(5)  «x^=2Ka^-«»ä^)'     ».^■»^u.g; 

(u.  s.  w.)*)  Die  infinitesimale  Transformation  (1),  die  eine  beliebige 
infinitesimale  Bewegung  vorstellt^  erhält  dann  das  Symbol 

(6)  ax^f+  o,V+  0.«»/"+  6i»i/'+  6,»i/'+  K^J- 
Sie  redttcirt  sich  auf  eine  Drehung  oder  Schiebung^  wenn 

(7)  aibi  + 0^63  + 0363  =  0 

ist,  und  zwar  auf  eine  Schiebung  dann,  wenn 

(8)  0^  =  0,  =  a«  =  0 

ist.  Schliessen  wir  den  letzten  Fall  aus,  so  haben  wir  vor  uns  eine 
Schraubung  oder  insbesondere  eine  Drehung  um  eine  bestimmte  Axe 
mit  den  Plücker'schen  Goordinaten 

mit  dem  Drehungswinkel 

(10)  2d  =  —  21/ai*  +  Oj*  +  03^  •  dt 

und  der  Schiebungsgrösse 

*)  Da  Missverständnisse  nicht  wohl  möglich  sind,  so  benutzen  wir  der  Ein- 
fachheit halber  die  gleichen  Zeichen  2C,  ^,  /*  zur  Darstellung  derselben  infinitesi- 
malen Bewegung  in  den  verschiedenen  Arten  Ton  Yeränderlichen.  —  Die  Lie 'sehen 
Abkürzungen,  die  ja  auch  sonst  vielfach  gebraucht  werden,  verwenden  wir  aus 
diesem  Grunde  auch  hier.  Sie  leisten  bei  Fragen,  wie  sie  hier  behandelt  werden, 
eben  dieselben  Dienste  wie  die  viel  specielleren  Symbole  eines  sogenannten 
Schraubencalculs.  Die  Einführung  neuer  Zeichen  scheint  uns  nur  da  gerecht- 
fertigt zu  sein,  wo  sie  wirklich  auch  einen  besonderen  Vortheil  bieten. 
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Systems^  die  sich  auf  die  im  System  enthaltene  Schiebung  reducirt, 
wenn  der  Strahl  zimi  singolaren  Strahl  parallel  wird,  ohne  mit  diesem 
zusammenzufallen;  dem  singularen  Strahl  entsprechen  (X)^  Schraubungen, 
oder  also  es  entspricht  ihm  eine  Schraubung  mit  willkürlich  bleibendem 
Parameter. 

Inmier  sind  oo^  Schraubungen  vorhanden,  die  sich  auf  Drehungen 
oder  Schiebungen  redudren.  Ihre  Axen  erfSllen,  wenn  man  von  dem 
der  Schiebung  entsprechenden  ParaUelenbündel  absieht,  die  Parameter- 
congruene 

/20^  *oi  *»8  "T  *«*8i  "T  *083ti,  =  0, 

(p+oaec  +  x^^o,  (i)-r)Xo,  +  x,ä  =  o. 

Greift  man  aus  diesen  Geraden  vier  solche  heraus,  die  nicht  einer 
Begelschaar  zweiten  Grades  angehören,  deren  Coordinaten  also  nicht 
einer  weiteren  linearen  Gleichung  genügen,  so  hat  man  die  Axen  von 
vier  Drehungen,  aus  denen  sich  die  sämmÜichen  infinitesimalen  Be- 
wegungen des  Systems  zusammensetzen  lassen.  Eine  dieser  Drehungen 
kann  durch  eine  Schiebung  vertreten  werden. 

Ist  r  =^  0,  so  giebt  es  nur  dann  Punkte,  die  von  allen  Bewegungen 
des  Systems  nur  nach  je  oo^  Richtungen  fortgeführt  werden,  wenn  die 
durch  die  Gleichung  (14)  bestimmten  Brennlinien  der  Gongruenz  (20) 
reell  sind.  Die  Punkte  dieser  Brennlinien  schreiten  nämlich  in  Rich- 
tungen fort,  die  zu  den  Brennlinien  selbst  senkrecht  sind.  Sind  diese 
nicht  nur  reell,  sondern  überdies  getrennt,  so  kann  man  die  Beweg- 
lichkeit des  starren  Körpers  auch  dadurch  beschreiben,  dass  man  für 
je  einen  Punkt  der  beiden  Brennlinien  die  entsprechenden  Flächen- 
elemente vorschreibt  und  die  Punkte  in  diesen  laufen  lässt. 

Ist  r  =  0  und  ausserdem  auch  l>  =  0,  so  zerfallt  die  sonst  ir- 
reducibele  Gongruenz  (20).  Alle  Punkte  einer  Ebene  schreiten  dann 
nach  oo^  Richtungen  fort,  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  der  nur  nach 
einer  Richtung  fortschreitet.  Man  kann  dann  die  Beweglichkeit  des 
starren  Körpers  besonders  einfach  beschreiben  durch  Verbindung  eines 
Kugelgelenks  mit  einer  Prismenführung. 

Man  vergleiche  hiermit  die  Auseinandersetzungen  auf  Seite  321, 
457  und  542. 


IVba)  %,f,     ^J,     %f-q^f,     »a/'l    (?  +  0)  ^'. 

Die  canonische  Form  lässt  erkennen,  dass  jede  infinitesimale  Be- 
wegung dieses  Systems  aus  zwei  Gomponenten  zusammengesetzt  werden 
kann:    Einer  Drehung,   deren  Axe  eine  gewisse  Gerade  (^e;^  =  o;^ »» 0) 
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schneidet  und  parallel  ist  zu  einer  Ebene  (qx^  —  x^  =  0)^  die  mit 
dieser  Geraden  einen  schiefen  Winkel  bildet,  im  Uebrigen  aber  will- 
kürlich bleibt;  und  einer  Schiebung,  deren  Richtung  zu  jener  Geraden 
senkrecht,  sonst  aber  ebenfalls  beliebig  ist.  Ein  zur  Erzeugung  dieser 
Art  von  Beweglichkeit  geeigneter  Mechanismus  ist,  wie  ebenfalls  die 
canonische  Form  der  Basis  zeigt,  eine  Laufstange  (in  der  Richtung 
der  iTj-Axe),  verbunden  mit  einem  Kniegelenk  und  einer  Prismenfuhrung 
(in  der  Richtung  der  a^^-Axe),  deren  Axen  die  Axe  der  Laufstange 
senkrecht  schneiden,  unter  einander  aber  einen  schiefen  Winkel  bilden. 
Diese  ganze  Figur  kann  in  der  Richtung  der  ausgezeichneten  Geraden 
(der  rTg-Axe)  parallel  verschoben  werden,  so  dass  (X)^  solche  Erzeugungen 
möglich  sind 

Die  Axen  der  nicht  auf  Schiebungen  reducirten  Schraubungen  des 
Systems  liegen  in  einem  planaren  Complex  (ffXog  +  3Eos  =  0).  Die 
(eigentlichen)  Strahlen  oder  Geraden  dieses  Complexes  sind  von  dreierlei 
Beschaffenheit  Jedem  Complexstrahl,  der  nicht  zur  Axe  der  Lauf- 
stange parallel  ist,  entspricht  eine  (natürlich  nur  qualitativ)  bestimmte 

Schraubung  (Drehung)  im  System  (mit  dem  Parameter  —  —^ j .     Jeder 

Geraden  dieses  Bündels  femer,  die  nicht  zu  dem  Parallelenbüschel  der 
Laufstangen  (X^g  =  Xqj  =  SE^j  =  SEsj  =  0)  gehört,  entspricht  die  Schie- 
bung SSi/*  in  der  Richtung  der  Laufstangen.  Einer  Geraden  dieses 
(in  der  Ebene  ^3  =  0  gelegenen)  Büschels  schliesslich  entspricht  eine 
Schraubung  mit  unbestimmt  bleibendem  Parameter.  Dazu  kommen 
dann  noch  die  Richtungen  der  dem  starren  Körper  möglichen  Schie- 
bungen, deren  im  Endlichen  gelegene  Axen  einen  zweiten  planaren 
Complex  bilden.     (Vgl.  S.  321.) 

Der  zuerst  genannte  planare  Complex  enthält  eine  irreducibele 
Congruenz  (1, 1),  die  Pwraiiietercongruenz 

(21)  2Xo,  +  3e«,  =  0,    3E,i=0, 

in  der  die  Axen  aller  nicht  auf  Schieb  angen  reducirten  Drehungen 
des  Systems  liegen.  Eine  Brennlinie  dieser  Congruenz  liegt  unendlich 
fem,  die  andere,  die  bereits  genannte  ausgezeichnete  Gerade,  ist  der 
Ort  aller  Punkte,  die  nur  nach  00^  Richtungen  (den  zu  ihr  senkrechten 
Richtungen  der  Schiebungen  des  Systems)  fortschreiten. 

Die  Beweglichkeit  des  starren  Körpers  kann  auch  in  diesem  Falle 
in  mannigfacher  Art  durch  vier  Drehungen  dargestellt  werden,  deren 
höchstens  zwei,  wie  in  der  oben  angeführten  Constmction,  durch  Schie- 
bungen ersetzt  werden  können.  Man  vergleiche  hiermit  auch  das  unter 
Ilba)  Gesagte. 
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TtfHiffftange,  SchrcuAe  (Kniegelenk,  wenn  p  =  0)  und  Prismen- 
tihmng,  deren  Axen  einander  unter  redUen  Winkeln  sclmeiden.  Die 
Fignr  gestattet  alle  Schiebungen  senkrecht  zur  Richtung  der  Pnsmen- 
fOhrungy  sodaas  oo*  solche  Erzeugungen  möglich  sind. 

Die  Axen  der  nicht  auf  Schiebungen  redueirten  Schraubungen  des 
Systems  liegen  in  einem  planaren  Complex  (3Eq|  =  0).  Jedem  Complex- 
strahl,  der  nicht  zur  Lau&tange  parallel  ist,  entspricht  eine  bestimmte 

Schniubung  im  System  (mit  dem  Parameter  —  p  —  —^ j .    Jeder  der 

hiermit  ausgeschlossenen  Greraden  femer,  die  nicht  zu  dem  Parallelen- 
bfischel  der  Laufstangen  selbst  gehört,  entspricht  die  Schiebung  ^^f 
in  der  Richtung  der  LauMangen.  Einer  Geraden  des  genannten 
Bfischels  aber  entspricht  eine  Schraubung  mit  willkQrlich  bleibendem 
Parameter.  Dazu  kommen  noch  die  Richtungen  der  möglichen  Schie- 
bungen, deren  im  Endlichen  gelegene  Axen  einen  zweiten  planaren 
Complex  (Xq,  =  0)  bilden. 

Der  erste  der  beiden  planaren  Complexe  enthält  die  Paramder- 
congruenz 

(22)  3E„  =  0,    pX„  +  3E„  =  0. 

In  dieser  liegen  die  Axen  aller  nicht  auf  Schiebungen  redueirten 
Drehungen  im  System.  Sie  ist,  wenn  p=^Oy  irreducibel  und  hat  zwei 
vereinigte  unendlich  ferne  Brennlinien.  Im  Falle  p  =  0  zerfallt  sie 
in  das  Bündel  aller  Parallelen  zur  oTg-Axe  und  in  das  Feld  der  Geraden 
in  der  Ebene  x^  =  0.  Und  nur  in  diesem  Falle  giebt  es  Punkte,  die 
nur  nach  <x>^  Richtungen  (senkrecht  zur  x^-Axe)  fortgeführt  werden 
können,  nämlich  eben  die  Punkte  der  genannten  Ebene. 

Die  Beweglichkeit  des  starren  Körpers  lässt  sich  darstellen  durch 
vier  Drehungen,  deren  eine  oder  zwei  durch  Schiebungen  sich  ersetzen 
lassen. 


IVc)  «,/■,    %f,    85,/-,    S&,f 


oo*. 


Diese  Art  von  Beweglichkeit  eines  starren  Körpers  kann  auf 
oo*  Arten  dargestellt  werden  durch  Verbindung  zweier  nicht  paralleler 
Laufstangen,  z.  B.  (auf  oo*  Arten)  durch  Verbindung  von  zwei -solchen, 
deren  Axen  einander  rechtwinklig  schneiden.  Oder  man  kann  etwa 
yier  Kniegelenke  zusammenstellen,  deren  Axen  demselben  Normalen- 
netz,  aber  nicht  derselben  Regelschaar  zweiten  Grades  angehören.    Die 


im  Infiniteeimaleii.  553 

Axe    des   Normalennetzes    ist    der   Ort    aller   Punkte^    die    nur    nach 
oo^  Richtungen  fortschreiten  können. 


IV  d)  %,f,    »/,    SB,/-,    »,/• 


oo«. 


I. 


Drehung  verbunden  mit  allen  Schiebungen,  oder  etwa  Laufstange 
yerbunden  mit  zwei  geeigneten  Prismenftthrungen.  Die  Axen  aller 
nicht  auf  Schiebungen  reducirten  Schraubungen  liegen  in  einem  Paral- 
lelenbündel. 

Freiheit  fünfter  Stufe. 
Va) 


\f-p^J,     %fy     «aA     »sA     ^zf 


oc\ 


Eine  Schraube  (ein  Ejiiegelenk,  wenn  p  «»  0),  verbunden  mit  zwei 
Laufstangen,  deren  Axen  einander  und  die  Axe  der  Schraube  senkrecht 
schneiden,  erzeugt  auf  oo'  Weisen  diese  Art  von  Beweglichkeit  eines 
starren  Körpers.  Im  Falle  p  =  0  wird  man  einfacher  ein  Kugelgelenk 
verbunden  mit  zwei  nicht  parallelen  PrismenfElhrungen  benutzen,  oder 
noch  einfocher  eine  Verbindung  von  zwei  Kugelgelenken.  Jede  Gerade, 
die  die  Axe  der  zuerst  genannten  Schraube  nicht  senkrecht  kreuzt  oder 
schneidet,   ist  Axe   einer  völlig  bestimmten  Schraubung  des  Systems 

infinitesimaler  Bewegungen,  vom  Parameter  — p — ~^.    L^end  eine 

Gerade,  die  die  Schraubenaxe  senkrecht  hreusst,  gehört  zu  einer  be- 
stimmten Schiebung,  jede  Normale  der  Schraubenaxe  aber  zu  einer 
Schraubung  mit  willkürlich  bleibendem  Parameter  (sowie  natürlich  zu 
der  ihrer  Richtung  entsprechenden  Schiebung).  Die  Axen  aller  im 
System  enthaltenen  Drehungen  erfüllen  den  Parametercomplex 

Irgend  fünf  dieser  Drehungen,  deren  Axen  nicht  einer  Congruenz  (1, 1) 
angehören,  erzeugen  alle  infinitesimalen  Bewegungen  des  Systems.  Eine 
oder  zwei  dieser  Drehungen  können  durch  Schiebungen  vertreten  werden. 


Vb)  %f,    %f,    S3/,    S5,/-,    »,/• 


ooK 


Diese  Art  von  Beweglichkeit  eines  starren  Körper  kann  z.  B.  erzeugt 
werden  durch  die  Verbindung  zweier  Laufstangen,  deren  Axen  einander 
senkrecht  schneiden,  mit  einer  Prismenführung,  deren  Axe  zu  jenen 
senkrecht  ist,  und  zwar  auf  oo^  Arten.  Die  Axen  aller  nicht  auf 
Schiebungen   reducirten   Schraubungen    des   Systems   liegen   in   einem 
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planaren  Complex^  und  jede  Oerade  dieses  Complexes  gehört  za  einer 
Schraubung  mit  willkürlich  bleibendem  Parameter.  Fünf  Drehungen 
um  Gerade  dieses  Complexes^  die  nicht  derselben  Gongruenz  (1,  1)  an- 
gehören^ erzeugen  alle  infinitesimalen  Bewegungen  des  Systems.  Eine, 
zwei  oder  drei  yon  den  Drehungen  können  durch  Schiebungen  ersetzt 
werden. 

(Eigentliche)  Punkte^  die  nur  nach   oo^  Richtungen  fortschreiten 
könnten^  giebt  es  bei  Freiheit  fünfter  Stufe  niemals. 

Freiheit  sechster  Stufe. 


VI.  1«/,  a,/-,  «,/•,  »lA  »»A  ^r* 

Ein  Körper,  der  z.  B.  um  drei  Laufstangen  sich  bewegen  kann^ 
deren  Axen  paarweise  mit  einander  rechte  Winkel  bilden,  ist  völlig 
frei.  Ebenso  ein  Körper,  der  um  sechs  Oerade  sich  drehen  kann,  die, 
wie  die  Kanten  eines  Tetraeders,  die  Eigenschaft  haben,  nicht  einem 
linearen  Liniencomplex  anzugehören  (Möbius).  Femer  ein  Körper, 
der  sechs  Schraubenbewegungen  ausfahren  kann,  vorausgesetzt,  dass 
die  entsprechenden  (z.  B.  paarweise  conjugirten)  Gewinde  von  einander 
linear  unabhängig  sind,  u.  A.  m. 


Anhang. 
Cfrandziige  einer  neaen  Methode  der  Kinematik. 


Am  Ende  des  Weges^  den  wir  uns  vorgezeiclinet  hatten,  dürfen 
wir  uns  yielleicht  noch  einen  Ausblick  auf  eine  Welt  geometrischer 
Gestalten  erlauben,  die,  bis  jetzt  nur  an  der  Peripherie  gestreift,  wenn 
nicht  alle  Anzeichen  trügen,  eines  der  dankbarsten  Gebiete  geometri- 
scher Forschung  zu  werden  verspricht.  Das  Vorzutragende,  für  das  wir 
nur  die  Bedeutung  einer  Skizze  werden  in  Anspruch  nehmen  können, 
soll  zugleich  dazu  dienen,  den  bisher  behandelten  Stoff  dem  Leser 
nochmals  in  seinen  Hauptlinien  und  sozusagen  in  einem  yergrösserten 
Maassstabe  vor  Augen  zu  stellen  und  durch  weitere  Anwendungen  die 
Tragweite  der  zuvor  entwickelten  Theorie  ins  Lieht  zu  setzen.  — 

Einen  Hauptgegenstand  der  theoretischen  Kinematik,  die  von  der 
Maschinenlehre  heute  wohl  abgetrennt  werden  muss,  bildet  das  Studium 
der  (analytischen)  Mannigfaltigkeiten  von  (X)**  (r  =  1  ...  6)  Lagen  eines 
starren  Körpers  im  Räume,  d.  h.  von  relativen  Lagen  dieses  Körpers 
in  Bezug  auf  einen  anderen,  der  unbeweglich  genannt,  oder,  wie  man 
sich  auszudrücken  pflegt,  gedacht  wird.  Im  Ganzen  ist  diese  Lehre 
noch  wenig  entwickelt,  besonders  in  den  Fallen,  in  denen  die  etwa 
als  Beweglichkeitsffrad  des  Körpers  zu  bezeichnende  Dimensionenzahl  r 
grösser  als  zwei  ist*^).  In  mancher  Richtung  ist  man  über  den  Auf- 
gaben der  Technik  entlehnte  Beispiele  und  tastende  Versuche,  etwas 
Ordnung  in  die  sich  darbietenden  Einzelheiten  zu  bringen,  noch  kaum 


*)  Ist  r  >-  2 ,  so  kann  zu  der  Forderung,  dass  ein  starrer  Körper  eine  vor- 
geschriebene  Mannigfaltigkeit  von  Lagen  soll  einnehmen  können,  bekanntlich  noch 
eine  andere  treten,  die  durch  ein  nicht -integrables  System  Pfaff 'scher  Gleichungen 
auszudrücken  ist.  Der  die  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  bezeichnende  ,,Frei- 
heitsgrad**  wird  dann  auch  an  einer  Stelle  „allgemeiner  Lage"  kleiner  als  r.  — 
Im  Texte  werden  wir  uns  immer  nur  auf  den  viel  einfacheren  Fall  beziehen,  in 
dem  diese  beiden  wohl  auch  in  der  Terminologie  zu  unterscheidenden  Zahlen 
einander  gleich  sind. 


556  Anhang  (Kinematik). 

hinausgekommen'i»).  Man  kann  aber  hierher,  yon  anderen  nicht  direct 
in  kinematischem  Gewände  auftretenden  Theorien  abgesehen,  einen 
besonders  wichtigen  Theil  der  Differentialgeometrie  der  Baomcurven 
und  krummen  Flächen  rechnen,  wie  Herr  Darboux  in  seinem  grossen 
Werke  über  diesen  Gegenstand  näher  ausgeführt  hat.  —  Im  Folgenden 
soll  nun,  nachdem  wir  im  vorigen  Paragraphen  die  infinitesimale  Be- 
weglichkeit eines  starren  Körpers  untersucht  haben,  ein  weiterer  Beitrag 
zu  diesem  auch  als  „Geometrie  der  Bewegung^'  bezeichneten  Theile  der 
theoretischen  Kinematik,  und  zwar  nunmehr  zur  Lehre  von  der  Beweg- 
lichkeit eines  starren  Körpers  im  Endlichen  geliefert  werden. 

Das  Soma  tmcl  Beine  Coordinaten. 

Wir  denken  uns  den  starren  Körper  stets  repräsentirt  durch  ein 
rechtwinkliges  Axensystem,  nämlich  durch  drei  den  Indices  1,  2,  3  zu- 
geordnete einander  rechtwinklig  schneidende  orientirte  Grerade  oder 
Strahlen,  mit  denen  ein  System  yon  rechtwinkligen  Cartesischen  Co- 
ordinaten yerbunden  werden  kann.  Diese  Figur  kann  durch  Bewegung 
in  oo^  yerschiedene  Lagen  gebracht  werden.  Jede  einzelne  yon  diesen 
Lagen  nennen  wir  ein  Sonuiy  und  eine  beliebig  aber  bestimmt  heraus- 
gegriffene das  Protosoma.  Aus  dem  Protosoma  geht  dann  jedes  andere 
Soma  durch  eine  hestimmte  Bewegung  heryor,  und  diese  wird  dargestellt 
durch  die  in  §  21  und  §  25  entwickelten  Formeln,  wenn  die  Coordi- 
naten ohne  Accent  sich  auf  das  Protosoma,  die'  mit  Accenten  auf  das 
andere  Soma  beziehen,  und  durch  alle  diese  Coordinaten  dieselben 
mit  dem  Protosoma  stan-  yerbundenen  Figuren  (Punkte,  Gerade  oder 
Strahlen,  Ebenen,  und  weiterhin  Oerter  yon  solchen)  dargestellt 
werden.  Mithin  können  die  Parameter  (a,  ß)  dieser  Bewegung  ais  Co- 
ordinaten des  Soma  betrachtet  werden.  Wir  wiederholen  nun  die  schon 
früher  benutzte  Bemerkung,  dass  die  besprochenen  Formeln  ihre  G^talt 
gar  nicht  oder  nur  unwesentUch  ändern,  wenn  man  die  Parameter  ß, 
um  dasselbe  Vielfache  der  entsprechenden  Parameter  a^  yermehrt  — 
sofern  man  nämlich  zur  Darstellung  der  Strahlen  nicht  Plücker'sche 
Liniencoordinaten,  sondern  unsere  StraJdencoordina/ten  benutzt  (S.  174  ff., 
S.  220,  Nr.  9).  Wir  können  also  die  Parameter  zu  dualen  Verbindungen 
zusammenfassen  (S.  220,  Nr.  10).  Um  dann  die  Zeichen  0^  «=  «^  -[-  ß.{ 
wieder  zur  Darstellung  yon  beliebigen  Bewegungen  benutzen  zu  können, 
ffthren  wir  schliesslich  an  ihrer  Stelle  neue  Zeichen  ein: 


*)  Man  vergleiche  etwa  den  kürzlich  erschienenen  Artikel  lY,  3  der  Mathe- 
matischen Encyclopädie. 
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Als  Coordinaten  eines  Soma  können  vier  (redie)  homogene  duale 
Grössen 

/jN  Aj  ^^  *o    I    «ijs  •  *; 

Xj  =  Xoi  +  ^E»  •  «  ;       ^2  =  3£o2  +  ^^si  •  *;       ^8  =  3^08  +  ^U  '  ^ 

oder  deren  scalare  und  vedoridU  Coefficienten  verwendet  werden,  voraus- 
gesetzty  dass  die  ersten,  also  die  Grössen  X^,  BEg^,  X^,  Xq3  nicM  sämmt- 
lich  verschwinden. 

Hier  bereits  erscheint  also  der  Begriff  Soma^  zunächst  allerdings 
rein  formal,  als  eine  Erweiterung  des  Begriffs:  reeUer  eigenäicher  Strahl 
(S.  200). 

Wir  bestimmen  nun  die  Bewegung  mit  den  dualen  Parametern  a^, 
die  das  Soma  X  mit  irgend  einem  anderen  Soma  Y  zur  Deckung 
bringt;.  Zn  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit  ä  oder  A  eine  Quater- 
nion  oder  vielmehr  Biquatemion  der  Form 

(2)  6  =  Oo<%  +  o^ei  +  Oj^  +  O3C,  *), 

mit  ä  oder  Ä  deren  durch  Zeichen  Wechsel  von  Qi,  C^,  (^  entstehende 
Gonjugirte,  und  finden  dann  ohne  Weiteres 

(3)  Ä^t'Y. 

Das  heisst,  die  gesuchte  Bewegung  hat  die  dualen  Parameter 

Oo  =  «0  +  A^  =  X,Y,  +  X,Y,  +  X,Y,  +  X,Y, , 

(4)  ^1  =  ^1  +  ßi^  =  ^0^1  —  ^1^0  —  ^^8  +  ^8^2; 

ö«  =  a8  +  A«=  X^Fg  — XjFo— XiTg  -^X^Y^, 

oder  endlich  überzählige  Parameter  {a,  ß),  deren  beiden  ersten  cc^,  ß^ 
diese  Werthe  zukommen: 


08; 


(5)  ^^=  3eoDx,s  +  3eo.  Dm  +  Xo,D,i  +  ^du 

^W  +  3£m?)«  +  3e„Do,  +  XsiDos  +  3£x,Do,. 

Hieraus  können  wir  nun  sogleich  einige  wichtige  Folgerungen  ziehen. 
Wir  nennen  pa/ralld  zwei  Somata^   oder,  wie  wir  lieber  sagen  wollen, 


*)  ^0 1  ^1 1  ^s  t  ^s  ^^^^  ^^^  sogenannten  Einheiten  der  Quaternionentheorie,  die 
in  Schrifken  über  diesen  Gegenstand  gewöhnlich  mit  1,  t,  j\  k  bezeichnet  werden, 
wiewohl  der  Gebrauch  des  Zeichens  %  in  diesem  Sinne  offenbar  nur  Verwirrung 
stiften  kann  un^  thatsächlich  auch  solche  schon  angerichtet  hat. 
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Somen^  wenn  das  eine  aus  dem  anderen  durch  eine  (Euklidische) 
Schiebung  hervorgeht.  Wir  nennen  hemisymmetral  zwei  Somen,  wenn 
das  eine  aus  dem  anderen  durch  eine  Umschraubung  hervorgeht;  wir 
nennen  endlich  symmetrdl  zwei  Somen^  die  durch  eine  Umwendung  ver- 
tauscht werden  können*).     Nim  ergiebt  sich  sofort: 

Zwei  Somen  X,  Y  sind  parallel^  wenn  die  scalaren  Bestandtheile 
ihrer  dualen  Coordinaten  X^,  Ti  zu  eincmder  proportional  sind,  und  um- 
gekehrt. — 

Zwei  Somen  X,  U  sind  hemisymmetral,  wenn  die  scalaren  Bestand- 
(heüe  ihrer  dualen  Coordinaten  X^,  üj  der  GleuAung 

(6)  (U|X)  =  ll„3e„  +  llo,3E,,  +  U„3£o,  +  tU3E„  =  0 

genügen;  sie  sind  überdies  symmetraly  wenn  ihre  dualen  Coordinaten  X^,  U^ 
selbst  der  synektisclien  Gleichung  (oder  dem  Gleichungspaar) 

(£/Z)  =  (U;3e)  +  (U3e).e=  ,^ 

genügen. 

Die  ümwendungsaxe  hal  dann  die  dualen  Coordinalen  Ui  :  o^ :  o^ 
(Nr.  4).  — 

Nennen  wir  Büschd,  Bündel,  Gebüsch  von  (parallelen)  Somen  den 
Inbegriff  aller  Someu^  die  aus  irgend  einem  Soma  durch  eine  ein-, 
zwei-,  dreigUedrige  Gruppe  von  Schiebungen  hervorgehen,  so  finden 
wir  nunmehr  unmittelbar  eine  analytische  Darstellung  dieser  einfachsten 
von  Somen  gebildeten  Mannigfaltigkeiten;  die  Büschel  z.  B.  werden 
durch  irgend  zwei  ihrer  Elemente  X\  X"  mit  Hülfe  zweier  scalarer 
Yerhältnissgrössen  a' \g"  ausgedrückt  in  der  Form  X  =  <y'X'4-  ti"X'\ 
Die  Begriffe  Büschel,  Bündel,  Gebüsch  paralleler  Somen  sind  also 
Analoga  der  Begriffe  Büschel,  Bündel  paralleler  eigentlicher  Strahlen. 
—  Indem  wir  noch  die  evidenten  Bemerkungen  hinzufügen,  dass  die 
Büschel,  Bündel  und  Gebüsche  von  Somen  in  je  <x)',  (x>*,  oo*  Exem- 
plaren vorhanden  sind,  und  dass  die  oo^  Somen  sich  zu  cx>^  auf  die 
oo^  Gebüsche  vertheilen  lassen,  wenden  wir  uns  zu  dem  wichtigsten 
der  angeführten  Sätze,  dem,  der  durch  die  Gleichung  (7)  ausge- 
drückt wird. 


*)  Synunetrale  Somen  sind  also  immer  auch  hemisymmetaral.  Wir  verkenneil 
nicht  das  Miasliche  einer  solchen  Tenuinolo^e,  haben  aber  keine  bessere  sur 
Verfugung. 
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Die  synektische  büineare  Gleichung  (7)  ufUers(Jieidet  sich  nur 
durch  die  ZaM  der  Veränderlichen  von  der  Gleichung  zwischen  dualen 
StraMencoordinaten,  die  die  Bedingung  des  rechkoinkligen  Schneidens 
von  jswei  eigentlichen  Strahlen  darstellt,  und  nur  durch  das  Auftreten 
dualer  Grössen  von  der  Gleichung^  die  die  vereinigte  Lage  eines 
Punktes  und  einer  Ebene  im  dreidimensionalen  Continuum  der  pro- 
jecHven  Geometrie  bezeichnet. 

Diese  Thatsachen   haben   offenbar   eine  grundlegende  Bedeutung: 

Es  folgt,  dass  sich  durch  ein  functionentheorelisches  Problem  ein 
besonderer  Zweig  der  Geometrie  definiren  lassen  muss,  der  die  prqjecHve 
Geometrie  des  Baumes  sammt  der  radial-projectiven  Geometrie  umfassen 
wirdy  und  dessen  Objecte  die  von  Somen  gebildeten  Figuren,  also  die 
Gegenstände  der  theoretischen  Kinematik  eines  starren  Körpers  sind*). 

Die  projeotiven  Transformationen  der  Somen. 

Die  zu  stellende  Aufgabe  wird  offenbar  diese  sein: 

Es  sollen  alle  analytischen  Transformationen  der  Somen  gefunden 
werden,  die  aus  dem  Inbegriff  der  im  irgend  einem  Soma  symmetralen 
Somen  stets  wieder  einen,  solchen  Inbegriff  hervorgehen  lassen. 

Natürlich  müssen  diese  Transformationen,  die  wir  projective  Trans- 
formcUionen  der  Somen  oder,  mit  einer  ja  etwas  gewagten  Wortbildung, 
somatisch 'projectiv  nennen  werden,  eine  Gcuppe  bilden.  Durch  diese 
Gruppe  und  gewisse  ihrer  Untergruppen  werden  Aequivalenzbegriffe 
definirt  sein,  die  zu  dem  elementaren  Begriff  der  Congruenz  geometri- 
scher Figuren  eine  ähnliche  Beziehung  haben  müssen,  wie  der  Aequi- 
valenzbegriff  der  projectiven  Geometrie.  Und  es  wird  zu  erwarten 
sein,  dass,  wie  der  letzte  Aequivalenzbegriff,  so  auch  mehrere  von  den 
neuen  leichter  zu  handhaben  sein  werden  als  die  etwas  schwerfällige 
Aequiyalenz  der  Elementargeometrie:  Man  wird  die  Objecte  der  Kine- 
matik zu  grösseren  Glassen  zusammenfassen  und  so  zu  Eigenschafben 
dieser  Gebilde  vordringen  können,  die  der  elementaren  Betrachtungs- 
weise durch  eine  Menge  von  Einzelheiten  verdeckt  werden. 

Das  bezeichnete  Problem  lässt  sich  auf  die  entsprechende  zur 
Definition  der  radial  -  projectiven  Geometrie  dienende  Aufgabe  zurück- 

*)  Offenbar  kann  man  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  es  far  einen  starren 
Körper  gezeigt  haben,  auch  Systeme  von  mehreren  Körpern  darstellen,  deren  jeder 
sich  in  einer  bestimmten  Lage  befindet.  Unsere  Methode  erstreckt  sich  also  auf 
die  ganze  Kinematik.  Wir  betrachten  aber  im  Texte  überall  nur  Lagen  eines 
einzigen  Körpers. 
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ftihren^  und  die  Lösung  hat  auch  eine  vollkommen  analoge  Form.  Da 
wir  uns  jedoch  noch  die  weitere  Frage  yorzulegen  gedenken,  wie  denn 
diese  Transformationen  geometrisch  construirt  werden  Jcönnen,  so  holen 
wir  etwas  weiter  aus. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Gruppe  g^  der  Aehnlichkeits- 
transformationen  eine  ebenfalls  siebengliedrige  continuirliche  Oroppe 
definirt,  deren  Object  das  Soma  ist  und  deren  Transformationen  trivialer 
Weise  die  verlangte  Eigenschaft  haben.  Eine  Aehnlichkeitstransforma- 
tion  ordnet  nämlich  jedem  der  oo^  die  verschiedenen  Somen  charakte- 
risirenden  rechtwinkligen  Axenkreuze  (1,2,3)  ein  bestimmtes  Axen- 
kreuz  (1',  2',  3')  derart  zu,  dass  auf  jeder  der  neuen  Axen  die  ursprüng- 
liche Längeneinheit  in  einem  gewissen  Yerhältniss  k  geändert  erscheint. 
Die  neue  Längeneinheit  lässt  sich  dann  wieder  auf  die  ursprüngliche 
reduciren,  indem  man  die  zu  dem  Schnittpunkt  der  neuen  Axen  und 
zu  dem  Werthe  k"^  gehörige  perspective  Aehnlichkeitstransformation 
ausführt.  So  entsteht  ein  neues  System  orientirter  Axen,  das  aus  dem 
ersten  auch  durch  eine  völlig  bestimmte  Bewegung  abgeleitet  werden 
kann.  Das  heisst,  jedem  Soma  X  wird  ein  anderes  Soma  X'  eindeutig 
zugeordnet.  Alle  diese  „Aehnlichkeitstransformationen  der  Somen^  oder 
somatischen  AehnlichkeUstransformationen  aber  (die  bereits  einen  für  die 
Geometrie  neuen  Begriff  darstellen)  entstehen  schon,  wenn  man  die 
oo^  Bewegungen  (mit  Somen  als  Objecten)  zusammensetzt  mit  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  von  perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen  der 
Somen,  die  irgend  ein  Soma,  z.  B.  das  Protosoma,  in  Ruhe  lassen. 
Man  findet  für  die  Transformationen  der  zuletzt  genannten  speciellen 
Gruppe  die  analytische  Darstellung: 

X'  X  X'    V  %'    —  X  TC'    X 

/Q\  *o  —  *0 »       '*'01  *01  y       ^02  ^OÄ  >      *^08  —  *1ß  9 

*123  ^^^  f^^i^l  y       *23  ^^^  '^^tt  }       *81  ^^  ^*81  ;       ^iS  ^^^  ^*12 

■ 

(A;  4=  0;  vgl.  S.  239,  Nr.  10).  — 

Wir  definiren  sodann  eine  gewisse  unendliche  Gruppe  von  Trans- 
formationen der  Somen  durch  die  Forderung,  dass  die  homogenen  dualen 
Coordinaten  des  transformirten  Soma  homogene  synektische  Functionen 
der  Coordinaten  des  zu  transformirenden  sein  sollen.  Unter  diesen 
synekiischen  Transformationen  der  Somen,  zu  denen  die  soeben  erklärten 
Aehnlichkeitstransformationen  nicht  gehören*),  haben  die  im  ganzen 
Somencontinuum  definirten  linearen 


*)  Beide  Arten  von  Transformationen  erzeugen  zusammen  eine  neue  Gruppe. 
in  der  die  Gruppe  der  synektischen  Transformationen  offenbar  invariant  und  so 
enthalten  ist,  dass  die  zugehörige  Factorgruppe  endlich  und  zwar  eingliedrig  wird* 
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ebenfalls  evidenter  Weise  die  znyor  geforderte  Eigenschaft.  Sie  bilden 
eine  Gruppe  mit  30  wesentlichen  Parametern,  analog  der  Gruppe  der 
Gollineationen  im  Baume;  wir  nennen  ihre  Transformationen  daher 
dual-projectiv. 

Nunmehr  lasst  sich  die  Losung  der  gestellten  Aufgabe  kurz  for- 
muliren: 

Alle  prqjectiven  Transformationen  der  Somen  entstehen  durch  Zu- 
sammensetzung der  dual-projectiven  mit  den  Adirdichkeitstra/nsformationen 
der  Somen,  Sie  bilden  eine  continuirliche  Gruppe  mit  31  wesentlichen 
Parametemy  deren  sämmüiche  Transformationen  im  Continuum  aüer 
Somen  überall  wohldefinirty  eindeutig  und  stetig  sind. 

Die  zugehörigen ;  den  Gleichungen  (5)  auf  Seite  237  vollkommen 
analogen  Formeln  bezeichnen  wir  hier  mit  Nr.  (10),  schreiben  sie  aber 
nicht  besonders  hin;  dagegen  wollen  wir  das  System  der  invarianten 
Untergruppen  unserer  Gruppe  noch  kurz  besprechen,  und  mit  ihm  die 
auf  Seite  393  angeführten  analogen  Systeme  zusammenstellen: 


AehnlichkeitS' 

Badiale 

Somatische 

transformtitumen. 

Gollineationen, 

GoUineatianen. 

yi6 

Die  Gruppen  §^^  und  §^  sind  die  bereits  erklärten.  Die  Gruppe  §^^ 
ist  charakterisirt  durch  die  Bedingungen  a^^^^^a^^y  a^^=0(t,x=0, 1,2,3), 
bei  den  Transformationen  von  ^^5  ist  ausserdem  X;  =  1.  Alle  Trans- 
formationen von  ^10  lassen  jedes  einzelne  Gebüsch  paralleler  Somen  in 
Buhe  und  vertauschen  dessen  Somen  durch  je  eine  perspective  Aehn- 
lichkeitstransformation.  Geht  diese  bei  einem  Gebüsch  in  eine  Schie- 
bung über,  so  findet  dies  immer  statt;  die  Transformation  gehört  dann 
der  Untergruppe  ^^5  an.  Die  Transformationen  dieser  letzten  Gruppe 
sind  synektisch  und  ausserdem  vertauschbar.  Sie  heissen  dual -pro- 
jective  Schiebungen  der  Somen.  (Vgl.  S.  235,  Nr.  3.)  Für  jedes  einzelne 
Gebüsch  paralleler  Somen  reduciren  sie  sich,  wie  gesagt,  auf  gewöhn- 
liche Schiebungen.  Das  Gleiche  gilt  überhaupt  von  der  ähnlich  zu 
definirenden  unendlichen  Gruppe  der  „synektischen  Schiebungen^^,  die 
deshalb  besonders  leicht  der  Behandlung  zugänglich  sind. 
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IVb/3) 


^ify    ®iA    ^f-P^,n    95/ 


oo^ 


Laufstange,  Schraube  (Kniegelenk,  wenn  p  =  0)  und  Prismen- 
fÜhrung,  deren  Axen  einander  unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Die 
Figur  gestattet  alle  Schiebungen  senkrecht  zur  Richtung  der  Prismen- 
führung, sodass  oo^  solche  Erzeugungen  möglich  sind. 

Die  Axen  der  nicht  auf  Schiebungen  reducirten  Schraubungen  des 
Systems  liegen  in  einem  planaren  Gomplex  (X^jg  =  0).  Jedem  Complex- 
strahl,  der  nicht  zur  Laufstange  parallel  ist,  entspricht  eine  bestimmte 

Schraubung  im  System  (mit  dem  Parameter  —  p  —  ~^\ .     Jeder  der 

hiermit  ausgeschlossenen  Geraden  femer,  die  nicht  zu  dem  Parallelen- 
büschel  der  Laufstaugen  selbst  gehört,  entspricht  die  Schiebung  ^^f 
in  der  Richtung  der  Laufstangen.  Einer  Geraden  des  genannten 
Büschels  aber  entspricht  eine  Schraubung  mit  willkürlich  bleibendem 
Parameter.  Dazu  kommen  noch  die  Richtungen  der  möglichen  Schie- 
bungen, deren  im  Endlichen  gelegene  Axen  einen  zweiten  planaren 
Complex  (Xoj  =  0)  bilden. 

Der  erste  der  beiden  planaren  Complexe  enthält  die  Farameler' 
congruem 

(22)  3eos  =  0,    i>3Eo,  +  3e3i  =  0. 

In  dieser  liegen  die  Axen  aller  nicht  auf  Schiebungen  reducirten 
Drehungen  im  System.  Sie  ist,  wenn  p  =f=  0,  irreducibel  und  hat  zwei 
vereinigte  unendlich  ferne  Brennlinien.  Im  Falle  p  =  0  zerfällt  sie 
in  das  Bündel  aller  Parallelen  zur  o^^-Axe  und  in  das  Feld  der  Geraden 
in  der  Ebene  x^  =  0.  Und  nur  in  diesem  Falle  giebt  es  Punkte,  die 
nur  nach  oo*  Richtungen  (senkrecht  zur  Ä;2-Axe)  fortgeführt  werden 
können,  nämlich  eben  die  Punkte  der  genannten  Ebene. 

Die  Beweglichkeit  des  starren  Körpers  lässt  sich  darstellen  durch 
vier  Drehungen,  deren  eine  oder  zwei  durch  Schiebungen  sich  ersetzen 
lassen. 


IVc)  %f,    %f,    SB,/',    »,/• 


Diese  Art  von  Beweglichkeit  eines  starren  Körpers  kann  auf 
cx>*  Arten  dargestellt  werden  durch  Verbindung  zweier  nicht  paralleler 
Laufstangen,  z.  B.  (auf  oo^  Arten)  durch  Verbindung  von  zwei -solchen, 
deren  Axen  einander  rechtwinklig  schneiden.  Oder  man  kann  etwa 
vier  Kniegelenke  zusammenstellen,  deren  Axen  demselben  Normalen- 
netz, aber  nicht  derselben  Regelschaar  zweiten  Grades  angehören.    Die 
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Axe    des   Normalennetzes    ist    der   Ort    aller  Punkte^    die    nur    nach 
oo^  Richtungen  fortschreiten  können. 


IV  d) 


%f>    »lA    »,/•,    ^,f 


oo«. 


Drehung  verbunden  mit  allen  Schiebungen  ^  oder  etwa  Laufstange 
verbunden  mit  zwei  geeigneten  Prismenführungen.  Die  Axen  aller 
nicht  auf  Schiebungen  reducirten  Schraubungen  liegen  in  einem  Paral- 
lelenbündel. 

Freiheit  fünfter  Stufe. 
Va) 


^f-p^if,    %f.    V,    ®2A    »,/• 


<x>\ 


Eine  Schraube  (ein  Kniegelenk,  wenn  p  =  0),  verbunden  mit  zwei 
Laufstangen,  deren  Axen  einander  und  die  Axe  der  Schraube  senkrecht 
schneiden,  erzeugt  auf  oo'  Weisen  diese  Art  von  Beweglichkeit  eines 
starren  Körpers.  ^  Im  Falle  j?  =  0  wird  man  einfacher  ein  Kugelgelenk 
verbunden  mit  zwei  nicht  parallelen  Prismenf&hrungen  benutzen,  oder 
noch  einfEkcher  eine  Verbindung  von  zwei  Kugelgelenken.  Jede  Gerade, 
die  die  Axe  der  zuerst  genannten  Schraube  nicht  senkrecht  kreuzt  oder 
schneidet,   ist  Axe   einer  völlig  bestimmten  Schraubung  des  Systems 

infinitesimaler  Bewegungen,  vom  Parameter  —  p  —  ^- .     Irgend  eine 

Gerade,  die  die  Schraubenaxe  senkrecht  kreuzt,  gehört  zu  einer  be- 
stimmten Schiebung,  jede  Normale  der  Schraubenaxe  aber  zu  einer 
Schraubung  mit  willkürlich  bleibendem  Parameter  (sowie  natürlich  zu 
der  ihrer  Richtung  entsprechenden  Schiebung).  Die  Axen  aller  im 
System  enthaltenen  Drehungen  erfüllen  den  Parametercomplex 

Irgend  fünf  dieser  Drehungen,  deren  Axen  nicht  einer  Gongruenz  (1, 1) 
angehören,  erzeugen  aUe  infinitesimalen  Bewegungen  des  Systems.  Eine 
oder  zwei  dieser  Drehungen  können  durch  Schiebungen  vertreten  werden. 


Vb)  %f,    %f,    ®/,    »,/•,    Sd,f 


oo». 


Diese  Art  von  Beweglichkeit  eines  starren  Körper  kann  z.  B.  erzeugt 
werden  durch  die  Verbindung  zweier  Laufstangen,  deren  Axen  einander 
senkrecht  schneiden,  mit  einer  Prismenführung,  deren  Axe  zu  jenen 
senkrecht  ist,  und  zwar  auf  oo^  Arten.  Die  Axen  aller  nicht  auf 
Schiebungen   reducirten   Schraubungen    des   Systems   liegen   in   einem 
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diesen.  Um  die  gerade  Kette  durch  zwei  gegebene  Somen^  und  zu- 
gleich  die  reciproke  Kette  zu  construiren^  suche  man  die  Bewegung  S, 
die  das  erste  Soma  mit  dem  zweiten  zur  Deckung  bringt  Die  zwei- 
gliedrige Gruppe  yertauschbarer  Bewegungen,  in  der  S  enthalten  ist, 
lässt  dann  beide  Ketten  in  Buhe,  ihre  Transformationen  lassen  also 
aus  dem  ersten  Soma  alle  Somen  der  yerbindenden  Kette  hervoi^hen. 
Die  Um  Wendungen  um  die  oo^  (eigentlichen)  Strahlen  des  Normalen- 
netzes der  gemeinsamen  Axe  aller  dieser  Bewegungen  yertauschen  die 
beiden  reciproken  Ketten.  (Vgl.  S.  10.)  —  Nur  wenn  die  g^benen 
Somen  parallel  sind,  kann  die  Gonstruction  unbestimmt  werden:  Man 
kommt  dann  auf  den  nunmehr  zu  besprechenden  Fall. 

[1,B].      []  s   0  O),     (0   s  l   ]]     [3,E]. 

Dieser  FaU  umfasst  2  •  oo^  Paare  redproker  Ketten.  Zu  jedem 
Büschd  paralleler  Somen  ist  nämlich  eine  bestimmte  dreidimensUmaie 
Kette,  oder  also  eine  bestimmte  C^,  reciproh. 

Um  diese  C^  zu  construiren,  suche  man  den  planaren  Strahlen- 
complex,  dessen  Strahlen  senkrecht  sind  zu  der  Bichtung  der  Schie- 
bungen, die  das  gegebene  Büschel  in  Buhe  lassen.  Die  oo'  ümwendungen 
um  die  (eigentlichen)  Strahlen  dieses  Complexes  führen  dann  irgend 
ein  Soma  des  Büschels  in  alle  oo'  Somen  der  C^  über. 

Liegen  drei  Somen  vor,  die  keine  eben^  Kette  bestimmen,  aber 
auch  weder  einem  Bündel  paralleler  Somen,  noch  einer  geraden  Kette 
angehören,  so  geht  durch  sie  eine  C^  der  hier  beschriebenen  Art.  Die 
Gonstruction  des  reciproken  Büschels  ergiebt  sich  aus  dem  zuTor  Ge- 
sagten. — 

Jede  der  gefundenen  Q  ist  Ort  Ton  oo^  Bündeln  paralleler  Somen 
und  partieller  Durchschnitt  von  oo*  ebenen  Ketten,  deren  irgend  zwei 
eine  (unschwer  näher  zu  bezeichnende)  specielle  gegenseitige  Lage 
haben  und  die  (7,  bestimmen.  Ebenso  gehen  oo'  gerade  Ketten,  oo' 
ebene  Ketten  und  oo'  der  beschriebenen  C^  durch  das  reciproke  Büschel 

[2,D].     («  e  ;  O),     [e  B  0    \}    [2,D]. 

oo*  Paare  redproker  Ketten:    Zu  jedem  Bündel  von  (parättden)  Somen 
ist  ein  bestimmtes  anderes  redprok. 

Leicht  ergiebt  sich  die  Gonstruction  des  zu  einem  gegebenen  Bündel 
reciproken.  Beide  gestatten  nämlich  dieselbe  zweigliedrige  Gruppe  Eukli- 
discher Schiebungen.  Diese  bestimmt  cx)^  Schiebungsrichtungen,  zu  denen 
eine  bestimmte  Richtung  senkrecht  ist,  die  ein  Parallelenbündel  definirt. 


Ein&chste  Redprocitätsbeziehungen.  567 

Alle  Um  Wendungen  um  Strahlen  dieses  Bündels,  und  nur  solche ,  ver- 
tauschen die  reciproken  Bündel  paralleler  Somen.  —  Durch  jedes  Bündel 
gehen  oo^  synektische  C^  und  oo^  der  genannten  speciellen  Q.  — 

Wir  kommen  nun  zu  den  reciproken  Ketten  mit  hemisymmetraler 
Lage  ihrer  Somen.  Wir  nennen  diese  Ketten^  denen  in  der  somatisch- 
projectiven  Geometrie  wegen  ihrer  sehr  geringen  Gonstantenzahl  eine 
besondere  Bedeutung  zukommt,  ausgezeichnete  Ketten. 

[3,F].  i;  *  a .),  (.;;;)  [5,  B]. 

2  •  oo'  FcM/re  von  ausgeeeichnelen  Ketten.  Die  eine  solche  ist  ein  be- 
liebiges Gänisch  von  (pa/raJlelen)  Somen  ^  die  andere  die  dazu  reeiproke  Cg. 

Alle  Somen  der  C^  entstehen  aus  irgend  einem  Soma  des  Gebüsches 
durch  die  oo^  ümschraubungen.  Wir  können  die  bemerkenswerthe  Geo- 
metrie in  dieser  Kette,  die  ein  Analogon  zu  dem  Begriff  ,,Planarer 
Strahlencomplex'^  darstellt,  hier  nicht  untersuchen,  und  bemerken  darüber 
nur,  dass  in  ihr  oo^,  oo^,  cx^  Gebüsche^  Bündel  und  Büschel  von  Somen 
liegen,  femer  oo*  zu  Büscheln  reciproker  C3,  und  c»^,  00*  gerade  und 
ebene  Ketten.  Jede  ebene  C^  liegt  in  einer  ausgezeichneten  Q,  und 
diese  entsteht  aus  der  C^  durch  die  Gruppe  aller  Schiebungen. 

Es  giebt  00*  Faa/re  vierdimensianäler  ausgezeichneter  Ketten,  die 
paarweise  redproJc  sind. 

Eine  solche  C^  entsteht  aus  irgend  einem  Soma,  wenn  man  es 
der  viergliedrigen  continuirlichen  Gruppe  von  Bewegungen  unterwirft, 
die  eine  bestimmte  Richtung  in  Buhe  lassen.  Aus  demselben  Soma 
entsteht  dann  die  —  zur  selben  Gruppe  gehörige  —  reeiproke  C^, 
wenn  man  darauf  alle  Ümschraubungen  um  Strahlen  des  planaren 
Gomplezes  anwendet,  der  durch  jene  Richtung  eindeutig  bestimmt  ist 
oder  also,  alle  Bewegungen,  die  die  genannte  Richtung  umkehren. 
Jede  Umschraubung  um  irgend  einen  Gomplezstrahl  vertauscht  beide  C^. 
Die  Somen  einer  solchen  C^  sind  auf  00^  gerade  0^  vertheilt;  die  reci- 
proken G^  erfüllen  die  reeiproke  Q.  Jede  gerade  Kette  liegt  in  einer 
solchen  O4,  und  diese  entsteht  aus  jener  durch  die  Ghruppe  aller 
Schiebungen.  — 

Die  principielle  Bedeutung  der  ausgezeichneten  Ketten  ist  leicht 
zu  erkennen:  Sie  lassen  sich,  durchweg  eindeutig  oder  „projectiv^^, 
den  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  im  Räume  zuordnen  nach  folgendem 
Schema,  das  wohl  kaum  noch  einer  Erläuterung  bedarf: 
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Erstes  Blatt 

Ausgezeichnete  Og. 
Ausgezeichnete  Q. 
Ausgezeichnete  Cg. 


Büdraum 

Punkt. 
Gerade. 
Ebene. 


Zweites  Elait 

Ausgezeichnete  C^. 
Ausgezeichnete  C^, 
Ausgezeichnete  C^. 


Diese  leicht  auch  constructiv  herzustellende  Zuordnung  bringt  den 
evidenten  Isomorphismus  der  durch  die  „absolute  Correlation*'  X'=  U, 
ü'  =  X  zu  einer  sogenannten  gemischten  Gruppe  erweiterten  Gruppe 
§^^  zur  Gruppe  der  Gollineationen  und  Correlationen  im  Räume  zum 
Ausdruck. 

Tragweite  der  voraiisgeheiideii  Überlegungen. 

Eine  unmittelbare  Folge  der  angestellten  Betrachtungen  ist  u.  A. 
der  Satz: 

Die  somatisch-projedive  Geometrie  in  einer  geraden  oder  ebenen 
Kette  ist  identisch  mit  der  radiat-projectiven  Geometrie  im  Normalennets 
eines  eigenüiclien  StraMs  oder  im  Continuum  aUer  eigentlichen  StrcMen. 

unterwirft  man  nämlich  irgend  ein  Soma  allen  Umwendungen,  so 
ist  damit  die  entstehende  C^  eindeutig -umkehrbar  auf  das  Gontinunm 
der  ümwendungsaxen  abgebildet  ^  und  den  Somenketten  in  der  C^  ent- 
sprechen Strahlenketten,  und  umgekehrt*).  Vertauscht  man  die  Somen 
der  C^  unter  einander  somatisch -projectiv,  so  werden  gleichzeitig  die 
ihnen  zugeordneten  Strahlen  radial -projectiv  vertauscht. 

Es  zeigt  sich  nunmehr  z.  B.^  worin  die  dualen  von  den  übrigen 
somatischen  Projectivitäten  sich  unterscheiden:  Irgend  vier  in  eine 
bestimmte  Reihenfolge  gebrachte  Somen  einer  geraden  Kette  haben 
ein  bestimmtes  duales  DoppdverhälMiss^  falls  keine  zwei  von  ihnen 
parallel  sind.  (Vgl.  S.  242.)  Dieses  bleibt  nur  bei  dualen  Projectivitäten 
erhalten  (S.  243).  Es  hat  daher  der  folgende  wohl  auch  ohne  eine 
umständliche  Erklärung  deutliche  Satz  einen  geometrischen  Inhalt: 

Die  synehtischen  sind  die  analytischen  Transformationen  der  Somen, 
die  im  Infinitesimalen  dual -projectiv  sind. 

Es  ergiebt  sich  femer  der  Satz: 

Irgend  fünf  Somen  X^  . . .  X4,  deren  keine  vier  einer  fünfdimensuh 
nalen  ausgezeichneten  Kette  angehören,  lassen  sich  (der  Reihe  naeh)  mit 
fünf  anderen  Yq  . . .  Y^  {Üq  . . .  U^  von  derselben  Beschaffenheit  durch 
eine  einzige  duale  CoUineaMon  (Correlation)  zur  Deckung  bringen. 


*)  Alle  r  -  dimensionalen  von  eigentlichen  Strahlen  gebildeten  Ketten  sind 
S.  326  . . .  327  zusammengestellt.  Die  dort  mit  Sternen  bezeichneten  zur  Erg&nznng 
der  Theorie  hinzugefügten  ,,Eetten^^  sind  im  Texte  natürlich  nicht  gemeint 
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Und  überdies  kann  man  diese  somatische  Projectivitat  nicht  nur 
sehr  leicht  analytisch  ausdrücken  (ygl.  S.  246)^  sondern  auch  beinahe 
eben  so  leicht^  wenn  auch  nicht  ganz  so  kurz^  geometrisch  construiren 
(vgl.  S.  245). 

Es  ist  nunmehr  klar,  dass  man  jedem  eine  bestimmte  Gonstruction 
ausdrückenden  Satz  der  projectiven  Geometrie  des  Raumes  einen  ent- 
sprechenden Satz  der  viel  umfassenderen  somatisch -projectiven  Oeometrie 
an  die  Seite  stellen  kann.  Aber  es  ist  auch  klar,  dass  solche  zu- 
sammengehörige Sätze  durchaus  nicht  eine  gleichlautende  Form  zu  haben 
brauchen*),  und  dass  ausserdem  in  der  Regel  der  somatisch -projective 
Satz  mit  einer  Reihe  von  Eijoschränkungen  behaftet  sein  wird,  die  in 
dem  einfacheren  Falle  nicht  nöthig  sind  (übrigens  mecha/nisch  immer 
dann  gefunden  werden  können,  wenn  der  einfachere  Satz  exact  for- 
mulirt  vorliegt).  Auch  leuchtet  ein,  dass  mit  derartigen  Erweiterungen 
bekannter  Sätze  der  Stoff  der  somatisch -projectiven  Geometrie  nicht 
im  Entferntesten  erschöpft  wird,  ja  dass  vielleicht  die  interessanteren 
Erscheinungen  gerade  ausserhalb  dieses  Gedankenkreises  zu  suchen  sein 
werden.  Aber  bei  alledem  haben  wir  doch  eine  sehr  brauchbare  Methode 
in  der  Hand,  die  das  Auffinden  neuer  Gesetzmässigkeiten  ganz  un- 
gemein erleichtern  wird. 

Classifloatioii  und  Construotioii  der  Ketten. 

Wir  zählen  nun  sämmtliche  Ketten  geordnet  nach  ihren  Dimensionen- 
zahlen auf,  und  geben  bei  den  noch  nicht  besprochenen  geometrische 
Gonstructionen  an,  die  entweder  gleich  alle  Individuen  einer  Classe, 
oder,  was  nach  der  vorausgehenden  Darlegung  ausreichend  ist,  von 
jeder  Classe  Repräsentanten  liefern.  Die  Basis  wählen  wir,  wie  auch 
zuvor  schon,  in  jedem  Falle  möglichst  umfassend.  Es  zeigt  sich,  dass 
Ketten  mit  absoluten  Invarianten  gegenüber  §^  nicht  existiren,  und 
dass  alle  gegenüber  §^  nicht- äquivalenten  Ketten  auch  gegenüber 
Transformationen  von  ^^^  von  einander  verschieden  bleiben.  AUe  Ketten 
können   als   Grenzfälle   der   aplan aren  aufgefE^st   werden,   die   in   den 

Fällen 

r=    1,      2,      3,      4,      5 
von 

11,    14,    15,    14,    11 
Gonstanten  abhängen. 

Wir  bemerken  noch,  dass  man  eine  Somenkette  immer  auch  dann 


*)  Man  beachte,  dass  ein  Product  dualer  Grössen  verschwinden  kann,  ohne 
dass  die  einzebien  Factoren  verschwinden. 
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erhält;  wenn  man  ein  einzelnes  Soma  allen  UmBchraubimgen  oder  allen 
Schraubungen  um  die  Strahlen  einer  Strahlenkette  unterwirft. 

[0].     Nulldimensionale  Ketten. 
I      0   0   0|    oo\     Das  einzelne  Soma. 

[1].     Eindimensionale  Ketten. 
A.  {110  0}  cx)". 

Jede  aplanare  C^  kann  auf  <x>^  Arten  durch  ümwendung  eines  Soma 
um  die  Strahlen  einer  Strahlenkette  erzeugt  werden.  Sie  liegt  in  einer 
einzigen  geraden  Eette.  Ist  die  erzeugende  Strahlenkette  ein  ebenes 
Büschel,  so  gestattet  die  C^  alle  Drehungen  um  dessen  Hauptaxe.  Die 
verschiedenen  zur  Construction  brauchbaren  Strahlenketten  (oo^,  oder, 
bei  den  genannten  BotationsJcetten,  <x>^)  sind  alle  coazial  und  unter 
einander  congruent. 


B.  {;   a   0  0) 


oo^ 


Natürlich  können  diese  planaren  G^  oder  Büschel  auch  durch  um- 
Wendungen  mit  Hülfe  tou  Parallelenbüscheln  aus  einem  einzelnen  Soma 
(das  in  der  reciproken  0,  liegt)  abgeleitet  werden;  diese  Parallelen- 
büschel bilden  je  ein  Netz.     (S.  404) 


u 


[2].     Zweidimensionale  Ketten. 
A.  {Olli}  oo 

Jede  aplanare  C^  liegt  in  einer  einzigen  ebenen  Eette  und  entsteht 
auf  eine  einzige  Weise  aus  dem  zu  dieser  reciproken  Soma^  indem 
man  es  den  IJmwendungen  um  alle  Strahlen  einer  aplanaren  Ketten- 
congruenz  unterwirft. 


u 


B.  {0   fi   1    1}  cx) 

Die  uniplanaren  nicht-synektischen  C^.  Jede  wird  durch  um- 
Wendungen  erzeugt^  aber  auf  oo^  Arten,  und  mit  HüKe  je  einer  pla- 
naren Eettencongruenz. 

c.  j;  ;  0  0) 

Die  besprochenen  synektischen  C^  oder  geraden  Ketten,  die  mit 
Hülfe  von  je  einem  Normalennetz  durch  Ümwendung  aus  ii^nd  einem 
von  oo*  Somen  (der  reciproken  (7,)  entstehen. 

D.  {]   ^   ^   ^1  ~'- 

Die  schon  erörterten  Bündel,  die  paarweise  reciprok  sind. 
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[3].     Dreidimensionale  Ketten. 

A.  {1111}  oo**. 

Die  aplanaren  C^,  die  die  höchste  bei  einer  Somenkette  mögliche 
Gonstantenzahl  15  haben^  erfreuen  sich  besonders  schöner  Eigen- 
schaften. Eine  solche  Kette  geht  durch  fünf  Somen,  von  denen  keine 
vier  einer  ausgezeichneten  C^  angehören^  und  diese  Kette  kann^  wie 
sich  aus  dem  Folgenden  ergiebt^  geometrisch  construirt  werden.  Jede 
solche  C^  hat  in  jedem  Gebüsch  yon  Somen  ein  Soma^  und  jede  kann 
in  jede  andere  durch  eine  dual-projective  Schiebung  übergeführt  werden. 
Die  ganze  Theorie  der  geometrischen  Addition  aplanarer  Kettencon- 
gruenzen  (S.  390  u.  ff.)^  mit  allen  daran  geknüpften  Folgerungen  ^  lässt 
sich  auf  diese  Somenketten  ausdehnen.  Z.  B.  ist  jede  dieser  Ketten 
ein  abgeschlossenes  Continuum^  und  jede  ist  Tragerin  eines  quatemären 
Oebietes.  Jede  gestattet  eine  15-gliedrige  einfache  Gruppe  dualer 
Collineationen^  die  (d.  h.  deren  discordante)  zugleich  eine  zweite  Kette 
derselben  Art,  die  dem  anderen  Blatte  angehörige  ,/eciproJcef^  Con- 
gruenz  in  Ruhe  lassen.  Die  Yertheilung  der  Ketten  niederer  Dimen- 
sion, und  zugleich  die  Art,  wie  die  beiden  reciproken  Ketten  einander 
wechselweise  bestimmen,  wird  am  bequemsten  durch  gleichzeitige  Ab- 
bildung beider  Ketten  auf  den  gewöhnlichen  Raum  der  projectiven 
Geometrie  dargestellt: 

(7,  im  ersten  Blatt, 

Soma. 
Aplanare  C^. 
Aplanare  C^. 

In  der  ersten  und  dritten  Golonne  gegenüberstehende  Somen  sind  sjm- 
metral.  Hieraus  ergiebt  sich  sofort  die  Construction  der  reciproken 
Kette.  In  der  gewählten  canonischen  Form  fallen  die  beiden  reciproken 
C^  zusammen;  die  zugehörigen  oo^  G^  sind  sämmtlich  Rotationsketten.  — 
Um  eine  solche  specielle  aplanare  C^  zu  finden,  hat  man  nur  irgend 
ein  Soma  den  Bewegungen  (Drehungen)  der  dreigliedrigen  Gruppe  zu 
unterwerfen,  die  einen  eigentlichen  Punkt  in  Ruhe  lasst.  Solcher 
specieller  O^,  die  eine  besonders  für  die  Mechanik  wichtige  Art  von 
Ketten  bilden,  giebt  es  oo^ 

B.  {«111}  cx>". 

Es  sind  dies  alle  uniplanaren  nicht  in  ebenen  Ketten  enthaltenen  Oj. 
Jede  liegt  in  einer  bestimmten  ausgezeichneten  Q.  Jedes  Soma  des  zu 
dieser  reciproken  Gebüsches  kann  in  alle  Somen  der  Cj  entweder  durch 
gewisse  Umschraubungen  ausgeführt  werden,  deren  Axen  einen  Ketten- 


Bildraum. 

Punkt. 
Gerade. 
Ebene. 


C^  im  zweiten  BlaU. 

Aplanare  C^. 

Aplanare  Q. 

Soma. 
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complex  erfüllen,  oder  durch  alle  ümschraubungen,  deren  Axen  eine 
aplanare  Kettencongruenz  erfüllen,  und  zwar  unabliängig  von  der  Aus- 
walil  des  Soma  im  Gebüsch.  Specielle  der  besprochenen  C^^  nämlich 
ihrer  cx>^\  lassen  sich  daher  dadurch  herstellen,  dass  man  ein  Soma 
allen  Umschraubungen  um  Strahlen  einer  aplanaren  Kettencongruenz 
unterwirft,  und  zwar  kann  jede  von  diesen  C^  auf  oo*  Arten  so  er- 
zeugt werden.  Unter  diesen  besonderen  C^  finden  sich  oo*  noch  spe- 
ciellere,  die  mit  Hülfe  Ton  Strahlenbündeln  construirt  werden  können^ 
und  diese  C^  können  auf  eine  anschaulichere  Weise  z.  B.  auch  dadurch 
gefunden  werden,  dass  man  irgend  ein  Soma  aUen  Spiegelungen  an 
Ebenen  des  Raumes  unterwirft.  (Vgl.  S.  183  und  S.  560.)  Es  treten 
bei  der  hiermit  gegebenen  Abbildung  der  0,  auf  die  eigentlichen  Ebenen 
die  in  den  Q  enthaltenen  Ketten  niederer  Dimension  sehr  einfach  in 
Evidenz. 

Die  besprochenen  Ketten  C^  sind  paarweise  zu  einander  ^eciproJ^. 
Eine  solche  Kette  enthält  nämlich  oo*  uniplanare  (7^,  zu  deren  Somen 
die  je  eines  Büschels  paralleler  Somen  symmetral  sind.  Diese  oo^ 
Büschel  erfüllen  die  reciproke  C,,  aus  der  die  erste  durch  den  näm- 
lichen Process  entsteht.  In  dem  angeführten  Beispiel  fallen  die  beiden 
reciproken  G^  zusammen,  und  zwei  in  ihnen  gelegene  Somen  sind  dann 
symmetral,  wenn  die  zugehörigen  Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen. 


C.  {0   ;    1    1) 


oo^. 


Jede  dieser  uniplanaren  C^  liegt  in  einer  ebenen  Kette,  und  entsteht 
aus  dem  zu  dieser  reciproken  Soma  durch  die  ümwendungen  um 
Strahlen  eines  (aplanaren)  Kettencomplezes.  Dem  singulären  Strahl 
dieses  Gomplezes  entspricht  ein  „singuläres'^  Soma  in  der  Q.  Die  in 
einem  Bündel  liegenden  vom  singulären  Soma  verschiedenen,  aber  zu 
ihm  parallelen  Somen  der  C^  entziehen  sich  der  Darstellung  durch 
linear  auftretende  Parameter*). 

Die  C^  enthält  oo^  gerade  Ketten,  die  sich  im  singulären  Soma 
durchdringen.  Die  zu  diesen  Cg  reciproken  Cg  beschreiben  eine  neue 
Cj,  gelegen  in  der  zum  singulären  Strahl  reciproken  ebenen  Kette; 
wir  nennen  diese  Cj,  die  in  der  canonischen  Form  durch 

(,'  0  1   1| 

dargestellt  wird,  zur  ersten  reciprok, 

D.  [11s    €] 


oo". 


*)  Aehnliche  Singularitörten  haben  auch  mehrere  der  später  aufzuzählenden 
Ketten. 
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Die  Vertheilung  der  Ketten  niederer  Dimension  in  dieser  bipla- 
naren  Og  kann  ähnlich  wie  unter  B.  durch  Abbildung  ihrer  Somen  auf 
Ebenen  (oder  Punkte)  eines  B^  veranschaulicht  werden.  Den  Ebenen 
eines  gewissen  Büschels  entsprechen  dabei  keine  Somen.  Die  C^  ent- 
halt u.  A.  oo^  Bündel  paralleler  Somen,  und  die  zu  diesen  reciproken 
Bündel  erfüllen  die  zur  vorgelegten  „redprok^^  C^,  die  im  angeführten 
Falle  zur  nämlichen  Basis  gehört. 

Ein  specielles  Paar  reciproker,  nämlich  zusammenfallender  C^  der 
vorliegenden  Classe  entsteht,  wenn  man  irgend  ein  Soma  der  drei- 
gliedrigen Gruppe  von  Bewegungen  unterwirft,  die  die  parallelen  Ebenen 
eines  Büschels  einzeln  in  Buhe  lassen.  Umfassender,  aber  ebenfalls 
noch  nicht  erschöpfend,  ist  eine  Erzeugung  von-  Q  der  besprochenen 
Classe  mit  Hülfe  der  UmscHraubungen  eines  Somas  um  die  Strahlen 
einer  planaren  Kettencongruenz. 

E.  jo  ,  ;  II 

Die  schon  besprochenen  zu  Büscheln  reciproken  biplanaren  C^. 
F.  j;   e  s  a) 

Die  triplanaren  C^,  die  Gebüsche  oder  dreidimensionalen  ausgezeichneten 
Ketten. 

[4J.      Vierdimensionale  Ketten. 

Bei  den  folgenden  Ketten  sehen  wir  der  Kürze  halber  von  der 
Angabe  gewisser  Erzeugungsarten  ab,  die  nach  dem  Muster  von  bereits 
vorgeführten  Constructionen  sich  finden  lassen,  und  theüen  nur  noch 
Constructionen  mit,  die  auf  einer  in  jedem  Falle  nachweisbaren  „Reci- 
procitäf'  dieser  Ketten  zu  solchen  beruhen,  die  bereits  construirt  sind. 


oo\ 


oo". 


A.  i;  1  1  ii 


oo^*. 


Die  aplanaren  Q.  Sie  sind  redproJc  zu  den  aplanaren  Q.  Jede 
solche  enthält  nämlich  oo^  aplanare  C^,  diese  liegen  in  je  einer  sjnek- 
tischen  C^  oder  geraden  Kette,  und  deren  reciproke  erfüllen  die  C^, 


B.  [l  s  1   1) 


cx>^\ 


Die  uniplanaren  nicht  synektischen  C^.  Sie  sind  reciprok  zu  den 
uniplanaren  nicht  synektischen  6^.  Jede  solche  enthält  nämlich  oo^ 
planare  Q;  die  zu  diesen  reciproken  Cj  erfüllen  die  Q. 

1    1    11 


c.  jo 


€      S      S  } 
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Die  synektischen  C^  oder  ebenen  Ketten,  die  zu  den  einzelnen 
Somen  reciprok  sind. 

D.  ja  .  ;  ;) 

Die  biplanaren  oder  ausgezeichneten  0^,  die  paarweise  zu  einander 
reciprok  sind. 

[5].     Fünfdimensionale  Ketten, 

A.  (1  1  ;  ;) 

Die  aplanaren  Q  sind  reciprok  zu  je  einer  aplanaren  C^.  Die  Q 
entsteht  aus  dieser,  indem  man  deren  Somen  allen  oo^  Umwendangen 
unterwirft,  und  wird  also  von  oo^  ebenen  Ketten  beschrieben. 

B.  \e     '    '   M 

l  E      S      S  l 

Die  planaren  oder  ausgezeichneten  Cg,  die  reciprok  sind  zu  den 
Gebüschen  paralleler  Somen. 

[6].     Die  sechsdimensionale  Kette. 
I  L   cx)^    Die  Gesammtheit  der  Somen,  eine  synektische  Kette. 

Es  hat  sich  also  herausgesteUty  dass  sich  bei  allen  Ketten  geameMsdie 
Erjseugtmgsweisen  angeben  lassen^  tmd  bei  den  meisten  sogar  solche  von 
sehr  einfacher  Beschaffenheit, 

Die  auf  im  Ganzen  zwanzig  Glassen  vertheilten  Somenketten  werden 
nun  in  ähnlicher  Weise  genauer  untersucht  werden  können,  wie  wir  die 
Strahlenketten  untersucht  haben. 

Das  BeoiprooitätsgesetB  der  Ketten  und  seine  Erweiterung. 

In  den  vorausgehenden  Erörterungen  liegt  ein  Satz,  der  als  äussersi 
merkwürdig  bezeichnet  werden  darf,  besonders  angesichts  des  Umstandes, 
dass  wir  den  darin  vorkommenden  Begriff  der  Reciprocitat  in  den 
einzelnen  Fällen  auf  sehr  verschiedenartige  Weise  erklart  haben. 

Sieht  man  vom  Inbegriff  aller  Somen  ah,  so  kann  man  jeder  Somen- 
kette  des  ersten  Blattes  eine  des  zweiten  derart  gegenüberstdlen,  dass  je. 
zwei  msammengehörige  oder  „redprokef^  Ketten  einander  wechsdtceise  be- 
stimmen dwrch  eine  geometrische  ConstrtMäon^  die  invariant  ist  gegen- 
über somaMschen  Prcjectivitäten. 

Die  Dimensionenmhlen  a/uf  diese  Art  gqmarter  Ketten  ergänzen 
einander  zu  einer  der  ZaMen  4,  6,  8. 


I 
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Die  den  DimensioDensummen  vier  und  acht  entsprechenden  Paare 
von  Ketten  haben  wir  bereits  übersichtlich  angeordnet  (S.  565 — 567). 
Die  übrigen  seien  hier  zusammengestellt: 

[lA] 

{0  0  11} 

2-oo" 

1 

[5A], 

[2A] 

{Olli} 

2-00" 

C'i 

1 

[4A], 

[2B] 

{0     6      1      1} 

2-oo" 

1 

[4B], 

[3A] 

{1111} 

oo« 

{1  1  1 

1) 

[3A], 

[3B] 

{«111} 

oo" 

{«11 

1} 

[3B], 

[3C] 

|o  ;  1  i| 

oo" 

1*  0  1 

[3C], 

[3D] 

{1    1   e    «} 

oo" 

{1  1  « 

0 

[3D]. 

Giebt  es  nun  nicht  eine  tiefer  gehende  Begründung  f&r  diese 
gewiss  auffallenden  Beziehungen?  Die  Antwort  lautet  ganz  ähnlich 
wie  bei  der  entsprechenden  Frage  der  Strahlengeometrie,  die  wir  sum- 
marisch erörtert  haben  (S.  410  u.  ff.): 

ÄUe  Ketten  lassen  sich  auf  die  eine  oder  andere  Art  als  geometrisch 
Oerter  von  Bündeln  paralleler  Somen  auffassen.  Die  reciproJcen  Ketten 
entsprechenden  Oerter  werden  dann  von  redproken  Bündeln  beschrieben 
tmd  erhalten  also  auf  diese  Weise  die  gleiche  Dimensionenzdhl. 

Zur  richtigen  Auffassung  dieser  Behauptung  muss  man  beachten, 
dass  eine  Kette  auf  mehrere  Arten  Oerter  yon  Somenbündeln  bestimmen 
kann,  die  dann  nicht  alle  auch  zur  Erklärung  der  Kette  brauchbar 
sein  werden. 

Das  nachgewiesene  Reciprocitätsgesetz  erstreckt  sich  offenbar  weit 
über  die  Geometrie  der  Ketten  hinaus.  Denn  natürlich  kann  man 
principiell  das  Somenbündel  als  Baumelement  einführen,  in  ähnlicher 
Weise,  wie  wir  es  bei  dem  analogen  Begriff  des  Parallelenbüschels 
gezeigt  haben  (§  34).  Ja  man  kann  diese  Figur  auch  in  ganz  gleicher 
Weise  wie  jene  durch  ein  System  ,,homogener^'  Goordinaten  i$2;  Sq...1S^, 
00  •  •  •  ^8  darstellen,  von  denen  die  acht  letzten  durch  eine  bilineare 
Gleichung  verbunden  sind.  Oerter  von  Somen  werden  jetzt  auf  ähn- 
liche Art  gepaart,  wie  zuvor  Oerter  von  Strahlen;  und  man  kann  auch 
analytische  Transformationen  der  gepaarten  Bündel  untersuchen,  die 
dann  die  Dimensionen  von  Somenmannigfaltigkeiten  in  der  Regel  ändern 
werden.  Diese  Transformationen  bilden  eine  unendliche  Gruppe  von 
Berührungstransformationen  im  Somencontinuum. 
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Das  der  gewohnlichen  projecHven  Geometrie  angehörige  sogenannte 
Princip  der  Dualität  ist  von  der  hier  besprocftenen  Art  der  Bedprödi&t 
geometrischer  Figuren  ein  specialer  FaU. 

Wir  müssen  uns  mit  dieser  Andeutnng  über  einen  reizvollen^  aber 
wohl  nicht  ganz  leicht  and  jedenfalls  nicht  kurz  zu  behandelnden 
Gegenstand  begnügen. 


Das  Parasoma. 

Bis  hierher  haben  wir  den  Begriff  des  Soma  so  umgrenzt^  dass 
er  sich  mit  dem  Grundbegriff  der  Kinematik,  nämlich  dem  B^riff  der 
Lage  eines  starren  Körpers  im  Euklidischen  Räume,  vollkommen  deckt 
Wiewohl  wir  nun  in  der  projectiven  Geometrie  der  Somen  erst  wenige 
Schritte  gethan  haben,  so  sind  wir  doch  schon  genöthigt  gewesen, 
gerade  einem  wichtigen  unter  den  aufgestellten  Sätzen  eine  Ein- 
schranknng  hinzuzufügen,  die  nicht  in  der  analytischen  Natur  des 
Stoffes,  sondern  in  der  Begrenztheit  des  bezeichneten  Standpunktes  und 
einer  gewissen  Unvollkommenheit  der  angewendeten  Hülfsmitiel  ihren 
Ursprung  hat.  Es  ist  klar,  dass  man  zu  manchen  tiefer  liegenden  und 
allgemeineren  Sätzen  nur  dann  wird  vordringen  können,  wenn  man 
die  Somenmannigfaltigkeit  zu  einem  abgeschlossenen  und  invarianten 
algebraischen,  oder  wie  wir  hierfür  sagen,  naMirlichen  QmtifUium  er- 
gänzt, und  gleichzeitig  „imaginäre^'  Somen  einführt.  Wir  wollen  nur 
den  ersten  Punkt  und  auch  diesen  nur  theilweise  besprechen.  Wir 
werden  einen  neuen  Begriff  erklären,  den  wir  Parasoma  nennen.  Die 
bisher  Somen  schlechthin  genannten  Figuren  nennen  wir  nunmehr  eigenitr 
liehe  Somen,  und  wir  brauchen  das  Wort  Soma  selbst  fernerhin  für  die 
eigenüiche  und  Parasomen  eusa/mmen. 

Wir  gehen  zunächst  von  den  bisher  verwendeten  Coordinaten 
„erster  Art"  eines  eigentlichen  Soma  zu  solchen  „zweiter  Art**  über, 
die  wie  folgt  erklärt  sind: 

(13) 


äSni   = 


'Ol 


^n  = 


*0  *01 
*lt8*S8 
*02  *08 
*81   *18 


<^AO     


'02 


äSmi    = 


'81 


*0  *02 
*128^1 
*08  *01 
*12   *23 


3Sm  = 


'08 


äSi9  = 


'12 


*0  ^*08 
*123^12 
^01  *02 
*2S   ^12 


Jetzt  ergiebt  sich,  zunächst  analytisch  definirt,  der  neue  Begriff 
des  Parasomas  in  ähnlicher  Weise,  wie  in  der  Strahlengeometrie  der 
Begriff  des   Punktstrahls  (S.  258  u.  ff.):    Das   Parasoma   wird    erklärt 
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durch  die  bis  jetzt  ausgeschloasen  gebliebenen  Coordinaten  zweiter  Art, 
die  den  Gleichungen  äS^==0  und 

(14)  SSq^  ö&„  +  äSo^  ^31  +  äS^  ^12  =  0 

genügen.  Sogleich  folgt ,  dass  die  Mannigfaltigkeit  aller  oo*  eigent- 
lichen Somen  und  oo^  Parasomen  ein  abgeschlossenes  Contifmum  bildet, 
das  eindeutig -umkehrbar,  ohne  irgend  welche  Ausnahmestellen,  ab- 
bildbar ist  z.  B.  auf  eine  algebraische  Punktmannigfaltigkeit  M^,  die 
in  einen  ebenen  Baum  von  15  Dimensionen  yerläuffc,  und  eine  mit 
§^i  holoedrisch- isomorphe  projective  Gruppe  gestattet  (vgl.  S.  278  u.  ff., 
sowie  §  32),  übrigens  erschöpfend  als  partieller  Schnitt  quadratischer 
Mannigfaltigkeiten  dargestellt  werden  kann.  Endlich  ist  zu  bemerken, 
dass  gegenüber  den  somatischen  Gollineationen  die  Parasomen  ersten 
und  zweiten  Blattes  sich  genau  wie  die  Geraden  im  Plücker^schen 
Liniencontinuum  verhalten,  und  dass  daher  die  Coordinaten  der  Para- 
somen beider  Blatter  contragredient  transformirt  werden. 

Wdcher  geometrisdie  Begriff  —  analog  dem  zwm  ,,PunktsiraM*^  ge- 
hörigen Paraüdenbündd  der  radial- projectiven  Geometrie  —  toird  nun 
mit  dem  erklärten  analytischen  Begriff  des  Farasomas  m  verbinden  sein? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ergiebt  sich  genau  so  wie  in  dem 
zur  Erleichterung  des  Verständnisses  erwähnten  einfacheren  Falle.  Wir 
betrachten  die  ebene  Kette,  die  zu  einem  eigentlichen  Soma  3S  reciprok 
ist  und  also  alle  zu  SS  symmetralen  eigentlichen  Somen  31  enthalt. 
Wir  lassen  nun  SS  so  ins  Unendliche  rücken,  dass  ein  bestimmtes  Para- 
soma  daraus  entsteht,  und  erhalten  im  Grenzfall  die  Gleichungen: 

^   ^  ss^ai,  +  ss^ai^        *    -«^5^3  =  0, 

^^ai^-as^^3i^  +  ^n3i,        ♦    =0. 

Diese  bestimmen  aber  offenbar  eine  ausgezeichnete  Q  (die  in  der 
durch  die  erste  Gleichung  allein  dargestellten  ausgezeichneten  C^  ge- 
legen ist).  Wir  können  aiso  sagen,  die  Somen  jeder  vierdimensionalen 
ausgezeichneten  Kette  seien  zu  einem  bestimmten  Parasoma  (des  anderen 
Blattes)  y^symmetrdl^.  Zu  der  in  dieser  Erweiterung  des  Begriffs  „sjm- 
metral^'  liegenden  Beantwortung  der  aufgeworfenen  Frage  kommt  man 
übrigens  auch  unschwer  durch  eine  geometrische  Betrachtung.  —  Die 
weitere  Consequenz  ist  nunmehr,  dass  irgend  zwei  Parasomen  (ver- 
schiedener  Blatter)  zu  einander  ^^symmetral^  zu  nennen  sind.  Als 
mindestens  doppelt -symmetral  werden  wir  sie  bezeichnen,  wenn  jedes 
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der  gehörig  er^nzten  ausgezeiebneten  C4  angehört^  die  durch  das  andere 
bestimmt  wird.  Dies  tritt  dann  ein,  wenn  jede  der  beiden  C^^  mit 
der  reciproken  der  anderen  ein  Gebüsch  gemein  hat,  oder  wenn  die 
entsprechenden  Oeraden  des  Liniencontinuums  einander  schneiden: 

(16) 

Dreifach-symmeiral  endlich  werden  wir  zwei  Parasomen  dann  nennen, 
wenn  die  zugehörigen  Q  zu  einander  reciprok  sind,  oder  wenn  die 
entsprechenden  Geraden  zusammenfallen: 

^       ^  =  5^28=5^81  :  5^12  -^01  -^02  •  2^08- 

(Vgl.  S.  263.)  Alle  diese  Beziehungen  sind  invariant  gegenüber  §31.  — 
Wir  verfolgen  solche  Betrachtungen  nicht  weiter,  sondern  heben  nun- 
mehr das  Wesentlichste  davon  in  folgenden  Sätzen  hervor: 

Die  MannigfaUigkeit  der  00^  eigentlichen  Somen  wird  durdi  SRn- 
mfügung  der  00*  Parasomen  zu  einem  in  Bezug  auf  die  Gruppe  §^^ 
natürlichen  Continuum  ergänzt  Die  einzelnen  Stellen  dieses  ConHnwwis 
sind  eindeutig -umkehrbar  zugeordnet  den  00^  vierdimensiondlen  synek- 
tiscJien  (ä>enen)  Ketten  und  den  00*  vierdimensionalen  ausgezeicfvneten 
Ketten. 

Die  somatisch'projective  Geometrie  redueirt  sich,  wenn  nur  Para^ 
somen  betrachtet  werden,  auf  die  Plücker'sche  Liniengeometrie.  (Vgl.  S.568.) 

Erwähnung  verdient  vielleicht  noch  der  Umstand,  dass  erst  drei 
Somen,  die  zu  einem  Parasoma  symmetral  sind,  eine  specielle  Lagen- 
beziehung haben  müssen,  während  das  Entsprechende  in  der  Strahlen- 
geometrie schon  bei  zwei  Strahlen  eintritt.  —  Einige  wichtige  Folge- 
rungen liegen  femer  in  folgenden  Sätzen: 

Der  für  die  eigenüichen  Figuren  bereits  nachgewiesene  Zusammen^ 
hang  zwischen  der  somatisch- projediven  Geometrie  in  einer  d>enen  Kette 
und  der  radial- prqjectiven  Geometrie  im  SiraJdehcontinu/um  erstreckt  sich 
auch  auf  die  Ergänzungen  dieser  Continua  durch  Pa/rasomen  und  Punkt- 
straJden. 

Beim  Uebergang  von  einem  veränderlichen  eigentlichen  Soma  zu 
einem  bestimmten  Parasoma  zerfälU  die  zu  dem  Soma  reciproke  ebene 
Kette  in  die  dem  Parasoma  zugeordnete  ausgezeichnete  Kette  und  in  das 
Continuum  aller  Parasomen. 


i 


Gruppentheoretisches.  579 

Wir  werden  von  dem  Parasoma  in  der  vorliegenden  Skizze  weiter 
keinen  Gebrauch  zu  machen  haben;  ganz  übergehen  mochten  wir  diesen 
Grundbegriff  indessen  nicht. 

GmppentlieoretisoheB. 

Führt  man  irgend  eine  Art  nicht  ausgezeichneter  Ketten  als  Raum- 
element ein,  so  erhält  man  stets  eine  zur  Gruppe  ^j^  AötoeÖnscÄ- iso- 
morphe Gruppe,  die  in  mannigfacher  Weise  als  projective  Gruppe  dar- 
gestellt werden  kann.  Auf  einige  besonders  interessante  unter  diesen 
Gruppen  beziehen  sich  die  folgenden  Sätze: 

Führt  man  die  dreidimensionalen  aplanaren  Somenketten  als  Baum- 
elemente  ein,  so  entsteht  aus  §ji  eine  primitive  Gruppe  des  Baumes 
2?i5,  die  hei  geeigneter  Coordinatenwähl  als  projective  Gruppe  erscheint 
und  dann  identisch  wird  mit  einer  Gruppe,  die  aus  der  Adjungirten  der 
aügem^nen  prqjectiven  Gruppe  des  gewöhnlichen  Raumes  durch  einen 
gewissen  Erweiterungsprocess  abgeleitet  werden  kann,     (Vgl.  S.  393  u.  ff.) 

CorrelaMv  zu  dieser  Gruppe  ist  eine  andere  Gruppe,  zu  der  man 
gelangt,  wenn  man  die  Somenbündd  auf  eine  geeignet  gewählte  Funkt- 
mannigfiütigkeit  Mg'  abbildet    (Vgl.  S.  420  u.  ff.) 

Bemerkenswerth  ist  femer,  dass  nicht  nur  im  Baume  R^  zwei 
wesentlich- verschiedene  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  der  Gruppe 
§^^  sich  nachweisen  lassen,  sondern  auch  im  Baume  Rj.  Eine  von 
diesen  letzten  erhält  man  durch  Einführung  der  Somenbüschel  oder  der 
zu  diesen  reciproken  Ketten;  die  andere  ist  in  einer  Gi-uppe  mit  32  Para- 
metern enthalten,  die  vollkommen  analog  ist  zu  der  auf  Seite  240  erörterten 
Gruppe  F^g.    Dies  führt  uns  zu  einer  ohnehin  nahe  liegenden  Frage: 

Lässt  sich  eine  geometrische  Figur  nachweisen,  die  sich  m  dem 
Soma  ähnlich  verhalt,  wie  das  Gewinde  zum  Strahl? 

Hierauf  lässt  sich  eine  bejahende  Antwort  finden;  es  giebt  sogar 
(wenigstens)  zwei  solche  Figuren,  die  von  sieben  Gonstüiten  abhängen, 
und  durch  acht  homogene  Goordinaten  darzustellen  sein  werden.  Zu 
einer  von  diesen,  die  etwa  als  „Qypersoma^^  bezeichnet  werden  kann, 
kommt  man,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Gruppe  der  Bewegungen 
durch  die  mit  ihnen  vertauschbaren  Dilatationen  zu  einer  sieben- 
gliedrigen  Gruppe  von  Berührungstransformatiohen  erweitert  wird,  und 
dass  auch  diese  noch  durch  unsere  Parameter  (c(,  j3),  unter  Benutzung 
der  gleichen  Formeln  für  deren  Zusammensetzung,  dargestellt  werden 
kann*).     An  Stelle  der  Punkte  des  einzelnen  Soma  treten  im  Hyper- 

*)  Mit  Hülfe  von  Systemen  complexer  GrösBen,  die  die  Quatemionen  ent- 
halten, kann  man  noch  eine  Reihe  umfassenderer  Gruppen  bequem  darstellen  und 
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8oms  dann  Engeln  von  (anch  den  Vorzeichen  nach)  gleichen  Radien. 
Diese  einigermaassen  verwickelte  Figur,  die  bei  rein  geometrischer  Be- 
trachtung mit  dem  übrigens  ja  auch  nicht  ganz  einfachen  Gewinde  so 
wenig  Verwandtschaft  zu  haben  scheint,  wie  nur  möglich,  weist  dennoch 
bis  in  yiele  Einzelheiten  hinein  analoge  Eigenschaften  auf.  Zu  diesen 
Eigenschaften  gehört  auch  die,  dass  das  Hypersoma  nicht  nur  zu  einer 
der  radial -projectiven  Geometrie  vergleichbaren  Geometrie  der  Somen 
in  Beziehung  gesetzt  werden  kann,  sondern  auch  noch  zu  einer  anderen 
Ai*t  von  Geometrie,  die  der  PI  ück  er 'sehen  Liniengeometrie  an  die 
Seite  gestellt  werden  darf,  und  deren  unmittelbare  Verallgemeinerung 
bildet.  Diesen  neuen  Gegenstand  wollen  wir  nunmehr  betrachten, 
jedoch  aus  einem  anderen  Gesichtspunkt. 

Die  pseudcoonformen  Transformationen  der  Somen. 

In  der  folgenden  Andeutung  über  eine  weitere  Art  von  „Geometrie 
der  Somen''  werden  wir,  um  Eintönigkeit  zu  vermeiden,  einen  anderen 
Gedankengang  einschlagen  als  bisher. 

Wir  machen  jetzt  die  Annahme,  dass  die  Parameter  (a,  ß)  der 
Bewegung,  die  aus  dem  Protosoma  ein  eigentliches  Soma  X  hervor- 
gehen lassen,  durch  die  Gleichung  (9)  S.  176  verbunden  seien,  benutzen 
also  als  Goordinaten  acht  im  gewöhfdichen  Sinne  des  Wortes  homogene 
Grössen,  die  durch  die  quadratische  Gleichung  |-(XX)  «»  0  oder 

(18)  ^0^28     I     *01  *23     I     *(B*81  "T  *08*12  ***  " 

verbunden  sind.  Die  hiermit  erklärte  Mannigfaltigkeit  erganzen  wir 
von  vom  herein  zu  einem  abgeschlossenen  Gontinuum,  indem  wir  solche 
Werthsysteme,  die  den  Gleichungen  3£q  =  3£oi  =  3£(a  =  X03  =  0  genügen, 
ebenfalls   zulassen   und   als  Goordinaten  eines  Pseudosoma  bezeichnen. 


zusammensetzen.  So  die  Aehnlichkeitstransformationen  im  Räume  von  vier  oder 
drei  Dimensionen  (Papers  from  the  Chica^fo  Congress,  New  York  1896,  p.  879), 
und  natürlich  alle  mit  diesen  gleichznsammengesetzten  Gruppen,  darunter  eine 
elfgliedrige  gemischte  Gruppe  von  B.  T.,  die  die  im  Texte  genannte  Gruppe  um- 
fasst.  Die  Aehnlichkeitstransformationen  des  gewöhnlichen  Baumes  hat  nener- 
dings  Herr  Combebiac  in  dieser  Weise  behandelt  {CalciU  des  Triqwxtemiims, 
Th^se,  Paris  1902). 

Es  mag  erlaubt  sein,  hier  noch  eine  besonders  haudliche  Schreibart  der  zu- 
erst erwähnten  allgemeineren  Formeln  herzusetzen:  In  nicht  homogener  (restalt 
werden  sie  geliefert  durch  die  Quatemionengleichungen 

x'  =^ä (xb  +  c)    und    x  =  ä  (a?&  +  c) 

oder  durch  die  ähnlich  gebildeten  Gleichungen 

o:' — s  (y-f-|Ja?)ä    und    x'  ^  {y -{-  ßx)ü. 
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Auf  eine  Erörterung  über  die  geometrische  Deutung  dieses  analytischen 
Begriffs  lassen  wir  uns  nicht  ein^  sondern  formuliren  sogleich  den 
folgenden  Satz,  dessen  Beweis  und  nahe  liegende  Verallgemeinerung 
hier  ebenfalls  keinen  Platz  finden  können: 

Jede  analytische  TrcMsfarmdHanj  die  im  Contimmm  der  oo*  eigentr 
liehen  und  oo'  Pseudosamen  überall  wohldefinirtf  eindeutig  und  stetig  ist, 
gehört  einer  sogenannten  gemischten  Gruppe  ^^,  S^^  mit  acMundewamig 
Parametern  an,  deren  cantinuirliche  Untergruppe  §^^  einfach  ist. 

Diese  Transformationen  werden  nämlich  erschöpft  durch  die  linearen 
Transformationen  der  Coordinaten  Xq  . . .  dc^^,  die  das  Bestehen  der  quor 
dratischen  Gleichung  (18)  nicht  zerstören. 

Es  folgt  nun  aus  bekannten  Thatsachen,  dass  die  Gruppe  §,g,  S^ 
imaginär-ähnUch  ist  zur  Gruppe  der  conformen  Transformationen  eines 
ZTes  yon  sechs  Dimension^,  und  dass  sie  yoUig  charakterisirt  wird 
bereits  durch  die  Invarianz  der  (neben  (18)  zu  stellenden)  Monge- 
sehen  Gleichung 

(19)  dXod3Ei„  +  dXoid3E„  +  dJL^dH^^  +  dH^dHi^^  =  0. 

Wir  nennen  deshalb  unsere  Transformationen  der  Somen  pseudoconform*) 
und  bemerken,  dass  die  Gleichung  (19)  und  ebenso  die  entsprechende 
endliche  Gleichung 

(20)  (3E?))  =  3E,D„,  +  •  •  •  +  Xu.?)o  4- •    --0 
sehr  leicht  geometrisch  gedeutet  werden  kann: 

Die  pseudoconformen  Transformationen  der  Somen  haben  die  ^benr 
faüs  charakteristische  Eigenschaft,  consecutiven  mgenüichen  Somen,  die 
durch  eine  infinitesimale  Drehung  (oder  Schidnmg)  in  einander  über- 
geführt werden  können,  Somen  gleicher  Eigenschaft  mufuardnen. 

Sie  haben  in  Folge  dessen  auch  noch  die  weitere  Eigenschaft,  aus 
irgend  einer  Botationslcette  im  Allgemeinen  wieder  eine  solche  oder  auch 
eine  Schidmngskette,  ein  Buchet  paraUder  Somen,  hervorgehen  zu  lassen. 

Der  hier  gemachte  Zusatz  ,,im  Allgemeinen^  hat  folgenden  präeisen 
Sinn:  Es  wird  nur  eine  solche  Umgebung  eines  eigentlichen  Somas 
betrachtet,  in  der  kein  Soma  liegt,  das  durch  die  Transformation  in 
ein  Pseudosoma  übergeht. 

*)  Uebrigens  würde  der  Ausdruck  „pseudoprojectiv*^  wohl  ebensogut  —  oder 
ebensoschlecht  —  am  Platze  sein. 
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Die  reichhaltige  Geometrie  der  Gruppe  ^js?  ^as  tÖDnen  wir  hier 
nicht  auch  nur  so  ausfahrlich  behandeln,  wie  wir  die  der  Gruppe  §^i 
behandelt  haben.  Wir  betrachten  die  Gruppe  ^^s?  ^28  ^^^^  überhaupt 
nur  aus  systematischen  Gründen.  Wir  wollen  aber  ihre  Bedeutung  ins 
Licht  setzen,  indem  wir  deren  Zusammenhang  mit  einem  schönen  Satze 
des  Herrn  G.  Königs  darlegen*).  Dieser  Satz  kann  nämlich  folgender- 
maassen  formulirt  und  ergänzt  werden: 

Wenn  eine  analytische  Sdiaar  von  cx)*"  eigentlichen  Bornen  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  je  zwei  benachbarte  Somen  der  Schaar  durch  eine  Boia- 
tionskette  oder  eine  Schiebungskette  verbunden  werden  können,  so  kann 
ihre  Dimensionenzahl  r  höchstens  den  Werth  drei  hohen. 

Hat  sie  den  WerÖi  drei,  so  können  auch  je  zwei  endlich-verschiedene 
Somen  der  Schaar  durch  eine  der  beschriebenen  Ketten  verbunden  werden, 
die  ganz  in  der  Schaar  verläuft 

Die  Figur  hängt  dann  nur  von  sechs  Constanten  ab  und  kann  auf 
eine  der  folgenden  Arten  geometrisch  erzeugt  werden: 

1)  Ein  Soma  wird  auf  aUe  möglichen  Weisen  entweder  an  Ebenen 
oder  an  Punkten  des  Baumes  gespiegelt  (oder,  im  zweiten  FaUe,  ein 
Soma  wird  oMen  Schiebungen  unterworfen)**). 

2)  Ein  Som>a  wird  der  dreigliedrigen  Gruppe  aller  Drehungen  um 
einen  eigentlichen  oder  uneigentlichen  Punkt  unterworfen**),  — 

Durch  die  Transformationen  der  Gruppe  §^8  ^^den  die  oo*  Schaaren 
der  ersten  unter  diesen  beiden  Familien  transitiv  unter  einander  vertauscht. 
Sie  bilden  also  eine  einzige  Glosse  äquivalenter  Figuren.  Ebenso  bildai 
die  oo®  Schaaren  der  zweiten  Familie  eine  Classe,  nachdem  man  nodi 
das  Continuum  der  oo*  Pseadosomen  hinzugefügt  hcU.  Die  Transforma- 
tionen der  Scholar  S^^  vertauschen  beide  Glossen. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  (von  dem  genügend  bekannten 
Falle  r  ^=^1  abgesehen)  auch  die  der  Annahme  r  =  2  entsprechenden 
Mannigfaltigkeiten  auMhlen.  Es  ergeben  sich  aber  hier  natürlich 
unendlich  viele  Glassen,  die  man  auf  fünf  Familien  vertheilen  kann. 
Die  Schaaren  jeder  Familie  werden  durch  die  Gruppe  §^g  nur  unier 
einander  oder  (in  zwei  Fällen)  mit  Mannigfaltigkeiten  von  Pseudosomen 
vertauscht.  Drei  von  diesen  Familien  sind  enthalten  in  einer  oder 
zwei  der  soeben  bespi^ochenen  Schaaren  von  oo^  Somen;  die  beiden 
übrigen  Familien  aber  haben  ein  hohes  Interesse.  In  ihre  Theorie 
gehört  nämlich  einer  der  (dem  Grundgedanken  nach)  schönsten  Sätze 

*)  Vgl.  Königs,  Le9on8  de  Cinämatique,  Art.  84,  86. 

**)  Es  entstehen  also  specielle  unter  den  Figuren,  die  in  unserer  Greometrie 
der  Ketten  aufgetreten  sind.     Vgl.  S.  671—673. 
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der  Kinematik,  den  man  Herrn  Ribaucour  verdankt*).  Man  kommt 
femer  yon  diesen  Betrachtungen  aus  zu  einem  interessanten  Satze  des 
Herrn  P.  Stäckel,  der  bereits  aus  der  Theorie  der  Deformation  der 
Flächen  eine  Oruppe  mit  28  Parametern  abgeleitet  hat**).  Diese 
Gruppe  entsteht  nämlich  aus  der  unsrigen  (zu  der  sie  ausserdem  noch 
reell -ähnlich  ist)  durch  Wechsel  des  Raumelementes. 

Wir  müssen  uns  eine  eingehendere  Untersuchung  dieses^  wie  wir 
glauben,  für  die  Differentialgeometrie  äusserst  wichtigen  Gegenstandes 
für  eine  andere  Gelegenheit  vorbehalten.  Hier  bemerken  wir  noch, 
dass  man  vorsichtig  zu  Werke  gehen  muss,  sobald  man  auch  imaginäre 
Figuren  zu  betrachten  hat.  Wir  hätten  das  Wort  Soma  in  diesem 
Falle  gar  nicht  brauchen  dürfen;  denn  nur  im  reellen  Gebiete  sind 
wenigstens  die  eigentlichen  Somen,  wie  wir  sie  zuvor  erklärt  hatten, 
mit  den  verwandten  Figuren  identisch,  die  zur  Gruppe  ^^s?  ^98  gehören. 
(Man  vergleiche  die  Erörterungen  in  §  28  über  den  Unterschied  der 
Begriffe  Strahl  und  gerade  Linie.)  Ueberhaupt  wird  bei  weiterem 
Vordringen  in  dieses  Gebiet  die  Terminologie  einer  sorgfältigeren  Aus- 
bildung bedürfen.  — 

Die  Gruppe  ^,6  ^i^^hält  eine  continuirliche  Untergruppe  mit  22 
Parametern,  deren  Transformationen  die  charakteristische  Eigenschaft 
haben,  eigentlichen  (reellen)  Somen  durchweg  wieder  solche  anzuordnen, 
und  die  also  alle  analytischen  Transformationen  umfasst,  die  Botations- 
ketten  ausnahmslos  ebensolche  (und  parallelen  Somen  wieder  parallele 
Somen)  zuordnen. 

In  dieser  Gruppe,  die  man  als  ein  Seitenstück  zur  Gruppe  der 
affinen  Transformationen  im  Liniencontinuum  betrachten  kann,  liegt 
die  Gruppe  aller  Transformationen  der  eigentlichen  Somen,  die  gleich- 
zeitig pseudoconform  und  projectiv  sind,  und  abo  verglichen  werden 
können  den  Aehnlichkeitstransformationen  der  reellen  eigentlichen  Ge- 
raden oder  Strahlen,  die  gleichzeitig  projectiv  und  radial-projectiv  sind. 
Während  aber  die  oo''  Aehnlichkeitstransformationen  eine  (im  üblichen 
Sinne  des  Wortes)  continuirliche  Gruppe  bilden,  ergiebt  sich  hier  eine 
(lediglich  durch  den  verschiedenen  Charakter  der  Dimensionenzahlen 
bedingte)  Abweichung  von  der  sonst  vorhandenen  Analogie: 


^  Ribaucour,  Sur  la  d^formatum  des  surfaceSy  Comptes  rendus,  t.  LXX, 
1870,  p.  330.  Vgl.  Darboux,  Theorie  des  Surfaces,  I,  Paris  1887,  Art.  68—61. 
Königs,  Cinämatique ,  Art.  84.  —  Der  von  den  genannten  Autoren  reproducirte 
Satz  von  Ribaucour  ist  übrigens  incorrect,  und  die  vorliegende  Fassung  ent- 
fernt sich  auch  ziemlich  weit  von  der  Wirklichkeit.  Eine  berichtigte  Formulirung 
denken  wir  an  anderer  Stelle  mitzutheilen. 

**)  Comptes  Rendus.    t.  CXXI,  1895,  p.  896. 
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Die  Gesammfheit  aMer  Transformationen  der  eigentlichen  Somen,  die 
zugleich  pseudoconform  und  projectiv  sind^  bildet  eine  gemischte  Gruppe 
§18;  As  ^"^^  dreizehn  Parametern. 

IHese  Gruppe  ist  demnach  dadurch  erklärt,  dass  sie  im  Infinitesi- 
maien,  und  folglich  auch  im  Endlichen^  gerade  Ketten  und  BoiaHons- 
ketten  in  ebensolche  Oberfiihrt, 

Sie  besteht  aus  allen  Transformaüonen  der  Gruppe  §^1,  die  mit  den 
m  ihnen  discordcmten  zt^ammenfaUen,  oder  oUso  das  Ud>ereinanderliegen 
von  zwei  Somen  verschiedener  Blätter  nicht  zerstören. 

Die  Aehnlichkeitstransformationen  der  Somen  (S.  560)  gehören 
trivialer  Weise  auch  noch  zu  dieser  Oruppe.  Wir  betrachten  naher 
nur  die  in  ^^3,  S^^  enthaltenen  synektischen  Transformationen ,  die 
äusserst  merkwürdige  Eigenschaften  haben.  Wir  nennen  sie  orthogonal, 
weil  sie,  in  dualen  Goordinaten  dargestellt,  die  dual-quadratische  Form 

(21)  (XX)  =  X,»  +  Z,«  +  X,«  +  X, 

nur  um  einen  (dualen)  Factor  ändern. 

Die  Geometrie  der  orthogonalen  Transformationen  der  Somen. 

Die  orthogonalen  Transformationen  bilden,  wie  ohne  Weiteres  klar 
ist,  eine  gemischte  Gruppe  §^^,  06^2  ^^  zwölf  Parametern,  deren  Trans- 
formationen als  eigentlich  {§^^  und  uneigentlich  (S^^)  unterschieden 
werden  können. 

Ein  Blick  auf  den  Ausdruck  (21)  zeigt  nun,  dass  in  der  Geo- 
metrie dieser  Gruppe  der  orthogonalen  somalischen  TVansformaUonen 
der  ganze  BegriffsinhoHt  der  Nicht-EuMidischen  Geometrie  im  Baume 
positiver  Krümmung  eine  neue  und  wesentlich  erweiterte  geometrische 
Deutung  finden  muss*). 

Wir  werden  nachweisen,  dass  den  Grundbegriffen  der  Nicht 'EuMv- 
dischen  Geometrie,  insbesondere  im  sogenannten  elliptischen  Baume,  bei- 
nahe eben  so  dnfache,  und  dabei  mit  den  Hülfsmitteln  der  Elementar- 
geometrie zu  erklärende  Begriffe  der  gewöhnlichen  Kinematik  an  die  Seite 
gestetlt  werden  können^  die  unter  einander  —  im  Grossen  und  Ganzen  — 
denselben  Zusammenhang  haben  wie  jene,  und  wir  werden  diesen  Cre- 
danken  durch  einige  Anwendungen  erläutern. 

Dass  den  Begriffen  Punkt,  Gerade,  Ebene  die  Begriffe  eigenäiches 
Soma,  gerade  Kette,  ebene  Keile  parallel  laufen,  haben  wir  schon  gesehen. 


*)  Wegen  der  anzuwendenden  YorsichtsmaBsregeln  vergleiche  man  Seite  669. 
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Was  aber,  müssen  ivir  nun  fragen,  entspricht  dem  Begriff  „Entfernung 
zweier  Punkte^',  da  ja  doch  anf  diesem  die  weiteren  Begriffe  Winkel, 
Flächeninhalt  und  Yolnmen,  nnd  schliesslich  die  entlegensten  Sätze 
der  Differentialgeometrie  beruhen  und  auch  für  diese  ja  die  Möglichkeit 
einer  Uebertragung  auf  die  Kinematik  in  Anspruch  genommen  wird? 
Die  Antwort  lässt  an  Einfachheit  Nichts  zu  wünschen  übrig.  Bedeutet 
2'9'  den  (mod.  2  je  bestimmten)  Drehungswinkel  imd  2i}  die  Schiebungs- 
grösse  der  Schraubung,  die  das  eigentliche  Soms  X  mit  einem  a;nderen 
T  zur  Deckung  bringt,  und  nennen  wir  dann  d'  -{-  tjb  die  duale  Ent- 
fernung der  beiden  Somen  (wobei  wie  immer  das  Vorzeichen  willkür- 
lich bleibt),  so  findet  sich  sofort 

(22)  arc  Cos    ^^? =  -ö-  +  ««• 

Die  orthogonalen  Transformationen  der  Somen  haben  daher  die 
(charakteristische)  Eigenschaft,  die  duale  Entfernung  jnoeier  eigentlicher 
Somen,  oder  also  den  Drehu/ngswirikd  und  die  Schidmngsgrösse  der  durch 
beide  bestimmten  Bewegung  nicht  eu  jserstören. 

Von  den  zahlreichen  Folgerungen,  die  sich  nunmehr  mit  leichter 
Mühe,  ziehen  lassen,  führen  wir  nur  einige -wenige  und  ganz  specielle 
ausdrücklich  an,  solche  aber,  die  wir  für  besonders  wichtig  halten. 
Wir  bedecken  etwa  das  erste  Blatt  des  Somencontinuums  wiederum 
mit  zwei  Blättern,  durch  Adjunction  von  V^X.  Wir  erhalten  dann 
ein  neues  Continuum  „orientirter'^  Somen,  analog  dem  Punktcontinuum 
der  sphärischen  (Biemann'schen)  Geometrie. 

ÄUe  synektischen  Transformationen,  die  im  Continuum  der  (reellen) 
orientirten  eigentlichen  Somen  überall  wohl  deßnirt,  eindeutig  und  stetig 
sind,  bilden  eine  continuirliche  Gruppe  ^^o  ^^^  ^  Barometern, 

Diese  besteht  oms  allen  dual-confbrmen  Transformationen  der 
Somen,  d.  h,  den  synektischen  Transformationen,  die  die  duale  Entfernung 
consecutiver  eigentlicher  Somen  X,  X  -f-  dX  um  einen  lediglich  von  der 
Stelle  X  abhängigen  (dualm)  Proportionalitätsfactor  ändern. 

Diese  Gruppe  somatischer  Transformalionen  kann  auch  dadurch  erklärt 
werden,  dass  ihre  Transformationen  synektisch  sind  und  aus  Somenkugdn 
stets  wieder  solche  hervorgehen  lassen. 

Unter  einer  Somenkugel  verstehen  wir  natürlich  eine  durch  die 
Gleichung  ^  -|-  i^c  ss  const.  erklärte  Mannigfaltigkeit,  d.  h.  den  In- 
begriff aller  eigentlichen  Somen  Y,  die  aus  einem  g^ebenen  Soma  X 
durch  Schraubungen  hervorgehen,  deren  Drehnngswinkel  2^  und  Schie- 
bungsgrösse  2ij  gegeben  sind. 
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Der  vollständige  Durchschnitt  der  Gruppe  §^  mit  der  Gruppe  der 
prcjectiv '  somatischen  oder  auch  mit  der  Gruppe  der  pseudoconformen 
Transformationen  ist  die  Gruppe  der  orOiogonaien  Transformcdionen  der 
Somen. 

Nachdem  wir  hiermit  nnsere  Gruppe  ^,, ,  S,,  auf  nicht  weniger 
als  drei  verschiedene  Arten  als  Durchschnitt  an  sich  interessanter 
Gruppen  erkannt  haben,  wird  es  lohnend  sein,  sie  noch  etwas  luLher 
zu  betrachten.  Wir  überlassen  es  dem  Leser,  sich  selbst  deutlich  zu 
machen,  welche  Begriffe  und  Sätze  der  Nicht  -  Euklidischen  Geometrie 
nunmehr  auf  die  E^nematik  übertragen  werden. 

Die  Parametergruppen  der  Bewegungen*). 

Die  Gruppe  §^2  y  A2  ^^^  ebenso  auch  eine  noch  umfassendere 
Gruppe,  die  durch  ZufÜgung  irgend  einer  ümlegung  (der  Somen; 
vgl.  S.  560)  entsteht,  kann  sehr  bequem  mit  Hülfe  der  Quatemionen- 
rechnung  dargestellt  werden.  Die  Transformationen  von  ^^^  z.  B.  sind 
alle  enthalten  in  der  Form 

(23)  X'^ÄXB  (flo.,6«o  +  0) 

(vgl.  S.  557),  und  man  kann  mehrere  von  ihnen  zusammensetzen  nach 
der  Regel 

(24)  d    d'  =  ä",    i.6'=b" 

Diese  Formeln  liefern  auch  eine  vollkommene  Einsicht  in  die 
Structur  unserer  Gruppe,  die  indessen  hier  nicht  genauer  erörtert 
werden  kann. 

Wir  heben  zunächst  hervor: 

Die  Gruppe  ^^  der  eigentlich -orfhogonaien  Transformationen  der 
Somen  kann  in  zwei  mit  einander  vertauschbare  Gruppen  §^,  §^  jserlegt 
werden.  Diese  sind  identisch  mit  (oder  ähnlich  zu)  den  beiden  Para- 
metergruppen der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen,  und 
überdies  fäUt  die  eine  von  ihnen  §^  mit  dieser  Gruppe  selbst  zusammenj 
wenn  man  das  eigentliche  (reetle)  Soma  als  Baumelement  wählt. 

Die  Bewegungen  der  Somen  werden  nämlich  erhalten,  wenn  man 
in  den  Gleichungen 


*)  Aehnlich  wie  diese  Parametergmppen  lassen  sich  alle  mit  bilinearer  Zu- 
sammensetzung der  Parameter  behandeln,  und  in  gewissem  Grade  auch  beliebige 
Parametergruppen.    Vgl.  Leipz.  Ber.  1889,  S.  177  ff. 
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(25) 


X'  =  AX 


X/=  +  0^X0  —  o^Xi  +  Oo-Xg  +  01X3, 


die  durch  die  oberen  Zeichen  dargestellten  Combinationen  wählt 

Es  drangt  sich  nun  sofort  die  weitere  Frage  auf:  Wodurch  sind 
die  Transformationen  der  (nach  Lie's  Terminologie)  zur  Gruppe  §^ 
reciproken  Gruppe  §q'  charakterisirt?  Und  was  bedeuten  femer  die 
Transformationen  der  Schaar  S^^?  Eine  Antwort  hierauf  —  unter 
anderen  —  ist  enthalten  in  den  folgenden  Sätzen ,  deren  zweiter  wohl 
eines  der  überraschendsten  specielleren  Resultate  unserer  Untersuchung 
darstellt: 

Die  Gruppe  §^2  ^^  eigenüich-orthogonalen  Transformationen  besteht 
OMS  allen  synehtischen  Transformationen  der  Somen,  die  congruente 
gerade  Ketten  oder  auch  coa^xiale  gerade  Ketten  in  ebensolche  überführen*). 

Die  uneigentlich-orfhogondlen  Transformationen  (die  der  Schaar  c6^g^ 
haben  ebenso  die  für  sie  unter  allen  synehtischen  Transformationen  chor 
raJäeristische  Eigenschaft,  aus  congruenten  (coaxialen)  geraden 
Ketten  coaxiale  (congruente)   hervorgehen  zu  lassen. 

Es  giebt  also  solche  Transformationen! 

Die  zur  Gruppe  der  Bewegungen  der  Somen  reciproke  Gruppe  §^ 
besteht  aus  aUen  analytischen  Transformationen,  die  die  Individuen 
einer  jeden  beliebigen  Schaar  coaxialer  gerader  Ketten  (höchstens)  unter 
einander  vertauschen. 

Die  Gruppe  §^2  vertauscht  daher  die  00^  Axen  der  verschiedenen 
Schaaren  coaxialer  Ketten  nur  sechsgliedrig,  und  zwar  ebenso  wie  ihre 
Untergruppe 

(26)  X'=ÄXÄ  (Ooo4=0), 

die  zur  sogenannten  Adjungirten  Gruppe  der  Bewegungen  ähnlich  ist, 
und  hier  wohl  ebenso  wie  diese,  deren  Stelle  sie  vollkommen  vertritt, 
bezeichnet  werden  darf.  Diese  ,,adjungirte  Gruppe"  also  besteht  aus 
allen  Transformationen  von  g^,,  die  das  Protosoma,  und  daher  auch 
die  reciproke  ebene  C4,  in  Ruhe  lassen.  Die  Strahlen  werden  von  ihr 
durch  die  Bewegungen  gerade  so  vertauscht  wie  nach  dem  Satze  auf 
Seite  568  die  Axen  der  Umwendungen,  die  das  Protosoma  in  die 
Somen  der  reciproken  ebenen  Kette  Xj  ==  0  überführen. 

*)  Alle  analytischen  Transformationen  gleicher  Eigenschaft  bilden  die  zuvor 
kurz  besprochene  Gmppe  §^^, 
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Natürlich  kann  ohne  Weiteres  die  völlig  bestimmte  Transformation 
von  (§^  construirt  werden,  die  ein  gegebenes  eigentliches  Soma  X  in 
ein  beliebiges  anderes  X'  überfahrt:  Man  brancht  nur  das  Somenpaar 
X,  X'  allen  Bewegungen  zu  unterwerfen.  Aber  ebenso  leicht  lassen 
sich  Transformationen  von  S^^  finden.  Wir  sagen,  dass  zwei  eigent- 
liche Somen  X,  X'  einander  in  der  Spiegelung  an  einem  eigenäichen 
Soma  0  (oder  an  der  reciproken  ebenen  Kette)  entsprechen,  wenn  sie 


^-,....'/-'' 


'\- 


Vig.  46. 


aus  diesem  Soma  durch  entgegengesetzte  Bewegungen  hervorgehen. 
Diese  Transformationen,  zu  denen  die  Spiegelung  am  Protosoma 

(27)      Xq  =  Xq  ,    X/  =  —  Xj ,    Xj'  =  —  X, ,    Xj'  =  —  X^ 

gehört;  erschöpfen  alle  involutorischen  Transformationen  von  g6^.  Aus 
dreien  von  ihnen  kann  man  alle  uneigentlichen,  und  aus  vieren  aUe 
eigentlichen  orthogonalen  Transformationen  der  Somen  zusammenaetsen. 
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Zu>€i  von  eifiander  verschiedene  eigenüicke  Samen  sind  dann  Sffmmetral, 
wenn  die  BugehSrigen  Spiegelungen  vertauschbar  sind,  und  umgekehrt. 

Wir  überlassen  weitere  Ansf&hnmgen,  die  sich  in  grosser  Menge 
darbieten,  dem  Leser,  ftigen  aber  noch  einen  (sehr  speciellen)  Satz  zur 
Erläuterung  hinzu: 

Es  mögen  zwei  hinter  einarukr  geschaltete  einander  rechtwinklig 
schneidende  Lauf  Stangen  (S,  537 ,  552)  gegeben  sein.  Ein  eigentliches 
Soma  soU  zuerst  um  die  zweite  Laufstange  belübig  geschraubt  werden 
können,  und  hierauf  die  ganze  so  entstandene  gerade  Kette  um  die  erste 
Laufstange.  Dieser  Mechanismus  erlaubt  dann  dem  Soma,  cx)^  Lagen 
einzunehmen,  und  diese  bilden  eine  synekUsche  Mannigfaltigkeit,  die 
offenbar  von  oo'  congruewten  geraden  Ketten  und  von  oo'  coaxuüen 
geraden  Ketten  beschrieben  werden  kann. 

Es  giebt  nun  2  •  <x>'  somatische  Spiegdungen,  die  die  betraditete 
Mannigfaltigkeit  als  Ganzes  in  Ruhe  lassen,  aber  die  oo^  congruenten 
mit  den  cx>^  coaxialen  Ketten  vertauschen. 

Das  zu  einer  solchen  Spiegdung  gehörige  Soma  ist  ein  bdidnges 
unter  denen  zweier  bestimmter  gerader  Ketten,  die  zu  den  Ketten  der 
ersten  Schaar  congruent  und  gleichzeitig  zu  denen  der  zweiten  Schaar 
coaxial  sind. 

Die  Spiegelung  an  einem  Soma  wird  in  einem  besonderen  Falle 
durch  die  Figur  46  erläutert.  In  dieser  werden  Somen,  die  durch 
Bew^ungen  der  Zeichnungsebene  vertauscht  werden  können,  durch 
Pfeile  von  gleicher  Länge  repräsentirt.  Zwei  coaxiale  Rotationsketten 
werden  an  einem  bestimmten  Soma  0  gespiegelt  und  dadurch  in  con- 
gruente  (und  daher  auch  parallel  gestellte)  Botationsketten  übergeführt. 
Die  Drehung  z.  B.,  die  den  Pfeil  3  einer  der  ersten  Ketten  mit  dem 
Pfeil  0  (dem  ohne  Nummer)  zur  Deckung  bringt,  ist  dieselbe,  die 
diesen  mit  dem  Pfeil  3  einer  der  beiden  letzten  Ketten  zur  Deckung 
bringt. 


Der  natürliche  Aeqnivalensbegriff  der  Kinematik  und  die  Bogenaante 

Umkehrong  einer  f^wegon^*. 

Betrachten  wir  alle  die  Bewegungen,  die  etwa  das  ruhend  gedachte 
Protosoma  0  mit  den  Somen  X  einer  r-dimensionalen  Somenmannig^ 
faltigkeit  zur  Deckung  bringen,  so  haben  wir  eine  Schaar  von  oo''  Be- 
wegungen vor  uns,  deren  Inbegriff  —  mit  einem  wenig  glücklich 
ge^riüilten  Wort,  wie  uns  scheint  —  wiederum  eine  [r-dimensionale] 
„Bewegung^'  benannt  zu  werden  pflegt.  Sei  X  (/l^ . . .  t^)  die  Somen- 
schaar  und  S(ti  . . ,  t^  die  zogehörige  sogenannte  Bewegung,  so  erhält 
man  eine  neue  Somenscbaar  und  eine  neue  „Bewegung^',  die  ebenfalls 


590  Anhang  (Kinematik). 

als  bekannt  gelten  können,  erstens,  wenn  man  anf  die  ganze  Figar 
(mit  Ausschluss  des  Protosoma)  eine  willkürlich  gewählte  Bewegung  B 
ausführt;  zweitens,  wenn  man  an  Stelle  des  Protosoma  ein  mit  diesem 
starr  verbundenes  Soma  treten  lässt,  das  aus  0  durch  irgend  eine 
bestimmte  Bewegung  Ä  entsteht.  Diese  r-dimensionalen  Bewegungen 
nun,  die  sämmtlich  in  der  Form 

(27)  S'(t, . . .  0  =  Ä-'-SQ,  ...Q'B 

darstellbar  sind,  werden  in  der  Kinematik  allgemein  als  äquivalerU 
erachtet,  allerdings  ohne  dass  man  —  wie  es  scheint  —  eine  ausdrück- 
liche Definition  dieses  Aequivalenzbegriffs  für  nöthig  gehalten  hätte. 
Wir  wollen  etwa  sagen: 

Der  zur  Gruppe  §^^  der  eigentlich  -  orthogonalen  Transformationen 
der  Somen  gehörige  Äequivalenzbegnff  ist  der  natürliche  AequivalenS' 
begriff  der  Kinematik.  Das  heisst,  jeder  Classe  von  in  Bemg  auf  §^^ 
äquivalenten  r  -  dimensionalen  Somenmannigfaltigkeiten  entspricht,  nach 
der  üblichen  TerminologiCy  eine  bestimmte  ,yArt  der  Bewegungt^  und  um- 
gekehrt. 

Und  hierzu  gehört  als  eine  besonders  wichtige  Ergänzung  die 
Bemerkung: 

Unterwirft  man  irgend  eine  der  genannten  Glossen  einer  bdiebigen 
uneigenUich' orthogonalen  Transformation  der  Somen,  also  e.  B.  der 
Spiegelung  an  einem  Soma,  so  geht  aus  der  zugehörigen  Bewegungs- 
art  die  sogenannte  umgekehrte  Bewegungsart  hervor. 

In  der  That,  nach  der  Definition  der  Spiegelung  am  ruhenden 
Soma  0  liegt  ja  zu  diesem  das  bewegliche  Soma  X'  gerade  so,  wie  0 
selbst  zu  dem  beweglichen  Soma  X. 

In  unserer  Systematik  erscheint  also  der  Aequiyalenzbegnff  der 
Kinematik  als  ein  einzelnes  Glied,  an  bestimmter  Stelle,  in  einer  ganzen 
Beihe  (oder  vielmehr  in  mehreren  Beihen)  von  Aequivalenzbegriffen. 
Als  letztes  Olied  aber,  wenigstens  als  letztes  Glied  von  allgemeinerem 
Interesse,  steht  in  dieser  Beihe  noch  ein  weiterer  Aequivalenzb^^iff, 
den  wir  hier  wohl  als  den  Aequivcdenzhegriff  der  Mechanik  bezeichnen 
dürfen.  In  der  Mechanik  nämlich  ist  bekanntlich  die  Lage  des  unter- 
suchten starren  Körpers  gegen  die  seine  Beweglichkeit  einschränkende 
Vorrichtung  nicht  gleichgültig,  und  man  kann  daher  —  bei  bestimmter 
und  nicht  zu  specieller  Wahl  des  Körpers  —  als  äquivalent  nur  solche 
Somenschaaren  erachten,  die  durch  eine  von  ihnen  vermöge  je  einer 
Transformation  der  Bewegungsgruppe  §^j  also  in  der  Form 
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(28)  8'(i^..,t;)  =  8(t^..,t;)'B 

darstellbar  sind. 

Mechanisch-äquivdlent  sind  also  nur  congruente  SomenmannigfalUg' 
ketten.*) 

Die  besprochenen  Thatsachen  zeigen,  dass  dem  relativ-speciellen 
Satze  über  die  kinematische  Erweiterung  der  Nicht-Euklidischen  Geo- 
metrie und  der  darin  enthaltenen  Theorie  der  Bewegungsgruppe  §^  in 
unserem  System  eina  Sonderstellung  zußJlt.  Denn  ein  ganz  unmittel- 
bares Interesse  haben  wir,  die  wir  Bewohner  des  Euklidischen  Raumes 
sind,  oder  uns  wenigstens  als  solche  gebahren,  an  den  mathematischen 
Begriffen,  die  uns  die  Natur  selbst  zu  liefern  scheint.  Solche  aber  sind 
die  beiden  Arten  der  Aequiyalenz,  die  wir  soeben  besprochen  haben. 
Jede  von  ihnen  bezeichnet  eine  bestimmte  Behandlungsweise  der  Kine- 
matik, und  beinahe  alle  bisher  auf  diesem  Gebiete  angestellten  Unter- 
suchungen ÜEillen  unter  eine  dieser  beiden  grossen  Kategorien.  Wenn 
nun  wirklich,  wie  wir  es  gezeigt  zu  haben  glauben,  zwischen  diesem  un- 
zweifelhaft wichtigen  Forsohungsfeld  und  der  Nicht-Euklidischen  Geo- 
metrie ein  solcher  Zusammenhang  besteht,  dass  die  in  der  letzten  auf 
tretenden  Begriffisverkettungen  nur  anders  gedeutet  zu  werden  brauchen, 
um  kinematische  Sätze  zu  liefern,  so  darf  das  gewiss  als  eine  der 
merkwürdigsten  und  wichtigsten  unter  den  wunderbaren  Erscheinungen 
betrachtet  werden,  die  das  Vorkommen  logisch-gleicher  Schlussfolgen  in 
verschiedenen  mathematischen  Disciplinen  darbietet.  Die  Bedeutung  der 
Nicht-Euklidischen  Geometrie  ist  damit  in  ein  neues  Licht  gerückt. 

Für  unsere  Behandlungsweise  kinematischer  Probleme  ist  es  offen- 
bar charakteristisch,  dass  der  bewegliche  starre  Körper  (zunächst)  so- 
zusagen als  ein  Ätomy  und  nicht  als  ein  aus  einfacheren  Bestandtheilen 
aufgebautes  Ganzes  in  Bechnungen  und  Gonstructionen  eingeführt  wird. 
In  Wirklichkeit  aber  ist  der  starre  Körper  der  theoretischen  Kine- 
matik der  Inbegriff  aller  mit  ihm  starr  verbundenen  Punkte,  Curven, 
Flächen  u.  s.  w.,  also  für  sich  allein  schon  eine  ganze  Welt,  die,  in  Be- 
wegung gesetzt,  im  Vergleich  zur  Geometrie  der  ruhenden  Figuren  eine 
Fülle  von  neuen  und  interessanten  Erscheinungen  darbietet.  Wenn  die 
hier  skizzirte  Theorie   einmal  weiter   ausgebildet   sein   wird,   so  wird 


*)  Der  Begriff  der  Symmetrie  fällt  hier  weg,  weil,  nach  der  Definition  des 
Soma,  symmetriBche  starre  Körper  überhaupt  als  völlig  verschiedene  Figuren 
gelten  müssen.  Dass  sie  bei  gleichzeitiger  Symmetrie  der  wirkenden  Er&fte  den- 
selben Gesetzen  folgen,  ist  so  selbstverständlich,  dass  wohl  kein  Mangel  darin 
gefunden  werden  kann,  wenn  dieser  Umstand  in  der  Formulirong  des  obigen 
Aeqaivalenzbegriifes  nicht  zum  Ausdruck  kommt. 
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man  mit  Recht  eine  Ergänzung  dazu  in  derselben  Bichtung  fordern^ 
in  der  die  bisherige  Entwickelung  der  Kinematik  sich  Torzugsweise 
bewegt  hat.  Es  wird  sich  daher  fQr  uns  vielleicht  noch  darum  han- 
deln müssen  y  durch  einen  wenn  auch  noch  so  bescheidenen  Beitrag, 
wenigstens  die  Möglichkeit  einer  organischen  Weiterentwickelung  auch 
in  dieser  Bichtung  darzulegen.  Wir  wählen  dazu  einige  ganz  einfache 
Figuren  aus,  die  aplanaren  ein-  und  zweidimensionalen  Somenketten, 
deren  geometrische  Erzeugung  wir  noch  einmal  in  Erinnerung  bringen: 
Sie  entstehen  durch  ümwendung  eines  Soma  um  alle  Strahlen  einer 
Strahlenkette  oder  einer  aplanaren  Eefctencongruenz,  mit  Hülfe  yon 
Figuren  also^  für  die  wir  zuvor  schon  mannigfache  Gonstructionen, 
darunter  auch  elementargeometrische,  angegeben  hatten. 

Weitere  BigenBObAften  einiger  Ketten. 

Wir  erinnern  zunächst  an  einen  Satz  von  Darboux,  der  alle 
nichttriyialen  Bewegungen  (s.  S.  589)  bestimmt  hat,  bei  denen  jeder 
beliebige  Punkt  eine  ebene  Gurre  beschreibt*).  Der  Satz  über  die 
Fusspunktcurven  der  Strahlenketten  (S.  345)  setzt  nun  in  Evidenz^ 
dass  die  durch  eine  aplanare  C^  bestimmte  Bewegungsart  in  diese 
Familie  von  Bewegungen  gehört.  Dasselbe  aber  gilt  von  der  umge- 
kehrten Bewegung,  und  diese  Eigenschaft  ist  offenbar  charakteri- 
stisch.    Wir  drücken  dies  so  aus: 

Die  apkmaren  eindimensionalen  Somenketten  sind  die  Darboux- 
schen  SomenscfuMren,  die  durch  Spiegdung  an  irgend  einem  und  folglich 
an  jedem  (eigenüichen)  Soma  wieder  in  solche  übergeführt  werden. 

Jede  beliebige  solche  Kette  wird  (u.  A.)  dadurch  gefunden,  dass  man 
ein  Soma  an  einer  Laufstange  gleiten  lässt  und  dabei  irgend  einen  Punkt 
des  Somas,  der  nicht  auf  der  Laufstange  liegt,  auf  eine  Ebene  beschränkt, 
die  nicht  zur  Lcmfstange  parallel  ist,  AUe  nickt  auf  der  LoAnfstange 
gelegenen  Punkte  beschreiben  dann  Ellipsen,  und  düe  nickt  zur  La/uf- 
Stange  senhreckten  Ebenen  umhüllen  Umdrehungskegel,  deren  Axen  zur 
Laufstcmge  paraUd  sind**). 

Betrachten  wir  jetzt  zweidimensionale  Mannigfaltigkeiten. 
Es  hat  ebenfalls  Herr  Darb oux  auf  eine  Familie  von  Bewegungen 
aufmerksam  gemacht,   bei   denen  jeder  Punkt  eine  Steiner'sche  Fläche 


*)  DarboQz,  Sur  les  mouvements  alg^briques.    (Note  in  in  der  Cin^matiqne 
Yon  Königs.) 

**)  Vgl.  femer  SchoenflieB,  Math.  Ann.  Bd.  40  (1891),  S.  317  n.  £  — 
Uebrigens  kann  man  auch  noch  aus  dem  Darboux*  sehen  Gedanken  ein  weiteres 
sehr  umfassendes  Classificationsprincip  ableiten. 
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oder  eine  Ausartung  dieser  Figur  beschreibt.  Man  kommt  zu  diesen 
Bewegungen  (die  übrigens  nicht  die  einzigen  solcher  Art  sind),  wenn 
man  in  den  Formekt  auf  Seite  176  die  Parameter  a,-  als  homogene 
lineare  Functionen  von  drei  wesenÜichen  Parametern  ö^^iö^:  6^  dar- 
stellt ^  und  die  Grössen  o^q,  o^q,  o^q  gleichzeitig  als  quadratische  Func- 
tionen (Formen)  eben  dieser  Parameter  ausdrückt.  Wir  wollen  sagen, 
dass  die  entsprechenden  Somenmannigfaltigkeiten  zur  Darhmx' sehen 
Familie  gehören.  Man  findet  nun  (diesmal  mit  Hülfe  einer  kleinen 
Rechnung)  ähnlich  wie  oben: 

Jede  Somenschaar  der  Darbouaf sehen  Famüie,  deren  Spiegelbild  in 
Bezug  auf  irgend  ein  Sonia  ebenfalls  sswr  Darhoux'schen  Famüie  gekört, 
ist  eine  zweidimensionale  aplanare  Somenkette,  und  umgekehrt 

Nach  dem  Vorgetragenen  giebt  es  von  diesen  besonderen  Dar- 
boux' sehen  ^^Bewegungen''  genau  so  viele  kinematisch -verschiedene 
Glassen,  als  es  gegenüber  Bewegungen  verschiedene  Glassen  von  apla- 
naren  Eettencongruenzen  giebt.  Wir  betrachten  der  Küi*ze  halber  nur 
den  interessantesten  Fall,  den,  der  unseren  Eettencongruenzen  des 
ersten  Typus  entspricht,  und  erhalten  dann  sofort  aus  den  auf  Seite  346, 
347  besprochenen  Eigenschafben  der  Fusspunktflächen  die  folgende 
weitere  kinematische  Erzeugung  unserer  Mannigfaltigkeiten: 

Es  möge  die  auf  Seite  464  beschrid^ene  Figur  von  zwei  Punkten 
Oy  o"  und  zwei  Ebenen  o',  o"  doppelt  gesetzt  werden^  und  es  seien  die 
beiden  so  entstehenden  congruenten  Figuren  durch  Indices  0,1  unter- 
schieden.   Beide  Figuren  sollen  sich  zunächst  deckeny  so  dass 

der  Beihe  nach  zusammenfallen. 

Nun  werde  mit  der  Figur  (0)  ein  beliebiges  Soma  0  starr  verbunden, 
und  mit  der  Figur  (1)  ebenso  das  Soma  X,  das  a/us  0  durch  ümwendung 
u/m  die  Axe  o'o"  oder  o'o"  hervorgeht 

Jetzt  lasse  man  die  zweite  Figur,  und  mit  ihr  das  Soma  X  sich 
so  bewegen,  dass  die  Punkte  und  Ebenen 


H  /  II 


Ol ,  Ol  ;    ©1 ,  ©1 

der  Beihe  nach  mit  den  Ebenen  und  Punkten 

II       I        II      I 

vereinigt  bleiben.  Dann  durchläuft  das  Soma  X  eine  zweidimensionale 
aplanare  Somenkette.  Es  bleibt  nämlich  in  jeder  seiner  möglichen  Lagen 
zu  dem  ruhenden  Soma  0  symmetral,  und  die  zugehörigen  Umwendungs- 
axen  erfüllen  die  aplanare  Kettencongruenz ,  der  die  beiden  ebenen  Büschel 
(pQ ,  Off)  und  (oq",  Oq")  angeliören. 

Study,  Geometrie  der  Dynamen  38 
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Jede  Zfveidimensioncde  SomenkeUe^  die  durdi  Spiegdung  eines  Sama 
an  den  SiraMen  einer  aplana/ren  Kettencongrueng  des  ersten  Typus 
entsteht,  wird  so,  und  zwar  —  reell  —  (mf  eine  einzige  Weise,  erzeugt 

Aber  die  zweidimensionalen  aplanaren  Somenketten  lassen  sich 
noch  in  anderer  Weise  kennzeichnen.  Man  kommt  nämlich  sehr  leicht 
zu  dem  folgenden  Satz  (vgl.  Seite  385^  413): 

Wenn  eine  zweidimensionale  Schaar  von  Somen  X  dadurch  entsteht, 
dass  man  ein  Soma  0  allen  Umwendungen  um  die  (eigentlichen)  Strahlen 
einer  analytischen  Congruenz  imierwirfty  deren  Strahlen  nicht  auf  Cylinder 
verfheiU  werden  können,  so  bilden,  in  der  Umgebung  einer  Stelle  X  aü" 
gemeiner  Lage,  die  Axen  aller  Schraubungen,  die  consecutive  Somen  der 
Scholar  verbinden,  im  ÄUgcfneinen  einen  Sirahlencomplex,  der  von  oo^ 
Strahlenketten  beschrieben  werden  kann.  Spiegelt  man  die  ganze  Figur 
an  dem  Soma  0,  so  bleibt  sie  in  Buhe,  oder  man  erhalt  dieselbe  Figur 
nochmals  gesetzt. 

Nimmt  man  nun  die  zweite  dieser  beiden  congruenten  Figuren  aus 
ihrer  ursprünglichen  Lage  weg,  indem  man,  durch  Umwendung,  0  mit  X 
zur  Deckung  bringt,  so  kommen  damit  zwei  einander  entsprechende 
Strahlenketten  beider  Complexe  auf's  Neue  zur  Deckung,  Die  gemein- 
same Haupta^xe  dieser  beiden  Ketten  oder  dieser  Doppdkette  ist  die  Unp- 
wendungsaxe.  Jede  infinitesimale  Schraubung,  die  X  in  eine  Nadibar- 
läge  überführt,  findet  um  einen  StrcM  der  zugehörigen  Doppdkette  statt. 

Die  einzige  Ausnahme  von  dieser  Hegel  bilden  die  apla- 
naren zweidimensionalen  Somenketten, 

In  diesem  Falle  nämlich,  und  in  ihm  allein,  erhalt  man  statt  des 
Complexes  nur  eine  Congruenz;  die  vorgelegte  Congruenz  ist  dann  eine 
aplanare  Kettencongruenz,  und  die  daraus  abgeleitete  deren  Eeciproke, 

Natürlich  gehört  dann  jeder  Strahl  der  reciproken  Gongraenz  nicht 
zu  einem  einzigen  Soma  X,  sondern  zu  einfach- unendlich  vielen;  und 
diese  Somen  bilden  auch  wieder  eine  (aplanare  eindimensionale)  Kette. 

Eine  viel  reichere  Ausbeute  an  geometrischen  Eigenschaften  werden 
ohne  Zweifel  die  dreidimensionalen  Somenketten  liefern;  diesen  Gegen- 
stand aber^  der  an  XJm&ng  und  jedenfalls  auch  Schwierigkeit  die  in 
den  §§  37 — 39  durchgeführte  Untersuchung  der  Kettencongruenzen 
weit  übertrifft,  lassen  wir  ganz  auf  sich  beruhen,  ebenso  wie  über- 
haupt verschiedene  Erweiterungen  der  behandelten  Probleme,  die  sich 
unmittelbar  darbieten. 
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SohlUBsbemerkung. 

Wenden  wir  das  dargelegte  Erweiterungsprincip  auf  die  besonderen 
Constructionen  der  Nicht -Euklidischen  Geometrie  an,  von  denen  in 
§  14  die  Rede  war,  so  erkennen  wir,  dass  alle  die  Sätze  ^  die  uns  im 
ersten  Abschnitt  beschäftigt  haben,  einer  bedeutenden  Verallgemeinerung 
fähig  sind  (bei  der  jedoch  der  Zusammenhang  mit  der  Gomposition 
von  Kräften  verloren  geht).  Ein  Aehnliches  aber  gilt  von  den  Con- 
structionen der  Quatemionentheorie,  in  der  die  geometrische  Addition 
der  Yectoren  mit  der  Zusammensetzung  der  endlichen  Drehungen  um 
einen  festen  Punkt  in  ein  grösseres  Ganzes  verwebt  wird.  Die  mannig- 
fachen hier  sich  darbietenden  neuen  Fragen  können  wir  nicht  mehr 
erörtern;  wir  wollen  aber,  in  der  folgenden  Behauptung,  wenigstens 
noch  äusserlich  eine  weitere  Richtung  möglicher  Entwickelung  be- 
zeichnen: 

Die  Geometrie  der  Dynamen,  oder  wenigstens  ein  grosser  Theü  der 
Constructionen,  die  wir  unter  dieser  Bezeichnung  zusammengefasst  haben, 
und  die  Lehre  von  der  constructiven  Zusammensetzung  endlicher  Be- 
wegungen, büden  verschiedene  Ausschnitte  aus  einer  umfassenderen  Theorie 
gewisser  geometrischer  Constructionen,  die  Hamüton^s  geometrischer  Quater- 
nionenfheorie  analog  ist  und  diese  umfasst*),  und  worin  der  Geometrie 
der  Dynamen  sdbst  eine  ähnliche  Stellung  zufällt,  wie  der  geometrischen 
Addition  der  Vedoren  in  der  Quatemionenlehre. 

Die  elementargeometrische  Theorie,  die  uns  hier  vorschwebt,  wird 
an  Gonstructionsmöglichkeiten  die  Quatemionen  um  so  vieles  über- 
trefiPen,  aU  die  Geometrie  der  Dynamen  die  Addition  der  Yectoren 
übertrifPL  Der  zugehörige  analytische  Apparat  wird  aus  einem  System 
complexer  Grössen  mit  acht,  oder  besser  noch,  sechzehn  Einheiten  be- 
stehen. — 

Wir  sind  hiermit  schliesslich  zu  dem  Gedanken  zurückgekehrt^ 
der  den  Ausgangspunkt  für  des  Verfassers  kinematische  Untersuchungen 


*)  Hiermit  wünschen  wir  nicht  zu  sagen,  dass  diese  Dinge  auch  in  der 
höchst  umständlichen  und  ausserdem  von  classiscben  Mustern  sich  weit  ent- 
fernenden Form  dargestellt  werden  sollen,  die  Hamilton  selbst  und  seine  Nach- 
folger zur  Darlegung  des  Quatemionencalculs  gewählt  haben,  und  deren  Con- 
servirung  —  beiläufig  bemerkt  —  der  eigentliche  Zweck  des  neuerdings  gebildeten 
„Vereins  zur  Förderung  der  Quatemionentheorie**  zu  sein  scheint.  Dass  diese 
Abweichungen  von  den  für  mathematische  Gedanken  üblichen  Ausdrucksformen 
unnöthig  sind,  wird  jeder,  dem  das  nicht  ohne  Weiteres  klar  ist,  aus  des  Ver- 
fassers elementarer  Begründung  der  Quatemionenlehre  ersehen  können.  (Mitthei- 
lungen des  naturwissenschaftlichen  Vereins  zu  Greifswald  81.  Jahrgang  1899  [Berlin 
1^00,  S.  1—49].) 
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und  damit  fOr  alle  in  der  vorliegenden  Schrift  enthaltenen  Ergebnisse 
gebildet  hat.  Es  ist  dies  derselbe  Gedanke,  der  sich  in  einer  donkeln 
und  unvollkommenen  Gestalt  in  mehreren  Schriften  von  Clifford  findet^ 
und  der  in  anderer  Richtung  auch  von  Herrn  Lipschitz  (in  dessen 
Untersuchungen  über  Summen  von  Quadraten)  weiter  entwickelt,  sonst 
aber  kaum  beachtet  worden  ist.  — 

Wir  glauben,  dass  mit  den  bis  jetzt  bekannten  Beispielen  die 
Falle  noch  nicht  erschöpft  sind,  in  denen  Systeme  complexer  Grössen 
bei  geometrischen  Untersuchungen  mit  Nutzen  zur  Auffindung  neuer 
Wahrheiten  verwendet  werden  können.  Z.  B.  bietet  die  Theorie  ge- 
wisser (endlicher  und  unendlicher)  Gruppen  von  Berührungstransforma- 
tionen ein  weites  Feld  für  fernere  Untersuchungen  der  Art 

Die  erwähnten  Ideen  Clifford^s  aufzuklaren  und  anzuwenden,  haben 
allerdings  einige  englische  Mathematiker  versucht.  Es  scheint  aber  diesen 
Autoren,  soweit  der  Verfasser  ihre  Arbeiten  kennt,  an  klar  gefassten  Pro- 
blemen und  überhaupt  an  den  nöthigen  Kenntnissen  gefehlt  zu  haben.  Sie 
und  noch  Andere  dürften  die  beklagenswerthen  Opfer  eines  früher  und  zum 
Theil  anscheinend  auch  jetzt  noch  in  England  üblichen  Erziehungssjstems 
geworden  sein. 

In  anderen  Ländern  scheint  der  Entwickelung  solcher  Gedanken  die 
(von  Einigen  auch  ausdrücklich  formtdirte)  Ansicht  im  Wege  gestanden  zu 
haben,  Untersuchungen  über  von  den  gemeinen  verschiedene  complexe  Grössen 
müssten  „omfruchtbar^^  sein.  Man  hat  damit  einer  bekannten  Aeussemng  von 
Gauss  eine  Interpretation  gegeben,  die  nach  unserem  Dafürhalten  als  unzu- 
lässig bezeichnet  werden  muss.  Dass  andere  Systeme  complexer  Grössen  „in 
der  allgemeinen  Arithmetik"  nicht  in  der  Weise  verwendet  werden  können, 
wie  die  gewöhnlichen,  ist  durch  Untersuchungen,  die  Weierstrass  und 
Andere  an  jenen  Ausspruch  geknüpft  haben,  gewiss  sicher  gestellt.  Ueber 
ihre  Verwendbarkeit  in  begrenzten  Gebieten  und  zu  bestimmten  Zwecken 
kann  aber  daraus  zum  Mindesten  so  lange  nichts  geschlossen  werden,  als 
man  diese  Zwecke  noch  gar  nicht  kennt.  —  Keine  Art  der  Urtheüsbildung 
erheischt  wohl  grössere  Vorsicht,  als  die  Abschätzung  des  zukünftigen  Er- 
trages irgend  einer  Forschungsrichtung.  Sind  doch  brauchbare  Gedanken 
nicht  inmier  gleich  in  sachgemässer  Fassung  aufgetreten,  und  können  ja 
doch  jeder  Zeit  Thatsachen  zum  Vorschein  kommen,  die  einer  noch  im  Hinter- 
grunde stehenden  Art  von  Betrachtungen  neue  Anwendungsgebiete  erschliessen. 
Eine  solche  Möglichkeit  scheint  auch  Gauss  selbst  in  Rechnung  gezogen  zu 
haben;  denn  wir  dürfen  schwerlich  annehmen,  dass  die  in  seinen  Worten 
„in  der  allgemeinen  Arithmetik'^  liegende  Einschränkung  von  ihm  ohne  be- 
stimmte Absicht  hinzugefügt  worden  sei. 


Yerbesserangen  und  Zusätze. 


S.      6  Z.  19  V.  u,  tilge:  von  der  identischen  .  .  .  Tenchiedenen. 
„    12  „  12  V.  u.  lies:  den  Punkt  x  statt:  den  Punkt  x. 


„    13  „    1  V,  o.  lies:  X  statt:  x, 
„    16  „    2  V.  0.  lies:  u  statt:  u. 


15   „    9  v.u.  \ieB:  x{%i)x{%^}x'  BiM:  x{%i]x{%^}x, 

26  „    1  V,  u.  lies:  dass   sie  eigentlich,  nicht  Leitlinie  des  genannten  Null- 

systems,  und  nicht  zu  dessen  Hauptaxe  parallel  ist. 
61   „    7  V.  0.  lies:  des  Quirles  Null  statt:  des  Quirles. 


n 
ff 

„    65  „  14  V.  0.  lies:  0£   statt:   DJ,. 

„  102  „    9  v.u.  Hes:    {0,U'}   statt:   {U,0'}. 


ff 
ff 
ff 


127  „    6  V.  u.  lies:  (a^^x^os^  x^)  statt:  (x^  x^  x^  x^). 
150  Nr.  42  lies:  dist(X,9)  a^^^:  ^»^  (^  I  9)- 
185  Z.15  V.  0.  lies:  £,'^,  statt:  S,^,. 
„  188  „    9  v.u.  lies:  {O^O'Q)   statt:   (0|)(Dp). 

„  201   „  14  V,  0.  lies:  rechtwinlclige  statt:  allgemeine. 
„  210  „    4  V.  u.  ües:  {Q^Qj^  statt:  (F^r^) 

„  211   „    4  v.u.  lies:  0^,0^   statt:    ö^,  ©J. 

,,  219  „  15  V.  u.  Hes:  Strahlencoordinaten  statt:  Liniencoordinaten. 

„  220  „    7  V.  0.  lies:  — -?   statt:   — -^. 

Auf  S.  231  ist  die  erste  Anmerkung  zu  streichen.  Die  Gruppe  der  dualen  Colli- 
neationen  der  Strahlen  (nicht  aber  auch  die  der  radialen  CoUineationen, 
und  ebenso  nicht  die  Gruppe  der  dualen  CoUineationen  der  Somen) 
ist  auch  im  reellen  Gebiet  continuirlich. 

8.  233  Z.  7  V.  0.  lies:  Unterscheidung  statt:  Untersuchung. 

Zu  S.  300.  Als  algebraisches  Strahlenband  wird  weiterhin  auch  ein  Inbegriff  von 
mehreren  analytischen  und  zugleich  algebraischen  Strahlenbändem, 
also  eine  nicht-analytische  Mannigfaltigkeit  bezeichnet. 

S.  306  Z.  11  V.  u.  lies:  proportional  zu  einem  ToUständigen  Differential  ist. 

Der  Verfasser  verdankt  Herrn  A.  B.  Pierce  die  nicht  unwichtige 
Bemerkung,  dass  die  Aufsuchung  der  abwickelbaren  Flächen  in  der 
einen  von  zwei  reciproken  nicht  dem  accessorischen  Complex  ange- 
hörigen  synektischen  Congmenzen  eben  die  Flächen  liefert,  deren  Nor- 
malen die  andere  Congruenz  bestimmen. 

Zu  8.  347,  Der  in  der  Anmerkung  Herrn  Joly  zugeschriebene  Satz  findet  sich 
ebenfalls  schon  in  der  auf  S.  460  citirten  Arbeit  des  Herrn  Waelsch, 
wo  er  f&r  aplanare  Kettencongruenzen  des  ersten  und  zweiten  Typus 
(nach  unserer  Terminologie)  ausgesprochen  wird. 
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S.  424  Z.  5 — IL  Diese  Worfce  beziehen  sich  auf  den  ursprünglichen  Plan  des 
Buches,  der  nachträglich  erst  durch  den  jetzt  vorliegenden  die  Unter- 
suchungen des  dritten  Abschnittes  umfassenden  Plan  ersetzt  worden  ist. 

Auf  S,  443  wird  das  Wort  „Band  parataktischer  Strahlenkreuze*^  besser  durch  ein 
anderes  Wort  ersetzt,  damit  das  Wort  Band  für  einen  allgemeineren 
Begriff  vorbehalten  werden  kann.  Es  empfiehlt  sich  vielleicht  das 
Wort  Streifen,  oder  Band  mit  einem  Zusatz:  lineares  Band. 

S.  446  Z,  12  V.  0.  lies:  2.  oo^  Glassen  statt:  oo'  Classen. 

„  451   „    2  V.  u.  lies:  oo^  Classen  statt:  oo'  Classen. 

[Man  vergleiche  die  Berichtigung  auf  S.  538  und  den  nachfolgenden 
Zusatz  zu  S,  468.] 

„  455   „    1  V,  0.  lies:  vierter  statt:  dritter. 

„  455  „    3  V.  0.  lies:  Büschels  statt:  Bündels. 

Zu  S.  458.  Der  Satz  auf  S.  469  lässt  sich  einfacher  so  begründen:  Enthält  ein 
Büschel  von  Gewinden  mit  parallelen  aber  nicht  identischen  Haupt- 
azen  (Gewinde  verschiedenen  Parameters,  so  wird  der  Parameter  eines 
im  Büschel  vei^jiderlichen  Gewindes  eine  lineare  Function  (S.  458, 

Nr.  23)  der  das  einzelne  Gewinde  bezeichnenden  Grösse  -^.  Es  giebt 

dann  im  Büschel  ein  Gewinde  vom  Parameter  1,  und  ein  anderes 
vom  Parameter  —  1.  Beide  diese  Gewinde  werden  vertauscht  durch 
die  Spiegelung  an  jedem  eigentlichen  Punkt,  der  auf  der  Mittellinie 
zwischen  den  beiden  zugehörigen  Hauptaxen  liegt.  Die  Gruppe  von 
perspectiven  Aehnlichkeitstransformationen,  die  durch  irgend  einen 
dieser  oo^  Punkte  bestimmt  ist,  lässt  dann  das  ganze  Büschel  in 
Buhe,  das  die  genannten  Gewinde  verbindet.  Das  Quadrat  des  Ab- 
Standes  der  Hauptaxen  dieser  beiden  Gevirinde  ist  offenbar  die  ein- 
zige unabhängige  Bewegungsinvariante,  die  ein  derartiges  Gewinde- 
büschel haben  kann,  so  dass,  wie  zuvor  angegeben,  in  der  That  nur 
oo^  Classen  solcher  Gewindebüschel  entstehen. 

S.  473  Z.    4  V.  0.  lies:  geht,  wenn  6,4^0,  statt:  geht. 

Wenn  nämlich  e,  verschwindet,  so  fällt  die  Focalaxe  der  reciproken 
Congruenz  in  das  Linienbüschel  selbst,  und  ist  also  nicht  isoliri 

„  511   „    3  V.  0.  lies:  Gewindebündel  statt:  Gewindebüschel. 
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CoUineationen :)  426. 
Parallelenbündel  300.  324.  341.  581—533; 

gestreifte  267. 
Parameter  e.  Nullsystems  od.  Gewindes 

153.  240.  453;  e.  inf.  Bewegunfi^  540. 
Parametermannigfaltigkeiten,  insoes.  Pa- 

rameterflächen  452  ff. 
Parasoma  576 — 578. 
Perspective  Lage  verschiedener  Figuren 

244.  330.  331.  488.  511. 
Peterson  u.  Morley,  Satz  von  107.  217. 
Planarität  e.  Somenschaar  562. 
Potenzreihen  dualer  Grössen  198. 
Prismenführung  587. 
Projectivität,  s.  Collineation,  Correlation, 

Anticollineation,  Anticorrelation. 
Protosoma  556. 

Pseudoconforme  Transf.  d.  Somen  681. 
Pseudopolaritäten  434—486. 
Psetidosoma  580. 
Punkt,  betrachtet  als  Specialfall  e.  apla- 

naren  Kettencongruenz  400.  401. 
Punktstrahlen  261—266.  279,  867—369. 

376. 

Quasifocus  e.  Paraboloids  515. 
Querlinien  e.  Linienkreuzes  4.  203.  288. 
820. 

Quirl  Of  oder  O^  59.  60.  63.  165;  un- 
endlich femer  Quirl  65.  S.  Addition. 
Quirle,  die  e.  Summe  v.  Quirlen  begleiten 
70.  178. 
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Alphabetisches  Inhaltsyerzeichniss. 


Quirltrapez,  Quirlvierflach  62.  166. 
Quirlvierseit,  sphärisches  68. 

Raum,  dreifach  ausgedehnter,  verhält  sich 
singuIär  in  Bezug  auf  die  Geometrie  der 
Dynamen  119;  Geometrie  in  höheren 
Räumen  angewendet  271.  272.  278.  279. 
282.  837.  849—364.  867—428. 

Beciproke  lineare  Systeme  v.  Gewinden 
810—818. 

Beciproke  Figuren  i.  d.  Strahlengeometrie 
827.  828.  410  ff. ;  i.  d.  Kinematik  574— 
576. 

Botatiomketten  v.  Somen  670.  681  ff. 

Botor  61. 

Scalar  196.  (Zeichen  S  318^ 

Schicht,  erste  u.  zweite  im  Gewindecon- 
tinunm  287.  810;  im  irregulären  Strah- 
lencontinuum  224.  231—288.  266—267. 

Schiebung  (Euklidische)  7.  178;  ducUe 
(dual-projective)  d.  Strahlen  235.  332. 
892;  dutä'prcjective  d.  Somen  661. 

Schraube  687. 

Schiebungsgrösse  e.  Bewegung  5.  178. 

Schneiden,  rechtwinkliges,  von  Strahlen 
202.  260  ff.  286  ff. 

Schraubungsaxe  e.  Bew.  178. 

Sechsseit,  mit  lauter  rechten  Winkeln  107. 
209—218.  217. 

Sehnenmitten  bei  e.  Bewegung  12 — 14. 
172;  bei  e.  Umlegung  188. 

Singularitätencongruene  e.  quadr.  Sti  ah- 
lencomplexes  862—367.  381.  886.  436. 
488. 

Sinus,  V.  Stand t'scher  147.  161;  dualer 
205. 

Soma  666 — 692,  v^l.  Coordinaten ;  duale 
Entfernung  zweier  S.  686;  Somen- 
schaaren^  r-dimensionale  662;  Büschel, 
Bündel,  Gebüsche  v.  Somen  668;  Con- 
tinua,  V.  Somen,  verschiedene  natür- 
liche 678.  581. 

Somenketten  563;  aplanare  669;  ausge- 
zeichnete 667.  668;  gClrade  566;  ebene 
666;  reciproke  664  ff.   insbes.  S.  674. 

Speer  9.  16.  143. 

Sperrung  e.  uneigentlichen  Keils  88. 168; 
e.  Motors  86.  216. 

Spiegelungen  an  Punkten  6.  7.  188.  432. 
488;  an  Geraden  od.  Strahlen  7.  178. 
482.  438  (s.  Umwendung);  an  Ebenen 
6.  188.  482.  488.  (Ihr  Auftreten  in  der 
Kinematik^  672. 682 ;  Sp.  an  Somen  688. 
690,  vfi4.  Yertauschung;  Sp.  an  apla- 
naren  Kettencongruenzen  892. 

Stab  @|  1.  22.  169.  S.  Addition.  Sphä- 
rischer Stab  S^  34;   Stäbe,  e.  Summe 

von  Keilen  begleitend  44.  171. 
StäbeparaUelogramm  24.  169. 


Stäbeviereck,  sphärisches  85. 

Stephanos,  Satz  von  566. 

Strahlen,  eigentliche  u.  uneigentliche  201. 
Vgl.  Coordmaten,  Grenzstxuhlen,  Pankt- 
strahlen.  Imaginäre  Str.  283—809;  ac- 
cessorische  286;  Minimalstr.  287.  Vgl. 
Bänder,  Abhängigkeit,  Soma.  StraMen- 
continuum^  irreguläres  250 — 268.  264 — 
267;  erstes  natiirliehes  258—267.  280; 
Abbild,  auf  e.  Punktmannigfaltigkeit 
272.  278.  279.  367—386;  zweites  natur- 
liches 267—270.  280;  Abbild,  auf  e. 
Punktmannigfaltigkeit  272.  278.  279. 

Strahlenbihidel  u.  -feld  801.  802.  885.  841. 

Strahlencomplexe.  Analytische  und  alge- 
braische 278—277.  295.  379.  411;  mit 
vorgeschriebenen  Eigenschaften  879. 
886;  solche,  die  zu  Oongruenzen  reci- 
prok  sind  418.  (Ihr  Auftreten  in  der 
Kinematik:)  594.  Kettencomplex  s.  d. 
Quadratische  Strahlencompl.  808.  804. 
(classificirt:)  858—860;  reguläre  860— 
867.  886.  886.  418.  481.  486.  442.  Durch- 
schnitte von  quadr.  Compl.  871 — 880; 
conisdhe  827.  360.  870.  876;  insbes.  ae- 
cessorischer  CompUx  290.  488.  Flanare 
Complexe  303.  820.  321.  349—356.  375. 
386.  415.  448.  (Ihr  Auftreten  in  der 
Kinematik:)  566. 

Strahl€nc<yngruenzen.  Analytische  805. 
384.  886.  Syneküsche  806—808.  480. 
Algebraische,  die  ganz  aus  eigentlichen 
Strahlen  bestehen  308.   Solche  mit  drei 

.  Schaaren  von  oo^  Ketten  872.  Solche 
mit  oo'  oder  cx>'  Ketten  881 — 885.  Be- 
ciproke 306.  806.  413.  Cylindrische  805. 
410.  411.  Conische  298.  294.  482.  Die 
absolute  Gongruenz  290—294.  429.  480. 
432.  Vgl.  Kettenconffruenz,  Normalen- 
netze, Strahlenbündel  u.  -feld. 

StraMenketten  320.  328—881.  845.  846. 
879.  881.  884.  886.  419.  455—458.  (Auf- 
treten in  der  Kinematik:^  570. 592. 594; 
ihrer  zwei  bestimmen  eine  dritte  373. 
Vgl.  Cylindroid,  Kettencomplex. 

Streckung  e.  Bewegung,  lineare  50 ;  corre- 
lative  79;  stereometrische  103. 

Strictionsband  808.    Vgl.  S.  492—496. 

Stufe  u.  Dimension  810. 

Superposition,  s.  Bewegung. 

Symmetrale  Somen  558. 

Tetraeder  69.  147.  148.  167. 

Torsor  80. 

Träger  e.  Bewegung  7.  8.  Vgl.  Linien- 
kreuz, Keil,  Impulsor,  Motor,  Quirl, 
Vector. 

Translator  51. 

Tn^onomefrie  im  Strahlenraum  209—212. 

Umkehrung  e.  Speers  9;  einer  sogenann- 
ten Bewegung  590. 
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ümlegimgen  182—188.  233. 

Umschraübungen  6.  178.  (Ihr  Auftreten 
in  der  Kinematik:)  668;  ausgeartete 
ünischr.  76.  180;  associirt  e.  uneigeni- 
lichen  Quirl  oder  e.  ESjector  77.  83. 180. 
184.  190. 

Umwendun^en  7.  178.  (Ihre  Bedeutung 
fclr  die  Kinematik:)  668. 

Uneigentliche  Figuren  in  der  Geometrie 
247—249.  288  ff.    Vgl.  Strahlen. 

Vector  93|  23.  176.  Gehörig  zu  e.  Stabe- 

paar  26;   zu  e.  uneigenti.  Keil  88;  zu 
e.  uneigenti.  Quirl  66;  zu  e.  Translator 
64;  zu  e.  Ejector  82. 
vectoriell  196.    (Zeichen  T  313.) 

VectorenAreieck  u.  -polygon  24.  167.  168. 

Vertauschung,  coazialer  und  congruenter 


gerader  Somenketten  durch  Spiegelung 
an  einem  Soma  687 — 689. 
Volumen  e.  Tetraeders  147. 

Winkel  zweier  Ebenen  142;  zweier  Ge- 
raden 144;  zwischen  Ebene  und  Gerader 
144;  ckioier,  zweier  Strahlen  206. 

Winkelhalbirende  zweier  Ebenen,  die  i.  e. 
Bew.  einander  entsprechen  14 — 16. 178; 
zweier  Strahlen,  die  in  derselben  Be- 
ziehung stehen  104.  223. 

Zugkraft  1.  116  ff. 

SSu^awmenseieung  vonCollineationen  131. 
Zus.  endlicher  Bewegungen  8.  9.  177 
(vgl.  Parametergruppe  d.  B.).  Zus.  von 
Bewegungen  und  Umlegungen  182 ;  von 
Dynamen  u.  infinitesimalen  Bewegungen 
116—121. 
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